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本 书 是 一 本 概论 性 的 现代 数学 教材 ,重点 介绍 与 科学 技术 密切 相关 的 一 些 重要 的 现代 基础 数 
学 与 应 用 数学 分 支 的 基本 概念 和 方法 ,为 进一步 深入 学 习 和 运用 现代 数学 知识 打下 基础 ,主要 包 
括 近 世代 数 和 拓扑 、 泛 函 分 析 ,微分 流 形 、 偏 微分 方程 的 现代 理论 .小波 分 析 和 随机 微分 方程 等 6 
个 方面 的 内 容 。 前 3 章 分 别 从 代数 .几何 和 分 析 的 角度 介绍 了 现代 基础 数学 的 基本 内 容 ! 后 3 章 
介绍 与 现代 科技 密切 相关 的 一 些 现代 应 用 数学 内 容 。 这 些 内 容 不 但 在 数学 科学 中 占有 重要 地 位 ， 
而 且 在 不 同 的 科学 技术 领域 中 都 有 广泛 应 用 。 

本 书 取材 广泛 ,重视 基础 ,结构 合理 ,深入 线 出 ,实用 性 强 , 可 作为 理工 科大 学 研究 生 ( 尤 其 是 
工科 博士 生 ) 的 现代 数学 教材 或 参考 书 , 也 可 供 高 年 级 大 学 生 、 教 师 及 科学 技术 人 员 自 学 和 参考 
使 用 。 
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数学 科学 是 科学 技术 中 一 门 重要 的 基础 性 学 科 。 在 长 期 的 发 展 过 程 中 , 它 不 仅 形成 了 
自身 完美 严密 的 理论 体系 ,而 且 成 为 一 切 科学 技术 必需 的 研究 手段 和 工具 ,数学 的 发 展 关系 
到 整个 科学 技术 的 进步 。 综观 人 类 社会 和 科学 技术 的 发 展 史 ,科学 技术 领域 的 每 一 次 历史 性 
重大 变 草 都 与 数学 科学 的 突破 性 进展 紧密 联系 。 今 天 ,无 论 基础 数学 .应 用 数学 ,还 是 计算 数 
学 ,实验 数学 ,都 取得 了 空前 的 巨大 进展 。 随 着 计算 机 和 高 新 科学 技术 的 进步 ,现代 数学 在 科 
技 领域 和 国民 经 济 中 发 挥 着 越 来 越 重要 的 作用 。 

研究 生 教育 是 高 等 教育 的 一 个 重要 层次 。 为 了 提高 研究 生 的 培养 质量 ,增强 科研 创新 
能 力 ,以 适应 现代 科学 技术 发 展 的 需要 ,必须 进一步 深化 课程 改革 ,完善 课程 体系 ,优化 知识 
结构 。 在 博士 生 课程 设置 上 ,更 要 拓宽 基础 ,追踪 前 沿 ,重视 不 同学 科 的 相互 交叉 和 渗透 。 针 
对 当前 我 国 一 般 理 工科 博士 生 的 现状 ,有 必要 设立 一 些 介绍 现代 数学 内 容 的 基础 课程 ,以 提高 
现代 数学 素质 和 培养 创新 思维 方法 ,增强 他 们 运用 数学 知识 去 分 析 和 解决 问题 的 能 力 。 因 此 ， 
我 校对 全 体 博士 生 开设 了 “现代 数学 基础 "系列 公共 学 位 课程 ,本 书 就 是 在 这 些 课程 基础 上 编 
写 的 一 本 现代 数学 概论 性 教材 ,可 作为 理工 科大 学 研究 生 (尤其 是 工科 博士 生 ) 的 教学 用 书 或 
参考 书 ,也 可 供 高 年 级 大 学 生 .教师 和 科学 技术 人 员 自学 参考 之 用 。 

本 书 初步 地 介绍 与 科学 技术 密切 相关 的 一 些 主要 的 现代 数学 分 支 的 基本 概念 ,方法 和 
应 用 。 根 据 现代 数学 的 发 展现 状 、 现 代 科学 技术 的 需要 以 及 理工 科 专 业 设置 的 特点 选取 了 6 
个 方面 的 题材 :近世 代数 与 拓扑 、 泛 函 分 析 , 微 分 流 形 及 其 应 用 、 偏 微分 方程 的 现代 理论 .小 波 
分 析 及 其 应 用 、 随 机 过 程 与 随机 微分 方程 。 前 3 章 分 别 从 代数 、 几 何 和 分 析 的 角度 去 介绍 现代 
基础 数学 的 基本 内 容 ;后 3 章 介绍 与 现代 科技 密切 相关 的 一 些 应 用 数学 内 容 , 这 些 内 容 对 于 理 
工科 博士 生 掌握 和 运用 现代 数学 方法 来 说 是 基本 和 必要 的 。 它 们 不 但 在 现代 数学 中 占有 重要 
地 位 ,而 且 在 不 同 的 科学 技术 领域 中 都 有 广泛 的 应 用 。 

本 书 是 按照 理工 科大 学 研究 生 的 数学 基础 和 学 习 特 点 进行 编写 的 ,力求 深浅 适度 ,重点 
突出 。 在 编写 中 注重 基本 概念 的 引进 及 其 内 在 联系 , 访 量 避免 繁琐 论证 ,运用 较 多 实例 加 以 、 
说 明 ,并 给 出 基本 理论 的 一 些 重要 应 用 。 本 书 各 章 的 内 容 粗 对 独立 ,可 在 研究 生 教 学 中 单独 
使 用 ,也 便于 读者 选 学 。 每 章 后 面 分 别 配 有 习题 和 主要 参考 文献 , 书 末 还 有 中 英文 对 照 的 名 
词 索引 。 

本 书 于 1997 年 首次 出 版 后 ,得到 广大 读者 ,特别 是 理 在 科大 学 教师 和 研究 生 的 欢迎 和 
好 评 。 此 次 ,我 们 根据 近年 来 在 该 课 旺 系列 中 的 教学 改 郭 经 验 ,以 及 读者 在 使 用 中 的 反馈 意 
见 ,对 本 书 进行 了 全 面 的 补充 和 修订 。 合 颇 版 中 ,增加 下 绪论 中 关于 现代 数学 的 介绍 和 第 6 章 
中 随机 微分 方程 的 内 容 ; 重 写 了 第 2 章 ,其 中 同时 包含 了 线性 和 非 线性 泛 函 分 析 的 基本 内 容 ; 
其 他 各 章 亦 作 了 较 大 的 改动 ,着 重 加 强 了 应 用 性 内 容 。 

本 书 的 各 章 依次 分 别 由 周 梦 、 高 宗 升 陆 启 韶 、 郭 定 辉 . 陈 迪 荣 和 孙 海 燕 负责 执笔 ,最 后 
由 陆 启 韶 整理 定稿 。 新 版 书稿 承蒙 柳 重 堪 教授 详细 审阅 并 提出 建设 性 意见 ,北京 大 学 李 忠 教 
授 ,北京 理工 大 学 史 荣 昌 教 授 ,以 及 许多 读者 对 本 书 初版 提出 许多 宝贵 建议 ,在 此 说 致 衷心 的 
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绪 论 


数学 是 一 门 十 分 古老 而 又 飞速 进步 的 基础 科学 。 由 于 数学 自身 的 内 在 矛盾 和 科学 技术 的 
外 在 需求 的 推动 ,数学 理论 体系 不 断 发 展 和 完善 ,其 内 容 、 方 法 和 应 用 都 在 日 益 扩展 。 数 学 
科学 的 发 展 大 致 可 划分 为 经 典 数学 和 现代 数学 两 个 主要 阶段 ,它们 通常 以 19 世纪 后 期 康 托 
《Cantor) 创 立 “ 集 合 论 ”作为 分 界线 。 特 别 是 进入 20 世纪 以 来 ,数学 的 面 魏 及 其 在 科学 技术 中 
的 地 位 发 生 了 根本 性 的 变化 ,从 而 跨 进 了 现代 数学 的 新 阶段 。 因 此 ,深刻 认识 现代 数学 的 
特点 ,发 展 趋势 ,以 及 其 在 现代 科学 技术 中 的 作用 ,对 于 学 习 和 运用 现代 数学 知识 具有 重要 的 
意义 。 
一 、 现 代数 学 内 容 的 抽象 化 和 体系 的 统一 化 


客观 事物 是 通过 “ 数 " 和 “ 形 "描述 的 。 数 学 是 研究 现实 世界 中 的 数量 关系 和 空间 形式 的 科 
学 。 在 从 经 典 数学 向 现代 数学 发 展 的 进程 中 ,“ 数 ”和 “ 形 ” 的 概念 和 范畴 不 断 扩展 ,已 经 远 远 超 
出 人 们 日 常 的 直观 理解 ,可 以 包括 客观 现实 中 任何 关系 和 形式 。 例 如 ,“ 数 ”的 概念 已 由 自然 
数 ,实数 , 复 数 ,向 量 , 张 量 扩展 到 抽象 集合 的 元 素 ;* 形 ”的 对 象 也 由 低 维 向 量 空间 的 直观 几何 
图 形 性 质 转移 到 高 维 向 量 空间 无穷 维 函数 空间 ,拓扑 空间 和 概率 空间 的 结构 特性 。 总 的 来 
说 ,按照 集合 论 的 思想 和 观点 ,经 典 数 学 主要 针对 有 限 维 向 量 空间 的 集合 和 映射 (尤其 是 函数 
和 几何 变换 ) ,而 现代 数学 主要 处 理 抽象 空间 的 一 般 集合 和 映射 。 因 此 ,现代 数学 是 经 典 数学 

“的 抽象 化 结果 。 数 学 的 抽象 化 可 以 把 客观 世界 的 不 同事 物 按 其 共性 进行 本 质 上 的 概括 综合 ， 

并 将 它们 在 更 高 层次 上 统一 地 进行 研究 ,揭示 它们 的 共同 规律 ,从 而 形成 现代 数学 的 公理 化 和 
结构 化 的 理论 体系 。 

数学 的 抽象 化 和 统一 化 是 相辅相成 的 ,这 个 过 程 正 以 越 来 越 快 的 趋势 向 更 高 级 的 阶段 推 
进 。 例 如 ,算术 和 初等 几何 经 历 了 数 千年 ,直到 19 世纪 才 建 立 比 较 完整 的 高 等 代数 和 高 等 几 
何 的 体系 ;又 过 了 上 百年 , 才 进 入 以 公理 化 体系 的 统一 观点 描述 的 近世 代数 和 近代 微分 几何 。 
又 如 ,从 牛顿 - 莱 布 尼 兹 的 初等 微 积 分 体系 发 展 到 柯 西 -维尔 斯 特 拉 斯 的 高 等 微 积 分 体系 ,人 们 
用 了 200 多 年 的 时 间 ,然而 在 其 后 的 数 十 年 时 间 里 ,就 相继 出 现 了 泛 函 分 析 、 微 分 流 形 等 近代 
分 析 理论 。 上 述 情况 表明 ,抽象 化 和 统一 化 是 现代 数学 发 展 的 必然 趋势 。 

我 们 还 注意 到 ， 现代 数学 瑟 现 的 高 度 抽象 性 和 统 一 性 是 数学 科学 自身 矛盾 发 展 的 结果 。 
从 表面 上 看 ,这 似乎 使 数学 越 来 越 远离 现实 世界 ,但 是 亨 际 上 这 样 使 得 数学 理论 体系 日 屯 完 
美 ,研究 内 容 扩大 ,观点 方法 更 新 ,研究 对 象 和 应 用 范围 起 加 广泛 ,从 而 能 在 更 大 的 广度 和 深度 
上 认识 客观 世界 ,更 有 效 地 处 理 和 解决 不 同 领域 的 实 不 问 题 。 因 此 ,正确 对 待 现代 数学 的 抽象 
性 、 统 一 性 和 客观 世界 的 现实 性 、 特 殊 性 的 关系 蜡 太 分 必要 的 。 


二 、 现 代数 学 学 科 的 广泛 交叉 渗透 和 研究 方法 的 综合 运用 


著名 数学 家 希 尔 伯 特 曾经 说 过 :“ 数 学 是 一 个 不 可 分 割 的 整体 , 它 的 生命 力 正 是 在 于 各 部 
分 之 间 的 联系 .” 如 同 经 典 数 学 以 高 等 几何 、 高 等 代数 和 微 积 分 作为 主要 基础 学 科 一 样 ,拓扑 
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学 、 近 世代 数 和 泛 函 分 析 , 大 范围 分 析 成 为 现代 数学 的 支柱 。 然 而 ,在 现代 数学 阶段 里 ,数学 内 
部 的 各 个 分 支 学 科 的 相互 交叉 和 渗透 显著 加 强 , 原 有 的 学 科 界限 逐渐 模糊 淡化 ,涌现 大 量 新 的 
跨 学 科研 究 领 域 ,例如 代数 几何 ,代数 拓扑 、 微 分 拓扑 、 泛 函 微分 方程 和 随机 微分 方程 等 ,它们 
已 成 为 数学 新 的 生长 点 。 在 数学 研究 方法 方面 ,代数 几何、 拓扑 分析, 以 至 随机 的 方法 相互 
交融 ,综合 运用 ,产生 了 许多 狼 新 的 理论 和 方法 ,解决 了 重大 的 古老 难题 和 现代 课题 ,大 大 拓宽 
了 数学 研究 思路 ,在 数学 理论 和 应 用 研究 中 显 出 强大 的 生命 力 。 

另外 ,现代 数学 与 科学 技术 的 广泛 深入 结合 ,也 造就 了 许多 新 的 应 用 数学 和 其 他 交 缘 科学 
分 支 ,例如 非 线性 科学 、 信 息 数学 .生物 数学 和 金融 数学 等 。 现 代 应 用 数学 大 大 扩展 了 数学 的 
研究 领域 ,与 现代 纯粹 数学 紧密 联系 而 又 互 有 特色 ,共同 组 成 一 个 不 可 分 割 的 整体 。 

总 之 ,现代 数学 的 学 科 交 叉 和 方法 综合 的 发 展 趋 势 从 一 定 角度 反映 了 数学 本 身 和 外 部 世 
界 中 的 多 样 性 与 统一 性 之 间 的 关系 ,体现 了 学 科 变 革 的 活力 ,有 力 地 推动 了 数学 科学 的 整体 


三 、 现 代数 学 与 计算 机 的 密切 关系 


计算 机 是 人 类 在 20 世纪 里 最 伟大 的 科学 成 就 之 一 ,对 社会 进步 和 科技 发 展 起 着 十 分 重要 
的 作用 ,计算 机 与 现代 数学 有 着 很 密切 的 关系 。 一 方面 ,无 论 是 计算 机 的 原理 .计算 技术 ,还 
是 它 的 应 用 ,都 是 以 数学 (尤其 是 现代 数学 ) 作 为 基础 的 ; 另 一 方面 ,计算 机 的 出 现 剧烈 地 改变 
了 数学 的 学 科 面 萄 。 

首先 ,计算 机 具有 空前 强大 的 计算 能 力 和 效率 ,使 得 利用 数学 的 思想 和 方法 去 解决 大 规模 
的 科学 和 工程 问题 成 为 可 能 。 数 值 计算 和 仿真 已 成 为 现代 科学 和 工程 技术 的 关键 性 手段 ,由 
此 促成 了 计算 数学 各 个 分 支 的 繁荣 发 展 ,成 为 现代 数学 的 重要 组 成 部 分 。 其 次 ,计算 机 使 得 人 
们 从 事 数学 研究 时 不 再 单纯 依靠 “一 张 纸 ,一 支 笔 ”的 个 人 脑力 活动 的 传统 方式 ,还 添加 了 借助 
计算 机 去 证 明定 理 、 验 证 理论 结果 和 发 现 新 现象 .开拓 新 思路 的 新 方法 。 例 如 “四 色 定 理 ”的 证 
明 、 儿 何 学 定理 的 机 械 化 证 明 数学 公式 的 符号 运算 推导 、 混 沌 分形、 孤立 子 等 重要 非 线性 现 
象 的 发 现 ,无 一 不 是 依靠 计算 机 才能 完成 的 。 因 此 ,计算 机 开辟 了 数学 定理 的 机 器 证 明和 实验 
数学 的 新 领域 ,这 也 是 现代 数学 的 重要 组 成 部 分 。 另 外 ,计算 机 和 信息 技术 的 发 展 为 数学 研究 
信息 化 和 资源 管理 智能 化 奠定 了 坚实 基础 。 我 们 完全 可 以 认为 ,计算 机 正在 开辟 数学 研究 的 
一 条 新 路 。 


四 、 现 代数 学 在 科学 技术 进步 中 的 重要 作用 


著名 科学 家 钱学森 指出 :“ 一 切 科学 技术 都 用 数学 ",“ 数 学 的 发 展 关系 到 整个 科学 技术 的 
发 展 "。 数 学 不 仅 是 自然 科学 的 基础 ,而 且 是 一 切 重大 技术 革命 的 基础 。20 世纪 科学 技术 的 
巨大 成 就 都 是 与 在 此 期 间 现代 数学 的 迅速 发 展 分 不 开 的 。 在 20 世纪 前 期 , 黎 曼 几何 和 泛 函 分 
析 分 别 为 相对 论 和 量子 力学 的 诞生 提供 了 坚实 的 理论 基础 ,从 而 使 世界 步 人 了 原子 能 的 新 时 
代 。 微 分 方程 研究 促进 了 流体 力学 、 固 体力 学 和 控制 理论 的 发 展 ,也 为 人 类 开创 了 航空 航天 的 
伟大 事业 。 在 20 世纪 后 期 ,现代 数学 在 科学 技术 中 的 重要 应 用 成 果 更 是 比比 千 是 。 例 如 , 变 
分 原理 与 有 限 元 法 、 偏 微分 方程 现代 理论 与 高 速 流动 计算 和 天 气 预报 .快速 傅 氏 分 析 和 小 波 分 
析 与 信号 处 理 ,数论 与 密码 学 、 人 工 神经 网 络 与 智能 技术 、 纤 维 从 与 规范 场 论 以 及 微分 流 形 和 
动力 系统 与 非 线性 科学 等 。 即 使 一 些 以 往 与 数学 几乎 无 缘 的 学 科 领 域 ,如 生物 学 .心理 学 、 经 


结论 这 


济 学 ,管理 学 ,甚至 语言 学 ,考古 学 等 ,今天 都 已 成 为 数学 大 显 身手 的 场所 。 可 以 预期 在 21 世 
纪 , 现 代数 学 将 在 科学 技术 领域 ,特别 是 非 线性 科学 、 信 息 科 学 .生命 科学 .材料 科学 和 金融 、. 管 
理科 学 中 发 挥 越 来 越 重要 的 作用 。 

回顾 数学 的 发 展 历程 ,可 以 清楚 地 看 到 一 条 由 初级 到 高 级 .由 简单 到 复杂 由 具体 到 抽象 、 
由 孤立 到 统一 的 漫长 而 曲折 的 道路 。 展 望 数 学 的 未 来 趋势 ,正在 呈现 由 低 维 到 高 维 、 由 连续 到 
离散 、 由 线性 到 非 线性 、 由 局 部 到 整体 、 由 光滑 到 非 光滑 、 由 确定 性 到 随机 性 的 发 展 前 景 ,现代 
数学 的 思想 、 理 论 和 方法 必 将 有 更 大 的 进展 和 更 辉煌 的 成 就 。 

在 当今 科学 技术 突飞猛进 的 时 代 , 高 素质 创新 型 人 才 应 当 重视 现代 数学 的 基础 。 在 学 好 
现代 数学 知识 的 同时 ,更 应 把 提高 数学 素养 作为 出 发 点 和 落实 处 。 为 此 ,一 方面 要 注意 培养 创 
造 性 思维 能 力 和 方法 ,增强 运用 数学 的 原理 和 方法 解决 实际 问题 的 能 力 ; 另 一 方面 还 要 培养 对 
数学 的 学 习 兴趣 和 动力 ,领悟 数学 内 在 的 逻辑 美和 结构 美 ,提高 持续 的 自我 接纳 和 更 新 数学 知 
识 的 能 力 。 愿 现代 数学 在 我 们 的 学 习 、 工 作 和 生活 中 发 挥 更 大 的 作用 ,成 为 每 个 人 的 得 力 助手 
和 终身 朋友 。 
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本 章 扼要 论述 现代 数学 的 基础 性 分 支 一 一 近世 代数 与 点 集 拓扑 的 基本 内 容 。 它 们 不 仅 在 
数学 的 其 他 分 支 中 已 成 为 必 不 可 少 的 基本 工具 ,而 且 在 计算 机 科学 ,数字 通信 ,近代 物理 ,系统 
工程 等 领域 也 有 广泛 而 重要 的 应 用 ,是 现代 科学 技术 的 基础 之 一 。 近 年 来 ,其 本 身 亦 获得 了 
迅猛 的 发 展 , 模 论 、 同 调 论 以 至 范畴 论 的 语言 .方法 已 广泛 渗入 到 经 典 理论 之 中 。 由 于 这 一 原 
因 ,我 们 在 论述 基本 内 容 的 同时 ,将 尽量 反映 数学 中 比较 现代 的 思想 观点 :现代 数学 最 基本 的 
着 眼 点 不 在 于 元 素 , 而 在 于 结构 及 结构 之 间 的 联系 ;许多 重要 而 深刻 的 概念 ,本 质 上 是 某 种 泛 
映射 性 质 。 本 章 对 于 群 \ 环 、 域 .拓扑 空间 等 基本 的 经 典 内 容 的 论述 采用 了 现代 的 方式 ;一 些 在 
现代 数学 中 已 广泛 使 用 的 概念 和 方法 ,如 同 态 序列 、 模 ,范畴 等 在 其 中 得 到 了 体现 。 此 外 ,为 了 
给 出 抽象 化 的 具体 背景 ,本 章 较 详尽 地 论述 了 许多 具体 的 代数 结构 和 大 量 实际 应 用 中 的 代数 
构造 ,拓扑 构造 的 例子 。 


1.1 代数 基本 概念 


1.1.1 逻辑 与 集合 


现代 数学 的 重要 发 展 趋势 是 公理 化 和 结构 化 。 公 理化 就 是 遵循 严格 的 逻辑 演绎 规则 ,从 
最 少 的 不 加 证 明 的 公理 出 发 推演 出 整个 体系 。 结 构 化 就 是 认为 数学 研究 的 对 象 本 质 上 是 结构 
及 结构 间 的 联系 。 我 们 先 对 需 用 的 基本 逻辑 规则 和 逻辑 术语 作 一 简 述 。 

任何 一 个 叙述 或 论断 称 为 一 个 命题 。 我 们 约定 命题 只 取 * 真 " 值 或 “ 假 ” 值 中 的 一 个 。 即 
任 一 命题 或 者 是 真 命题 ,或 者 是 假 命题 ,而 不 能 是 又 真 又 假 的 命题 。 命 题 包含 条 件 和 结论 两 个 
部 分 ,其 一 般 形式 为 “ 若 A, 则 B”。 任 何 一 个 命题 有 与 其 相 联系 的 逆 命题 . 否 命题 、 逆 否 命题 。 
如 果 原 命题 为 “ 若 A, 则 B”, 逆 命题 就 是 “车 B, 则 A”, 否 命题 是 “ 人 则 非 B”, 逆 否 命题 是 
“若非 B, 则 非 A”。 

例 1.1.1 十 逢 及 上 学 家 柏拉图 曾 给 人 下 过 一 个 定义 :两 足 行走 .没有 羽毛 的 动物 。 
这 实际 上 是 给 出 了 一 个 命题 , 若 一 动物 是 两 足 行走 且 没 有 羽毛 的 , 则 它 是 人 。" 与 这 一 原 命题 
相 联系 的 逆 命 题 . 否 命题 . 道 否 命题 分 别 为 ; 

逆 命 题 : 若 一 动物 是 人 , 则 它 是 两 足 行走 且 没 有 羽毛 的 。 

否 命题 : 若 一 动物 不 是 两 足 行走 且 没 有 羽毛 的 , 则 该 动物 不 是 人 。 

逆 和 否 命 题 : 若 一 动物 不 是 人 , 则 它 必 不 是 两 足 行走 且 没 有 羽毛 的 。 

如 果 一 个 命题 P 真 时 , 另 一 个 命题 Q 必 真 , 则 称 已 昔 涵 Q。 记 为 P 一 Q, 有 时 也 称 为 已 扒 
出 Q。 如 果 忆 与 Q 互相 蕴涵 , 则 称 P 与 Q 等 价 , 记 为 P 咏 Q, 有 时 把 它 读 作 “P 当 且 仅 当 Q”。 
等 价 的 命题 必 同 时 为 真 或 同时 为 假 。 原 命题 与 逆 否 命题 是 等 价 的 。 逆 命题 与 否 命题 是 等 价 
的 。 常 用 的 “ 反 证 法 ”就 是 通过 证 明 逆 否 命题 来 使 原 命题 获得 证 明 。 

下 面 简 述 关于 集合 的 基本 内 容 。 
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集合 是 数学 中 最 基本 的 概念 ,以 A,B,C,… 表 示 集 合 , 以 a,b,c,… 表 示 集 合 中 的 元 素 。 
aE A 表示 元 素 a 属于 集合 A。a 儿 A 表示 元 素 a 不 属于 A 。 人 们 一 度 认为 集合 的 概念 是 无 需 
定义 的 ,只 要 描述 性 地 说 明 任何 一 些 对 象 (元 素 ) 均 可 组 成 集合 就 可 以 了 。 然 而 很 快 发 现 这 会 
引起 一 些 困难 的 悖 论 。 

例 1.1.2( 理 发 师 悖 论 ) 在 一 个 小 岛 上 有 惟一 的 一 位 理发 师 。 他 宣称 :我 为 岛 上 所 有 不 
为 自己 理发 的 人 理发 ,而 不 给 那些 为 自己 理发 的 人 理发 。 现 在 要 问 , 按 他 的 规则 ,他 本 人 的 头 
发 该 由 谁 来 理 ? 他 实际 上 把 岛 上 居民 分 成 了 两 类 ,A 类 是 为 自己 理发 的 那 部 分 居民 ,B 类 则 由 
不 属于 A 类 的 人 组 成 。 在 他 的 理发 规则 下 ,他 不 能 为 自己 理发 ,也 不 能 不 为 自己 理发 。 即 他 
不 能 属于 A 类 ,也 不 能 不 属于 A 类 。 这 虽然 是 一 个 以 文字 游戏 形式 表现 的 悖 论 ,但 已 包含 了 
集合 论 悖 论 的 基本 要 素 。 

例 1.1.3 考虑 集合 M={A|A 是 集合 且 A 不 是 A 的 元 素 }。 这 样 的 M 不 是 空 集 。 但 M 
是 不 是 M 的 元 素 ? 如 果 是 ,那么 根据 M 中 元 素 的 定义 ,M 不 是 M 的 元 素 ! 如 果 不 是 ,那么 M 
适合 M 中 元 素 的 定义 ,又 得 M 是 M 的 元 素 ! 总 之 ,这 是 一 个 悖 论 : ME M 同时 又 ME MI 

在 处 理 有 限 对 象 时 ,诸如 此 类 的 矛盾 并 不 表现 出 来 ,然而 一 进入 无 穷 世界 ,这 种 矛盾 就 不 
可 避免 。 现 代数 学 与 古典 数学 相 区 别 的 一 个 主要 特征 就 是 处 理 的 对 象 的 无 穷 性 (无 论 是 无 穷 
大 还 是 无 穷 小 ) ,因而 对 集合 论 进行 严格 处 理 是 必要 的 。 

现代 集合 论 已 经 非常 严密 和 精确 地 公理 化 了 。 在 集合 论 的 公理 化 形式 下 ,类 、 成 员 、 相 等 
是 不 加 定义 的 原始 术语 。 所 有 公理 均 由 这 些 原始 术语 和 一 阶 谓词 推演 来 叙述 ,集合 概 念 被 叙 
述 为 :一 个 类 A 称 为 一 个 集合 当 且 仅 当 存在 另 一 个 类 B ,使 得 A 是 B 的 成 员 。 用 符号 表述 就 
是 :类 A 是 一 个 集合 后 了 类 B:AE B。 不 是 集合 的 类 称 为 本 性 类 。 例 1. 1. 3 中 的 M 是 一 个 
本 性 类 而 不 是 一 个 集合 。 

以 下 复习 一 些 关 于 集合 运算 的 内 容 。 这 些 内 容 基本 上 是 大 家 熟悉 的 。 在 集合 论 公 理 体系 
中 ,存在 着 充分 多 的 公理 ,保证 这 些 运 算 在 集合 上 能 够 施行 。 

A 称 为 日 的 子 集合 , 若 对 A 中 每 一 个 元 素 z, 皆 有 xz 属于 已 。 用 符号 表述 为 “ASB" 吕 
“VYzrzEA=~>zEB"( 读 作 :A 含 于 B 当 且 仅 当 对 每 个 x 属于 A 必 有 工 属 于 B)。 

集合 A 与 集合 B 称 为 相等 ,车 ASB 且 BCA. 记 为 :“A=B”*“(ACB)A(BCA)”( 读 
作 :A 等 于 B 当 且 仅 当 A 含 于 B 且 B 含 于 A)。 

不 含 任何 元 素 的 集合 称 为 空 集 , 记 为 多。D 导 Yrz:z 人 Q( 读 作 : 空 集 当 且 仅 当 对 任何 一 
个 上 有 :z 不 属于 它 )。 空 集 纪 是 任何 一 个 集合 A 的 子 集 。 当 ACSB 且 A 交加 .A 关 B 时 , 称 A 
是 B 的 真子 集 。 

由 集合 A 的 所 有 子 集 合作 为 元 素 构 成 的 集合 称 为 A 的 圭 集 合 , 记 为 2*。 若 A 含有 限 个 
元 素 , 设 为 n 个 , 则 A 的 宕 集合 24 含 2" 个 元 素 。 在 讨论 以 集合 为 元 素 的 集合 时 ,我们 有 时 为 
了 表明 这 点 而 称 这 种 集合 为 集 锐 。 

例 1.1.4 A={1,2,3), 则 24={@,{1),{2},{3},{1,2},{2,3} ,11,3),{1,2,3))。 

例 1.1.5 A=N={1,2,3,…) 是 全 体 自然 数组 成 的 集合 , 则 2 和 = {@,{1),{2),{3),…， 
11,2)11,3) (2,3) (2,4} {1,2,3),{1,2,4),…,…), 即 在 A 中 随意 取出 任意 多 个 数 
组 成 的 集合 都 是 2^ 的 一 个 元 素 。 - 

一 些 集合 AiEI 的 并 和 交 分 别 是 指 

UA'= {rl ai lre A 
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《 读 作 :z 属于 4, 的 并 当 且 仅 当 存在 i 属于 工 使 = 属于 A;) 
MA:= {zl Vi€ I:z€ Ai} 
( 读 作 :z 属于 A 的 交 当 是 仅 当 对 每 个 属于 IT 有 z+ 属于 A,) 
其 中 指标 集 1 可 以 是 有 限 的 ,也 可 以 是 无 限 的 。 
集合 A 与 B 的 差 集 记 作 A 一 B 或 A\BO, 它 由 属于 A 但 不 属于 B 的 元 素 组 成 :A 一 B= 
{z|zEA,rFB)。 当 所 讨论 的 所 有 集合 均 含 在 某 个 固定 集合 U 中 时 , 记 U 一 A 为 A, 称 之 为 
人 的 补 集 。 
对 集合 的 交 、 并 、 补 运算 ,不 难 验证 以 下 算 律 : 
AN (UB)=U ANB) 
AU (MB)=Q (AUB,) 
(YAY = aN A =Y A 
AUB= BASEBeAnB=A 


1.1.2 喘 射 、 积 与 关系 


集合 之 间 的 联系 是 通过 映射 来 实现 的 。 映 射 概 念 在 数学 中 是 基本 的 。 我 们 简 述 映射 的 基 
本 内 容 , 并 通过 映射 概念 定义 积 与 关系 。 

定义 1.1.1 设 A,B 是 两 个 给 定 的 集合 。 如 果 通 过 某 种 对 应 法 则 /使 A 中 的 每 一 个 元 
素 a 对 应 于 B 中 某 个 惟一 的 元 素 6, 则 称 / 为 一 个 从 4 到 B 的 冉 射 。 记 为 f,A-~B。0 称 为 a 
在 了 下 的 像 , 记 为 4= f(a)。 

两 个 映射 /1 ,/; 称 为 相等 的 ,如 果 它 们 都 是 A 到 B 的 映射 , 且 对 每 个 a€A 有 f,(a)= 
f(a)。 一 个 映射 了 称 为 单身 ,如果 Ya,a EA,a 才 a' 过 f(a) 关 f(a')。 一 个 映射 了 称 为 满 射 ， 
如 果 V2EB, 篆 存在 <EA 使 ?= /Ce)。 若 了 既是 单 射 又 是 满 射 , 则 称 / 为 一 个 一 一 对 应 。 


对 映射 f:A 一 B, 集 合 f= {bE BI| 
3a€A:f(a)=b) 称 为 的 像 集 。/'(B) 一 
{a€ Alf(a)EB) 称 为 的 原 像 集 。 
例 1.1.6 设 A,B 都 是 含 5 个 点 的 
集合 ,图 1.1 给 出 A 到 B 的 对 应 法 则 J, 、 了 7 世 人 


三 ,fi ,判断 它们 是 否 映 射 \ 单 射 . 满 射 、 一 一 
对 应 。 


解 /1,f: 不 是 映射 。f; 是 映射 但 既 不 
是 单 射 也 不 是 满 射 。f, 是 单 射 又 是 满 射 ,从 
而 是 一 一 对 应 。 
车 /:A 一 B 为 映射 , 且 SSA, 那么 把 S 大 区 
4 B 4 8 


中 的 元 素 按 法 则 f 对 应 到 B 中 元 素 ,就 得 到 
一 个 SB 的 映射 有, ,当然 万 在 S 上 的 作用 图 1.1 映射 示意 图 


外 ”国标 GB3102.11 一 1993 规定 差 集 用 A\B, 不 用 A 一 B。 考虑 到 作者 和 读者 的 使 用 习惯 .本 书 没有 取消 A 一 的 
表达 方式 。 
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与 是 一 样 的 。 我们 称 fi 为 在 S 上 的 限制 , 记 为 f|S:S 一 B。 车 /是 A 一 A 的 映射 且 
f(a)=a, YaE A, 则 称 f 为 恒 等 映 射 , 记 为 14:A 一 A。 当 SSA 时 ,1415:S 一 A 称 为 S$ 到 A 
的 包含 映射 。 

着 f:AB 和 4g:B~C 为 映射 , 则 由 法 则 A -二 -B -<-C 给 出 的 A 到 C 的 映射 称 为 / 与 
& 的 合成 映射 , 记 为 gf:A 一 Cgf(a)=g(f(a)), Ya€ A. 

定义 1.1.2 由 映射 f,g 和 hh 构成 的 一 个 图 


如 果 适 合 gf=h, 即 A 通过 f 映 到 B 再 通过 g 映 到 C 的 效果 与 A 通过 h 映 到 C 的 效果 是 
一 样 的 ,就 称 此 图 为 一 个 交换 的 映射 图 。 
类 似 地 , 若 图 


满足 gf 二 及 ,也 称 为 一 个 交换 的 映射 图 。 

定理 1.1.1 设 /:A 一 B 为 一 个 映射 , 且 A 关 和 @, 则 

(1) 了 为 单 射 全 存在 映射 g:B 一 A, 使 gf=14; 

(2) 三 为 满 射 所 存在 映射 A:B-~A, 使 fh==1s; 

(3) yj 为 一 一 对 应 所 存在 映射 广 : :B 一 A, 使 了 广 :一 广 :7=1。 

证 首先 易 知 ,gf 为 单 射 一 y 为 单 射 ,5 为 满 射 一 & 为 满 射 ,从 而 (1),(2),(3) 的 “<=” 
部 分 立刻 得 证 。 现 若 f 为 单 射 , 则 对 每 个 b€ /(A) 均 有 惟一 的 a€ A 使 (a) 二 b。 取 定 一 个 
aoEA, 作 

a 车 bE€ f(A) 且 f(a)=b 
2 一 4 一 t， 基 b¢ Ch) 
可 验证 gf 三 1,。 若 /为 满 射 , 则 对 每 个 bE 7(A) , 广 :(0) 天 何 。 取 一 个 wwe 三:(6), 作 
h:B— A, h(b) 一 av 

可 验证 /fh 二 1s。 当 f 为 一 一 对 应 时 , 广 ! 的 作法 更 是 显然 的 。 证 毕 。 

定义 1.1.3 设 {A,1iE 了) 是 一 族 集 合 ,I 是 它 的 ( 非 空 ) 下 标 集合 。 则 集合 

II4. = {/ | /是 1 到 A 的 映射 ,使 对 每 个 i 有 /(i) € Ai} 


称 为 集合 族 {A,1iE 7) 的 篇 卡 儿 积 . 有; A, 一 Ai.f 一 /Ck) 称 为 此 币 卡 儿 积 在 它 的 第 
分 量 上 的 射影 
例 1.1.7 当 指标 集 了 是 有 限 集 {1,2,…,n} 时 ,我 们 把 笛 卡 儿 积 TA, = TTA = A, x 


A X … X A, 的 每 个 元 素 f 写成 n 元 组 (f(1),f(2),…,f(n)) 的 形式 ,其 中 每 个 ACE Ai。 
特别 ,[ 一 {1,2} 时 , 笛 卡 儿 积 A1 XAs={(f(D,f(2)1f(DEA,f(2)€E A)}={(a,b) |a€E A, 


8 现代 数学 基础 


bE As}。 而 Al XA 到 Ai ,As 的 射影 分 别 为 全 :(a,6)>a 和 IH:(a,b) 一 b。 

定义 1.1.4 设 A,B 为 集合 ,AXB 为 A,B 的 笛 卡 儿 积 。AX8B 的 任何 一 个 子 集 R 称 为 
AXB 上 的 一 个 关系 。 若 (a,b)ER, 称 a 与 5 是 R 相关 的 , 记 为 aRb。 

例 1.1.8 A={1,2},B={1,2,3}, 则 AXB={(1,1),(1,2),(1,3), (2,1),(2,2), 
(2,3)}。 取 AXB 的 子 集 R={(1,1),(1,2),(1,3)}, 则 这 一 关系 表示 A 中 元 素 1 与 B 中 的 
元 素 1,2,3 皆 尺 相关 ,而 A 中 元 素 2 与 日 中 元 素 缘 不 是 尺 相关 的 。A,B 中 元 率 的 R 相关 
关系 是 :1R1,1R2,1R3。 

定义 1.1.5 设 R 是 AXA 上 的 关系 , 且 满足 

(1) 自 反 性 : VeEA,(ava)ER， 

(2) 对 称 性 : (a,b)E R=>(b,a) ER， 

(3) 传递 性 ; (a,6)ER,(b,c) ER=>(a,c) ER, 

则 称 R 为 一 个 A 上 的 等 价 关系 。(a,6b)ER 时 称 a 与 6 在 R 之 下 等 价 , 记 为 aRb。 

对 每 个 a€ A, 所 有 与 a 等 价 的 元 素 组 成 的 集 称 为 a 的 等 价 类 , 记 为 4a*4={b|15E A,bRa}。 
由 所 有 等 价 类 为 元 素 组 成 的 集合 称 为 A 对 于 关系 R 的 商 集 , 记 为 A/R。 

例 1.1.9 A=(1,2,3,4,5}。 取 AXA 的 子 集 R={(1,2),(2,1),(3,5),(5,3),(1,1)， 
(2,2),(3,3),(4,4),(5,5)), 易 见 R 是 等 价 关 系 。 等 价 类 T={1,2},2={1,2)=1,3=13,5)， 
4 二 {4),5={3,5) 二 3。 可 见 共有 3 个 不 同 的 等 价 类 : {1,2}),13,5), {4)。 从 而 商 集 A/R= 
{{1,2},{3,5),{4}}。 

定理 1.1.2 集合 A 上 的 等 价 关系 给 出 了 A 的 一 个 划分 。 反 之 ,4 的 任 一 个 划分 给 出 了 
一 个 A 上 的 等 价 关系 。( 所 谓 划分 是 指 A 分 为 一 些 互 不 相交 的 非 空 子 集 之 并 : A1=A4, 而 当 
i#j 时 ,A 由 A;=@.) 

证 若 尺 是 A 上 的 等 价 关 系 , 则 所 有 不 同 的 等 价 类 {ala€ A} 就 给 出 了 一 个 A 的 划分 。 
因为 Uae=A 是 显然 的 ,而 当 a 承 b 时 , 易 知 4 二 besaRb, 从 而 或 者 2 门 5=@, 或 者 2 二 5。 反 之 ， 
若 (AiliE7T) 是 A 的 一 个 划分 ,定义 关系 R:aRbea,b 属于 同一 个 A,, 则 易 验 证 R 是 一 个 等 价 


1.1.3 超 穷 数 、 势 


在 数学 中 遇 到 的 集合 (可 能 带 有 代数 构造 或 拓扑 构造 ) 往 往 是 无 穷 集 。 我 们 简 述 一 下 现代 
数学 处 理 无 穷 集 的 思路 和 方法 。 

仔细 考虑 一 下 , 当 我 们 在 说 “一 个 集合 含有 ? 个 元 素 ” 时 是 什么 意思 。 它 实际 上 是 把 集合 
的 元 素 与 集合 {1,2,…,z} 中 的 数字 一 一 对 应 起 来 (设想 一 个 孩子 计数 他 的 糖果 的 情形 )。 由 
此 ,我 们 得 出 一 个 无 穷 集合 含 元 素 “ 多 少 "的 衡量 方法 。 

定义 1.1.6 两 个 集合 A,B 之 间 如 果 存 在 一 个 一 一 对 应 的 映射 :A 一 B, 则 称 A 与 B 是 
等 势 的 集合 , 记 为 |A| =1B| ,其 中 |A1,1B| 分 别 表示 4,B 的 势 . 设 |A|=a,1B1 一 Bp, 车 A 与 
B 的 一 个 子 集 等 势 , 称 a<B。 若 a<B 且 a 关 B, 称 a<B。 

易 见 等 势 是 一 个 等 价 关 系 。 若 记 [. 二 {1,2,…,n}, 则 集合 A 与 1, 等 势 咏 A 有 n 个 元 素 
《1A1=x) 。 我 们 把 这 种 与 某 个 工 等 势 的 集合 称 为 有 限 集 合 , 否 则 就 称 为 无 限 集合 。 人 们 曾 
经 对 无 限 集合 的 元 素 多 少 不 加 区 分 ,认为 无 限 都 是 相等 的 ;而 实际 上 无 限 数 也 有 不 相等 的 ,而 
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且 不 相等 的 无 限 数 比 起 不 相等 的 有 限 数 来 ,要 多 得 无 可 比拟 ! 我 们 把 不 是 有 限 数 的 势 称 为 
超 穷 数 。 下 列 定理 是 超 穷 势 大 小 比较 的 基础 。 

定理 1.1.3(Bernstein 定理 ) 设 A,B 为 集合 , 若 |A| 志 |B| 且 |BI<1A1, 则 |A|=|1B|。 

证 由 条 件 有 f:A 一 B 和 g:B 一 A 均 为 单 射 。 现任 取 一 个 a€A, 则 a 在 B 中 关于 g 的 
原 像 可 能 不 存在 (此 时 称 a 是 无 前 辈 的 ) ,也 可 能 有 惟一 的 一 个 b 使 8“(a) 二 6( 此 时 称 6 为 a 
的 前 辈 ) 。 同 样 考虑 每 个 bE 了 在 A 中 关于 三 的 原 像 三 :(0) , 它 或 者 不 存在 (4 无 前 辈 ) ,或 者 
有 一 个 a EA 使 1-'(b)=a'(a' 是 6b 的 前 辈 ) 。 对 A 中 元 素 a 用 这 种 方法 追寻 它 的 各 代 前 辈 ， 
则 或 者 到 某 个 A 中 无 前 辈 的 元 c。 处 停止 (此 时 称 ae 为 a 的 祖宗 ) ,或 者 到 B 中 某 个 无 前 右 的 
元 5b。 处 停止 (6 为 a 的 祖宗 ), 或 者 无 休止 地 追寻 下 去 没有 尽头 (无 祖宗 )。 依 此 定义 下 列 
集合 : 

Al={ala€ A 上 且 在 A 中 有 祖宗 }， 

A:={ala€ A 上 且 在 B 中 有 祖宗 }， 

A 二 {ala€ A 且 无 祖宗 }， 

B={b1bEB 且 在 A 中 有 祖宗 )， 

B= 二 {blbEB 且 在 B 中 有 祖宗 }， 

B, 二 {6b1bE B 且 无 祖宗 }， 
则 这 些 集合 互 不 相交 , 且 /|A,,f1A; 和 g1B; 分 别 是 A 一 Bi ,A 一 B,,B, 一 A; 的 一 一 对 应 。 
定义 h:A=B， 

fla), a€AUA, 
MD 人 ae A 

则 是 一 一 对 应 , 即 得 |A|=1B|。 证 毕 。 

自然 数 集合 N 的 势 记 为 兴 。( 读 作 : 阿 列 夫 零 ) , 它 不 是 一 个 有 限 势 ,因为 任何 一 个 有 限 集 
都 不 可 能 与 N 之 间 有 元 素 的 一 一 对 应 。 与 NN 等 势 的 集合 称 为 可 数 集合 。 全 体 正 偶数 (2,4,8， 
…} 的 集合 与 N 是 等 势 的 。 也 就 是 说 ,把 N 中 元 素 去 掉 一 半 所 得 的 集合 还 与 N 中 元 素 一 样 多 
〈 超 穷 领域 的 奇妙 现象 ,一 半 等 于 全 体 1) 。 当 然 把 N 中 元 素 加 上 一 倍 所 得 集合 仍 与 N 等 势 , 即 
2 一 兴 No。 更 一 般 ,nNN 一 兴 No No No 一 人 一 兴 No,NI 一 No。。 看 来 不 会 有 比 NN。 更 大 的 无 穷 
数 了 。 然 而 ,下 面 就 是 一 个 。 

例 1.1.10 实数 集合 R 的 势 |R|> 兴 。。 我 们 来 证 明 这 一 事实 。 假 设 有 从 N 到 [0,1] 区 
间 的 一 一 对 应 f, 在 [0,1] 区 间 中 取 [ai,6b,]S[0,1] 使 /(1) &[ay,b,] 且 1b 一 | 二 1/3。 再 取 
[az ,bz]S[as,by] 使 (2) 儿 [as,b] 且 1b 一 a: | 二 1/3:, 如 此 继续 下 去 ,由 实数 的 区 间 套 定理 


知 ,存在 ae 人 fi[o 必 JS[o,1], 但 mw 在 N 中 没有 关于 f 的 原 像 。 这 一 矛盾 说 明 |N| 关 |[0,1]|， 
从 而 IN| <<1[0,1]1<1R1。 再 由 Bernstein 定理 得 到 |R|>X。。 我 们 记 |RI= 兴 ,。 还 可 
证 明 , WS, 是 N 的 宕 集合 2* 的 势 。 

那么 是 否 有 比 失 , 更 大 的 超 穷 势 呢 ? 下 列 定理 给 出 了 回答 . 

定理 1.1.4 设 A 为 集合 ,2^ 为 A 的 筹集 合 , 则 |A|<<12^|。 

证 由 于 g:A->2*,a 一 {a) 是 一 个 单 射 , 故 |A1 二 12*|。 假 如 有 一 一 对 应 /:A 一 2*,。 取 A 
的 于 集 B 二 {ala€ A,a& f(a)), 则 存在 a。 EA 使 f(a。)=B。 但 这 时 a。€B 与 a。.4 B 都 不 能 
成 立 。 这 一 矛盾 说 明 不 可 能 存在 A 到 2^ 的 一 一 对 应 ,从 而 |A| 二 12^1。 证 毕 。 
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由 此 我 们 知道 , 互 不 相等 的 超 穷 数 是 非常 多 的 。 着 记 兴 ! =2% ,3: 二 2 ,… 则 兴 。i， 
从: ，… 兴 ,直到 失 w, 都 是 不 相等 的 超 穷 数 ,然后 还 有 只 s，, NS: ，…。 

是 否 存在 势 8 使 失 , 一 8B< 兴 N, 即 在 浴 。 和 失 , 之 间 是 否 还 有 超 穷 势 存在 ? 著名 的 连续 统 
假设 (Hilbert 第 一 问题 ) 表 明 ,这 样 的 8 不 存在 。 已 经 证 明 ,这 一 假设 与 集合 论 公理 系统 中 的 
基本 公理 是 独立 的 。 


1.1.4 代数 运算 , 同 态 与 同 构 


我 们 已 经 有 了 关于 集合 、 集 合 的 映射 .集合 的 势 的 基本 知识 。 现 在 考虑 带 有 运算 的 集合 。 

定义 1.1.7 设 A,B 和 C 是 集合 。 一 个 从 AXB 到 C 的 映射 了 :AXB--C 称 为 一 个 
AXB 到 C 的 代数 运算 , 记 为 (a,b) 一 c 或 c=a*:b。AXA 到 A 的 代数 运算 称 为 A 上 的 代数 
运算 或 二 元 运算 。 

形象 地 说 ,一 个 AXB 到 C 的 代数 运算 就 是 对 A 的 任 一 元 a 和 B 的 任 一 元 5, 通 过 某 法 则 
得 到 C 的 一 个 元 c。 而 一 个 A 上 的 二 元 运算 就 是 对 A 的 任意 两 元 a,b, 有 A 的 另 一 元 c 与 之 
对 应 。 

例 1.1.11 取 A=Z,B=Z\{0},C=Q, 定 义 f:AXBC,(a,b) 一 入, 或 记 为 4aob 一 生 , 则 


它 是 一 个 AXB 到 C 的 代数 运算 ( 即 普通 除法 运算 )。 若 取 A 二 R, 定 义 A 上 二 元 运算 
:AXA 一 A,(a,b)->ab, 则 它 即 是 R 上 普通 乘法 运算 。 

当 4,B 为 有 限 集合 时 ,通常 用 运算 表 来 给 出 一 个 代数 运算 。 设 A= {al,as，…,a,)， 
有 一 人 bj ,C={ci)m-1, 则 下 列 运算 表明 确 形象 地 给 出 了 一 个 AXB 到 C 的 代数 
运算 。 


在 考虑 代数 运算 时 ,意义 较 大 的 是 A 上 的 二 元 运算 。 以 下 我 们 考虑 A 上 的 二 元 运算 ,并 
以 “。” 来 表示 它 。 

定义 1.1.8 设 .是 集合 A 上 的 二 元 运算 。 着 Ya,6b,cE A, 总 有 (aeb) c=ao bre), 称 
这 个 代数 运算 适合 结合 律 ;车 Ya,5bE 4 ,总 有 a*0 一 6*a, 称 这 个 代数 运算 适合 交换 律 ; 若 四 是 
人 上 另 一 个 代数 运算 , Ya,bcEA, 总 有 a*(0@c)=(a*b) 田 (ac), 则 称 代数 运算 。 满 足 对 代 
数 运算 四 的 分 配 律 。 

例 1.1.12 实数 集 R 上 的 加 法 “十 ”, 乘 法 “X " 皆 是 满足 结合 律 .交换 律 的 代数 运算 ,并 且 
乘法 满足 对 加 法 的 分 配 律 (但 加 法 不 满足 对 乘法 的 分 配 律 0) 。 妹 阶 实 矩 阵 上 的 矩阵 乘法 则 是 
不 满足 交换 律 的 二 元 运算 。 

在 考察 带 有 代数 运算 的 集合 时 ,集合 之 间 的 映射 与 这 些 代数 运算 的 关系 就 引导 出 重要 的 
同 态 、 同 构 概 念 。 

定义 1.1.9 设 A,B 是 两 个 分 别 带 有 代数 运算 :和 。。 的 集合 。 为 简略 计 ,我 们 以 was 
表示 w "az, 以 各 be 表示 和 "bs 而 省 去 运算 符号 *。 若 f: A 一 B 是 映射 , 且 Yay,as€ A， 
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flaraz)==f(a1)f(a:), 则 称 f 是 A 到 B 的 代数 同 态 。f 为 单 、 满 射 时 分 别称 为 单 同 态 、 
满 同 态 。f 为 一 一 对 应 时 称 f 为 A 到 B 的 代数 同 构 。 这 时 也 称 A 与 B 是 代数 同 构 的 集合 。 
从 A 到 A 的 代数 同 构 称 为 自 同 构 。 i 
从 抽象 观点 看 ,代数 同 构 的 集合 在 代数 构造 上 没有 什么 区 别 。 它 们 具有 同样 的 关于 代数 
运算 的 性 质 。 
例 1.1.13 设 A=Z, 带 有 普通 加 法 运算 "十 ”。B=10,1,2},B 上 的 加 法 运算 “外 ”由 下 表 
给 出 : 


2 
多 
0 
1 


1 
1 
2 
0 
} 


定义 f:A 一 B,f/(a)=={a 用 3 除 所 得 的 余数 }。 易 验证 f(a 十 a;) 二 f(a;) 田 f(a:), 从 而 


了 是 A 到 B 的 代数 满 同 态 。 


1.2 群 


群 结构 是 一 种 最 基本 的 代数 结构 。 许 多 种 类 的 群 已 被 有 效 地 应 用 到 其 他 数学 领域 或 
物理 ,化 学 和 工程 领域 。 历 史上 利用 群 论 已 解决 了 许多 著名 的 困难 问题 ,例如 项 链 问题 .分子 
结构 计数 问题 . 正 多 面体 着 色 问 题 ` 开 关 线路 计数 问题 ,图 的 计数 问题 ,数字 通信 可 靠 性 问题 以 
及 几何 作 图 ,代数 方程 求 根 的 问题 等 。 本 节令 述 群 的 基本 概念 .基本 的 结构 定理 ,并 介绍 几 种 
有 实际 背景 的 群 。 


1.2.1 半 群 . 群 . 子 群 与 同 态 


定义 1.2.1 设 G 是 一 个 非 空 集合 ,其 上 有 一 个 满足 结合 律 的 二 元 运算 , 则 称 G 连同 这 个 
二 元 运算 为 一 个 半 群 , 记 为 (G,。), 在 不 会 引起 混淆 时 简 记 为 G。G 中 两 个 元 素 的 乘积 ac。 
简 记 为 a6 。 

若 半 群 G 还 满足 : 

(1) 3e€G:ae=ea==a 对 一 切 a EG 成 立 (e 称 为 单位 元 素 )， 

(2) Ya€G,Ia 1EG:aa '==a-!la=e(a-! 称 为 a 的 逆 元 素 )， 

则 称 G 为 一 个 群 。 

若 群 C 中 的 二 元 运算 还 满足 交换 律 , 则 称 G 为 交换 群 或 Abel 群 。 

简 言 之 , 半 群 就 是 带 有 一 个 满足 结合 律 的 二 元 运算 的 集合 。 群 就 是 有 单位 元 且 每 元 有 
逆 元 的 半 群 。 整 数 集合 Z 对 于 普通 加 法 成 为 一 个 Abel 群 。 自 然 数 集合 N 对 于 普通 乘法 是 一 
个 半 群 而 不 是 群 。 整 数 集合 Z 对 于 普通 除法 则 不 构成 半 群 (除法 不 构成 Z 上 的 二 元 运算 ) 。 

群 G 作为 集合 的 势 1G| 称 为 群 G 的 阶 。|G| 有 限 或 无 限时 G 分 别称 为 有 限 群 或 无 限 群 。 
当 G 是 交换 群 时 ,其 上 的 二 元 运算 通常 用 “十 ”表示 ,单位 元 素 用 “0” 表 示 ,a 的 逆 元 素 用 "一 a” 
表示 。 

下 面 的 定理 对 于 群 的 元 素性 质 有 基本 的 重要 性 , 它 是 进一步 探讨 群 性 质 的 基础 。 

定理 1.2.1 设 G 是 群 , 则 
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(1) 单位 元 素 。 是 惟一 的 ; 

(2) aa=a>a=e; 

(3) Va,b,cEG,ab=ac>b==c; 同 样 ba=ca=>b 二 c;( 左 、 右 消去 律 ) 

(4) YaEG,a-: 是 惟一 的 ; 

(5) Va€G, (a !)-! =a; 

(6) Va,b€EG,(ab) =b a!s 

(7) Ya,bEG, 方 程 ar==6b 和 ya 一 0 在 G 中 有 惟一 解 z=a-'b,y=ba-!。 
证 (1) 车 e' 也 是 单位 元 , 则 ee’==e,ee'=e', 即 e=e 。 故 单位 元 是 惟一 的 。 
(2) aa=a>a ! (ag)=a la=e>a=e。 

(3) ab 二 ac=>a™'(ab) 二 a™!'(ac) 过 b=c。 类 似 地 有 ba 二 ca=>b 二 
(4) 车 a' 也 是 a 的 逆 元 素 , 则 aa’ =e 二 aa-! ,由 消去 律 (3) 得 a 
(5) 因为 a7'(a 1!1)-! 二 e=a-!a, 由 消去 律 得 (a-')-!=a。 
(6) 因为 (ab)(ab) 一 一 e 一 (ab)(O -1a-:) ,由 消去 律 得 (ab) 一 一 61a-:。 
(7) 因 ala-'6) 二 b=azx, 故 由 消去 律 得 =a-15。 同 理 y=ba-'。 证 毕 。 


设 G 是 群 ,a€G, 元 素 a"EG 定义 为 n 个 a 的 乘积 本 a 其 中 a 三 a(1 in)。a' 定 义 


为 单位 元 ea 定义 为 (a*')"。 当 G 是 Abel 群 时 ,以 na 代替 a"。 由 归纳 法 可 得 : YaEG,m， 
nEZ 有 ara" 一 at (an) _ 

例 1.2.1 Z-={0,I， ,mm 一 T) ,其 中 户 表 示 p 被 正 整 数 m 除 所 得 的 余数 。 定 义 其 上 
的 运算 a 十 5 二 a 十 5。 易 验证 Z。, 成 为 Abel 群 , 称 为 模 m 同 余 类 加 群 。 

群 理论 中 对 子 群 的 探讨 占有 重要 地 位 。 下 面 给 出 子 群 的 定义 。 

定义 1.2.2 设 G 是 群 ,H 是 它 的 非 空 子 集合 且 对 于 G 的 二 元 运算 是 封闭 的 。 若 日 对 于 
G 的 这 个 二 元 运算 是 群 , 则 称 末 为 G 的 子 群 , 记 为 HG。 

显 见 群 G 自身 及 仅 由 单位 元 构成 的 群 {e} 都 是 G 的 子 群 。 这 两 个 子 群 均 称 为 G 的 平凡 子 
群 。 当 G 的 子 群 不 是 平凡 子 群 时 , 称 为 G 的 真子 群 。 

定理 1.2.2 设 电 是 群 G 的 非 空子 集 , 则 H 是 G 的 子 群 的 充 要 条 件 是 : Ya,bE HH, 有 
ab-!€EH, 

证 必要 人 性 是 显然 的 ,只 证 充分 人性。 由 于 HH 非 空 , 必 存在 a€ 昌 ,于 是 aa-'=eEH。 对 
任何 bE H, 有 65! 一 eb"'EH。 故 Ya,bEH, 有 6b'EH, 且 ab=a(6-!)-!1EH, 即 HH 对 二 元 
运算 封闭。 运算 满足 结合 律 是 显然 的 , 即 得 日 是 子 群 。 证 毕 。 

推论 车 G 是 群 而 {H,|iE 了 是 G 的 一 族 非 空子 群 , 则 0H, 是 G 的 子 群 。 

G 的 任 一 个 子 集合 X 不 一 定 是 子 群 。 但 G 中 必 有 包含 X 的 子 群 。 所 有 包含 X 的 子 群 之 
交 记 为 (X)。 由 定理 1. 2. 2 的 推论 知 ,(X) 是 G 的 子 群 , 称 为 X 生成 的 子 群 。X 中 的 元 素 称 为 
生成 元 。 显 见 (X) 一 {ay oz …ar |a: EX,n; EZ,1E Z}。 特别 地 ,由 一 个 元 素 a 生成 的 子 群 
(4) 二 {a"|n€Z)。 可 由 一 个 元 素 生 成 的 群 称 为 循环 群 。 

下 一 个 重要 的 基本 概念 是 群 同 态 和 群 同 构 。 

定义 1.2.3 设 G, 厅 为 两 个 群 。 映射 f:G~ 甩 ,如 果 对 于 G, 的 群 运算 是 代数 同 态 , 则 
称 f 为 G 到 是 的 群 同 态 。 当 f 是 代数 同 构 时 , 称 G 与 万 是 同 构 的 群 , 记 为 G 实 朋 。 同 态 
人:G 一 G 称 为 G 的 自 同 态 。 同 构 :GG 称 为 G 的 自 同 鬼 。 集 合 laE G1f(a) =eE 万 } 称 为 同 
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态 了 的 核 , 记 为 Kerf。 集合 {bE HI 3a€EG 使 6 二 f(a)} 称 为 同 态 f 的 像 , 记 为 fs。 

定理 1.2.3 设 f:G>H 是 群 同 态 , 则 

(1) f(ec) 二 en ,其 中 eo,en 分 别 是 G,HH 的 单位 元 ; 

(2) Va€G, f(a )=[f(a)]!; 

(3) /为 单 同 态 叶 Ker/={e); 

(4) 了 为 同 构 己 存在 逆 同 态 /"*:H 一 G 使 /*/=14,f"'。f 二 16, 其 中 14,16 分 别 指 
电 ,G 的 恒 等 同 态 。 

证 (1) f(ec)。f(ec)=f(ec，ec)=f(eo), 由 定理 1.2.1 的 (2) 得 f(ec)=en。 

《2) [f(a)]7"'[f(a)]=en=f(eco)=f(a'a)=f(a-')，f(a), 由 消去 律 得 [f(a)]-! = 
Ha), 

(3) 车 为 单 同 态 , 则 YaE Kerf 有/(a)=en==f(e), 从 而 a=e, 即 Kerf={e}。 反之， 
车 Kerf={e), 则 当 f(a)=/(6) 时 有 en=f(@)[f66)] =f(a)f(671)=f(ab-'), 从 而 
ab™'EKerf, 得 ab"' 二 e, 这 即 是 a=b。 故 f 为 单 同 态 。 

(4) 由 定理 1. 1 知 所 需 的 广 :存在 , 易 验 证 广 :是 群 同 态 。 证 毕 。 


1.2.2 变换 群 、 置 换 群 与 循环 群 


我 们 已 经 知道 了 群 的 抽象 定义 和 最 浅显 的 例子 。 下 面 来 看 几 类 有 实际 背景 的 群 ,它们 
同时 也 说 明 群 这 个 概念 所 包含 对 象 的 广泛 性 。 

例 1.2.2 考虑 中 心 在 zy 平面 的 原点 ,而 且 边 平行 于 坐标 轴 的 正方 形 ,其 顶点 依次 标记 
为 1,2,3,4。 以 及 表示 该 正方 形 绕 中心 反 时 针 旋转 90",R: 表示 反 时 针 旋 转 180",R: 表示 
反 时 针 旋转 270",T 表示 反 时 针 旋 转 360"( 相 当 于 旋转 0") ,T. 表示 对 zx 轴 的 反射 ,T, ,表示 对 
于 过 1,3 的 对 角 线 的 反射 ,T, 和 T:., 的 意义 类 似 于 T, 和 T,:。 令 集合 D=1{R,Rz ,Ra 1,T，， 
TryTiayT:4) 则 D 中 每 个 元 素 均 是 把 该 正方 形变 到 自身 的 “变换 ”"。 定 义 其 中 二 元 运算 为 
变换 的 合成 :对 U,VE D,U。V 是 先 作 变换 V 再 接着 作 变换 U 所 得 的 总 变换 。 这 样 ,D 就 成 为 
一 个 8 阶 的 群 ( 它 不 是 Abel 群 ), 如 图 1.2 所 示 。 

由 于 每 个 变换 由 它 在 4 个 顶点 上 的 作用 完全 决定 ,我 们 
可 给 出 D 中 元 素 的 乘积 规则 ， 

TeR=Tis,T,*R=Ta Tis R=T,, Ta,*R=T,。 由 
于 ReT,=To, 而 T,*R=Ti,s, 故 DD 不 是 Abel 群 。 

由 上 例 我 们 引出 一 般 变换 群 的 概念 。 

定义 1.2.4 设 A 是 一 个 非 空 集合 (有 限 或 无 限 )， 
G={f1f 是 一 些 A 到 A 的 一 一 对 应 映射 } ,G 中 元 素 f 称 为 一 
一 变换 。G 中 二 元 运算 由 映射 的 合成 定义 (参见 1. 1. 2)。 若 
G 成 为 一 个 群 , 则 称 G 为 A 的 一 个 变换 群 。 

定理 1.2.4 集合 A 上 所 有 一 一 变换 作成 一 个 变换 群 G。 

证 由 于 A 到 A 的 一 一 对 应 映射 的 合成 仍 为 一 一 对 应 ,从 而 G 中 二 元 运算 封闭 。 映射 
合成 的 结合 律 是 显然 的 。 单 位 元 素 是 恒 等 映 射 。 每 个 一 一 对 应 组 有 逆 映 射 作为 其 逆 元 素 ( 参 
见 定理 1.1. 1) 。 故 G 成 为 一 个 群 。 证 毕 。 

除了 集合 4 上 全 体 一 一 变换 组 成 的 群 ,还 可 以 有 由 一 些 变换 组 成 的 群 。 


图 1.2 四 边 形变 换 群 
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例 1.2.3 设 A 是 平面 上 所 有 点 所 成 集合 。G 是 A 上 全 体 一 一 变换 组 成 的 群 。G, 是 A 
绕 原 点 的 所 有 旋转 组 成 的 集合 ,G: 是 A 的 所 有 平移 组 成 的 集合 , 则 G: ,G: 都 成 为 群 , 分 别称 
为 平面 旋转 群 和 平移 群 ,它们 都 是 G 的 子 群 。 

更 一 般 地 ,n 维 线性 空间 的 所 有 可 逆 线 性 变换 组 成 一 个 群 , 称 为 n 阶 线性 群 。 由 线性 代数 
知识 知 ,这 个 群 是 所 有 n 阶 可 逆 矩 阵 按 矩 阵 乘法 所 成 的 群 。 

可 以 证 明 , 任 何 一 个 群 都 与 某 个 集合 上 的 变换 群 同 构 。 这 就 是 说 ,任意 一 个 抽象 群 都 能 在 
变换 群 里 找到 具体 的 表现 。 然 而 变换 群 的 队伍 是 异常 庞大 的 (只 要 想 想 集合 的 队伍 有 多 大 !)。 
对 于 有 限 集合 上 的 变换 群 , 我 们 称 之 为 置换 群 。 置 换 群 在 有 限 群 理论 中 起 着 重要 的 作用 。 

定义 1.2.5 设 A 为 含有 n 个 元 的 集合 ,其 上 的 全 体 一 一 变换 组 成 的 群 称 为 n 次 对 称 群 ， 
记 为 S,。 

由 于 S, 中 元 素 o 是 有 限 集合 A 二 {1,2,…,n} 上 的 一 一 对 应 映射 , 它 可 以 写成 形 如 

1 2 3 … 
全 ks hy ) 
的 形式 ,其 中 ,hs，…,k,EA, 且 互 不 相同 。 显 见 |S. | 二 n! 
例 1.2.4 3 次 对 称 群 S, 可 表示 如 下 : 


TA 


123) /123) /123 
ee (Dis)s 人 ad) 
123) /123) /123 
Ee (ars)3( 2) (a22) 
可 见 oer 关 roo。 这 表明 S; 不 是 Abel 群 。 
显然 变换 群 和 置换 群 比较 具体 ,但 并 不 意味 着 对 它 的 研究 就 会 容易 一 些 。 能 够 比较 清楚 
地 予以 刻画 的 第 一 人 我 们 知道 循环 群 是 由 一 re 它 具有 形式 
= {a |nE€ Z} = (a) 
定理 1.2.5 i 昌都 是 循环 群 。 万 = 0) 或 及 =(m), 其 中 mm 是 电 中 
最 小 正 整 数 。 如 果 玉兰 (0), 则 妃 是 无 限 群 。 
证 若 媳 =(0)={0}, 则 当然 是 循环 群 。 若 H 关 {0} , 则 H 中 必 有 一 个 最 小 的 正 整数 m， 
有 (m) 二 {km|kEZ}CH。 若 hE€ 甩 ,有 除 式 h=qm 十 7, 其 中 0<r<m, 这 样 -=h 一 gm€ 昌 ,由 
于 思 是 媚 中 最 小 正 整数 , 故 r=0, 得 4 二 qm, 因 此 万 lm)。 这 就 证 明 防 =(m)。 显 然 它 是 
无 限 群 。 证 毕 。 
定理 1.2.6 每 个 无 限 循环 群 均 同 构 于 加 法 群 Z。 每 个 m 阶 有 限 循 环 群 均 同 构 于 加 法 群 
2 
证 设 G=(a) 是 循环 群 。 若 G 是 无 限 循环 群 , 则 当 r 天 * 时 ar" 学 a:。 我 们 可 定义 一 个 民 
到 G 的 同 构 :A~~a', 即 得 Z 兰 G。 若 G 是 有 限 循环 群 , 则 必 存 在 一 个 最 小 的 正 整数 m 使 
a" 二 e。 我 们 定义 一 个 Z。 到 G 的 同 构 B:&-~o, 即 得 Z。 宇 G。 证 毕 。 
由 此 ,我 们 弄 清楚 了 循环 群 的 构造 。 下 一 定理 将 进一步 说 明 循 环 群 的 特性 。 
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定义 1.2.6 设 G 为 群 ,aEG, 由 a 生成 的 循环 子 群 (a) 的 阶 称 为 a 的 阶 , 记 为 la| 。 

定理 1.2.7 (1) 循环 群 必 是 Abel 群 。 

(2) 循环 群 的 同 态 像 和 子 群 都 是 循环 群 。 

(3) 若 G 为 群 ,ae Ga 的 阶 为 无 限 , 则 它 生成 的 循环 群 (a) 中 元 素 a* 是 两 两 不 同 的 。 若 “ 
的 阶 为 有 限 数 m 二 0, 则 它 生成 的 循环 群 (a) 由 m 个 不 同 元 素 a,a*，…,a" 二 e 组 成 , 且 a™ ==e 
对 一 切 r€EZ 成立 。 

证 (1) 由 定理 1.2.6 即 知 。 

(2) 设 G=(a) 而 /:G->K 为 群 同 态 , 则 同 态 像 fs 二 (f(a)，〉。 由 定理 1. 2.6 即 得 循环 群 
的 子 群 仍 为 循环 群 。 

(3) 显然 。 证 毕 。 

我 们 对 循环 群 可 以 简单 清楚 地 予以 刻画 。 然 而 不 幸 的 是 ,即使 只 由 两 个 元 生成 的 群 ,其 
结构 就 会 变 得 非常 复杂 。 例 如 它们 不 一 定 是 Abel 群 了 。 下 面 给 出 进一步 研究 所 需 的 一 些 基 
本 工具 。 


1.2.3 陪 集 、 不 赤子 群 与 商 群 


定义 1.2.7 设 妃 是 群 G 的 子 群 。YaEG, 集 合 Ha={halh€ 有 H) 称 为 时 在 G 中 的 一 个 
右 陪 集 。 集 合 a 甩 ={ahlhE€ 妃 } 称 为 娓 在 G 中 的 一 个 左 陪 集 。 

一 般 来 说 , 右 陪 集 Ha 与 左 陪 集 aH 并 不 一 定 相等 。 如 果 我 们 规定 G 上 的 关系 R: Va， 
bEG,aRbea 与 6 在 同一 个 右 陪 集中 , 则 有 下 列 结论 : 

定理 1.2.8 设 G 为 群 ,日 为 G 的 子 群 。 

(1) Ya,bE Gva 与 5 在 同一 个 HH 的 右 陪 集中 今 Ha= Hbs3ab-'€EH。 a 与 5b 在 H 的 
同一 个 左 陪 集中 仿 aH=bHSba-!'€E H。 

(2) 关系 “R" 是 G 上 的 等 价 关 系 。Y aE G,a 的 等 价 类 就 是 Ha 。 

(3) 五 在 G 中 全 体 右 陪 集 之 并 为 G。 任 两 个 右 陪 集 或 者 相等 ,或 者 交 为 空 集 。 

(4) Ya€G,|Hal=|H|=|aH|。 

(5) 全 体 右 陪 集 所 成 集合 R 与 全 体 左 陪 集 所 成 集合 等 势 , 即 |R|=|L|。 

证 (1) Ya,b€G,bE Ha 3hEH:b=haSa=h-'be3aE Hb。 故 而 a 与 b 属于 同一 个 
右 陪 集 当 且 仅 当 Ha= Hb6。 此 外 ,ab™'E H 对 I3h€EH:ab™'=hIh€EH:a=hbeSa€ Hb 
Ha 二 Hb。 关于 左 陪 集 的 结论 可 类 似 证 明 。 

(2) 直接 验证 可 知 “R" 是 等 价 关系 ,而 由 (1) 即 知 a 的 等 价 类 就 是 Ha 。 

(3) 由 定理 1.1. 2 即 得 。 

(4) 直接 验证 可 知 映射 1: Ha 一 硼 ,ha->h 是 一 一 对 应 ,从 而 | Hal= | 五 | 。 左 陪 集结 论 可 
类 似 证 明 。 

(5) 映射 5E:R- 工 ,Ha 一 a-: 感 是 一 一 对 应 。 这 是 因为 Ha= Hbab"'€ 五 所 (a-0) -40 
Eee 有 =0 万, 从 而 & 是 单 射 。 而 g 显然 是 满 射 ,从 而 g 是 一 一 对 应 ,得 到 |RI= |L1。 
证 毕 。 

由 以 上 定理 ,HH 在 G 中 不 同 右 陪 集 所 成 集合 的 势 与 不 同 左 陪 集 所 成 集合 的 势 是 相等 的 。 

定义 1.2.8 设 瑟 是 群 G 的 子 群 , 则 称 太 在 G 中 不 同 右 陪 集 ( 或 左 陪 集 ) 所 成 集合 的 势 
为 玉 在 G 中 的 指数 , 记 为 [G : HJ]。 
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下 面 我 们 可 以 利用 右 陪 集 来 得 到 群 性 质 的 第 一 个 重要 定理 。 

定理 1.2.9 若 刀 是 群 G 的 子 群 , 则 1GI=[G: H]，| 有 |。 特别 车 G 是 有 限 群 , 则 G 中 
任 一 元 a 的 阶 |a| 必 整除 G 的 阶 1G1 。 

证 由 定理 1. 2. 8 的 (4) 知 ,每 个 右 陪 集 Ha 与 日 等 势 。 由 定理 1. 2. 8 的 (3) 知 ， 
G= 出 Ha 且 各 个 Ha 徙 此 之 交 为 空 集 , 故 |G|=[G : H]* |1H|。 当 G 是 有 限 群 时 ,a 的 阶 就 
是 子 群 玉 二 (a) 的 阶 , 故 |a| 整 数 1G|。 证 毕 。 

由 此 定理 可 以 知道 一 个 群 G 大 致 上 有 一 些 什 么 样 的 子 群 。 尤 其 对 于 有 限 群 情形 ,可 以 
利用 它 来 决定 出 G 的 子 群 构造 。 比 如 我 们 可 以 立刻 知道 罕 数 阶 的 群 是 没有 真子 群 的 。 

例 1.2.5 素数 阶 群 必 是 循环 群 。 

事实 上 , 若 |G| = 为 素数 , 任 取 G 中 一 个 元 素 “天 e, 则 a 生成 的 循环 群 (a) 的 阶 |(a)| 必 
整除 p, 但 p 没有 真 因子 ,从 而 14a)|=p, 这 意味 着 (a) 二 G。 

下 面 我 们 进一步 讨论 一 种 特殊 的 子 群 。 

定义 1.2.9 设 N 为 G 的 子 群 。 如 果 YaEG, 有 Na 二 aN, 称 N 为 G 的 不 变 子 群 。 

不 变 子 群 就 是 使 得 它 的 每 个 右 陪 集 和 相应 左 陪 集 相 等 的 子 群 。 它 的 右 ( 左 ) 陪 集 就 称 为 
陪 集 。 不 变 子 群 又 称 为 正规 子 群 。 

例 1.2.6 群 G 的 平凡 子 群 是 不 变 子 群 。Abel 群 的 每 个 子 群 是 不 变 子 群 。 群 G 中 每 个 
指数 为 2 的 子 群 N 都 是 不 变 子 群 ,因为 此 时 N 的 右 陪 集 和 左 陪 集 都 只 有 两 个 , 右 陪 集 Ne 与 
Na (a& N) , 左 陪 集 eN 与 IN(5G N)。 而 Ne=eN, 故 bN=Na。 

定理 1.2.10 设 N 为 群 G 的 子 群 , 则 N 是 G 的 不 变 子 群 入 YaEG,aNa™'= {ana-!| 
n€E NIENG Ya€E GaNa-!=N, 

证 N 是 G 的 不 变 子 群 VYa€EG,Na=aNOYaEGn€EN,ImE€EN:an=maS Ya€ 
Gn€EN, 有 ana™'=mE NGYaEG,aNa CEN, 

为 证 第 二 个 等 价 式 , 设 nE N, 则 由 a-'na€ N 得 a(a-'na)a-!EaNa-'! ,此 即 n€EaNa™!， 
故 NSaNa 一 。 它 与 已 证 的 Na-:SN 合 起 来 即 为 aNa-! 二 N。 证 毕 。 

不 变 子 群 的 重要 性 在 于 它 与 群 同 态 有 密切 关系 。 群 同 态 的 核 必 是 不 变 子 群 。 反 之 ,不 变 
子 群 必 是 一 个 群 同 态 的 核 。 

定理 1.2.11 (1) 设 NN 是 G 的 不 变 子 群 ,并 以 G/N 表示 N 在 G 中 的 全 体 陪 集 所 成 
集合 ,定义 其 上 二 元 运算 为 (Na)。(N6b)=N(ab), 则 G/N 成 为 [G : N] 阶 群 。 

(2) 车 /:G 一 H 是 群 同 态 , 则 Kerf 是 G 的 不 变 子 群 。 反 之 , 若 N 是 G 的 不 变 子 群 ， 
则 了 五 :G6 一 G/N,1(a)=aN 是 一 个 群 的 满 同 态 , 旦 KerI= N。 

证 (1) 只 要 证 明定 义 的 二 元 运算 是 有 意义 的 : 若 ae Na,b,€ Nb, 则 ab € N(ab)。 
事实 上 ,由 aiE Na,bE Nb 有 aia '=m€N,hb7 一 n EN, 从 而 (ab) (Cab) 二 aibb-'a-! 二 
Qnmza ,而 由 N 为 不 变 子 群 ,有 ww N= Na ,这 就 导致 um 二 nay, 其 中 n, EN，。 这 样 得 到 
(abi)(ab) =ainza 二 nsaia 一 miEN, 故 abEN(ab)。 这 证 明了 所 定义 的 二 元 运算 
是 有 意义 的 。 结 合 律 是 显然 的 。 单 位 元 是 Ne。Na 的 逆 元 是 Na-:。 故 G/N 成 为 [G : N] 
阶 群 。 

(2) 车 zE Kerf,aEG, 则 f(ara')=f(a)f(z)f(a!)==f(a)ef(a)-!=e, 从 而 
ara 1E Kerf。 因此 a(Kerf)a-!CKerf, 由 定理 1.2.10 知 ,Kerf 是 G 的 不 变 子 群 。 反之 ， 
若 N 是 G 的 不 变 子 群 , 则 了:G 一 G/N,11(a) 二 aN 显然 是 满 射 。 易 验证 本 是 同 态 。KerlI= 
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taEGlICo=N}={aEGlaN=N)=taEGlaEN)=N。 证 毕 。 

上 面 定理 中 的 G/N 称 为 G 对 于 NN 的 商 群 。 映 射 了 :G 一 G/N 称 为 正则 满 同 态 或 正则 
射影 。 

定理 1. 2. 12( 第 一 同 构 定理 ) 若 /:G~~H 是 群 的 满 同 态 ,N=Kerf, 则 G/N 宇 H。 

证 由 定理 1.2.11 知 ,N 是 G 的 不 变 子 群 ,从 而 G/N 是 群 。 定 义 映射 了 :G/N 一 日， 
FAN@)=f(a), 则 fCNasN6b)=J(N(ab))=f(ab)=f(a)f(b)= 了 (Na)。f(N6b), 故 了 是 
同 态 。 显 见 fi = f'n ,因而 了 是 满 的 。 又 有 Na€ Kerj 叶 f(a)=eSa€ Kerf=N=NeSNa= 
Ne, 故 了 是 单 同 态 , 得 是 同 构 。 证 毕 。 

这 一 定理 告诉 我 们 ,一 个 群 的 同 态 像 在 抽象 意义 上 只 能 是 它 的 商 群 。 换 言 之 , 群 G 的 
所 有 不 变 子 群 和 商 群 决定 了 它 的 所 有 群 同 态 。 


1.2.4 ”对称 群 . 交 错 群 与 正 多 边 形 群 


我 们 来 稍 详细 地 考察 一 下 对 称 群 S, 和 它 的 某 些 子 群 。 我 们 已 经 知道 S, 是 1, 上 的 全 体 
一 一 对 应 构成 的 群 ,其 中 ,=={1,2,…,n)。S, 中 的 元 素 叫 作 置 换 。 
定义 1.2.10 设 , 记 ,…,i,(r<) 是 1, 中 的 不 同 元 素 。 如 果 一 个 置换 把 i 映 到 i ,is 映 


到 王 ，…z-: 映 到 zz 映 到 疡 ,而 二 中 其 余 元 素 均 映 到 自身 , 则 称 这 个 置换 为 一 个 长 度 为 + 的 
轮换 ,简称 为 r -轮换 , 记 为 (iis…i,)。 长 度 为 2 的 轮换 称 为 对 换 。 

易 见 ,1 -轮换 (4) 是 恒 等 置 换 , 即 S, 中 单位 元 素 。r -轮换 是 S。 中 阶 元 素 。(iio…i,) 的 
逆 元 素 是 (ii man)。 


12345 
41235 
(2143)。 若 "是 一 个 3 -轮换 (1 2 5), 则 or=(125)(1432)=(1435),ro=(1432) 
(125)=(2543), 从 而 or 天 ro。 

如 果 两 个 轮换 o,r 在 其 轮换 表示 式 o= (itia…i,) 和 r==(j,j,…j,) 中 没有 共同 数字 , 即 任 
何 一 个 i, 都 不 与 任何 一 个 j, 相同 , 称 o 与 + 是 不 相交 的 轮换 。 若 干 个 轮换 m ,cs ,…,c, 称 为 
不 相交 的 ,是 指 它们 中 任何 两 个 都 不 相交 。 不 难看 出 ,o 与 t 不 相交 时 or 二 ro。 

定理 1.2.13 5S, 中 每 个 置换 都 可 表示 为 不 相交 的 轮换 之 积 。 

证 设 oE€ 5,, 我 们 对 使 得 olr) 关 r 的 元 素 个 数 用 归纳 法 。 若 " 是 恒 等 置 换 ,即使 得 
09《r) 关 7 的 元 素 个 数 为 0 时 结论 显然 成 立 。 现 设 对 于 有 4 一 1 个 使 得 cr) 尖 r 的 置换 结论 成 立 ， 
来 看 有 个 使 得 oCr) 关 7 的 元 素 时 的 情形 。 任 取 一 个 六 使 (7,) 关 ri, 记 rs=olr1), 再 找 
rz) 二 rs, 如 此 继续 :一 7 一 rs 一 … 一 7r,, 由 于 世 中 元 素 有 限 , 必 存 在 一 个 ~ 使 r(r,) 是 
ora sr! 中 的 某 一 个 。 而 此 时 必 有 ol7,) = ,因为 ro,r;,…,r,_1 轴 已 有 别 的 原 像 了 。 
显然 ;<k。 如 果 s 二 , 则 o 就 已 是 一 个 轮换 ;如 果 *<A, 则 o= (nr,…ri)a ,而 a 使 得 
(7) 隆 r 的 元 素 个 数 为 ;一 k, 按 归纳 假设 mw 可 表 为 不 相交 轮换 之 积 。 这 样 "就 表 成 了 不 相交 
轮换 之 积 。 证 毕 。 

推论 S, 中 每 个 置换 均 可 写 为 对 换 之 积 。 

证 由 本 定理 知 ,只 需 证 明 每 个 轮换 是 对 换 之 积 ,而 这 是 易 得 的 :(r ) = (7 mm:)(r ~ )， 
Cn ra rn) = nr) nr (nr) (nr) 证 毕 。 

置换 cE S, 车 可 写成 偶数 个 对 换 之 积 , 则 称 o 为 偶 置换 。 若 可 写成 奇数 个 对 换 之 积 , 则 称 


例 1.2.7 S; 中 元 素 一 ) 是 一 个 4 -轮换 :r 一 (1 432)=(432])=(3214)= 
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之 为 奇 置换 。 可 以 证 明 , 一 个 置换 不 能 同时 为 偶 置 换 和 奇 置换 。S, 中 全 体 偶 置 换 所 成 集合 
记 为 A,, 它 成 为 S, 的 子 群 , 称 为 n 次 交错 群 。 

定义 1.2.11 若 群 C 没有 真 不 变 子 群 , 则 称 G 为 单 群 。 

下 一 定理 是 交错 群 的 一 个 重要 性 质 ,但 证 明 较 繁 ,此 处 从 略 。 

定理 1.2.14 n 取 4 时 交换 群 A, 是 单 群 。 

例 1.2.8 S, 的 全 体 元 素 用 轮换 表示 为 S, 二 {(1),(1 2),(3 4),(1 3),(2 4),(1 4)， 
(23),(123),(132),(134),(143),(124),(142),(234),(243),(1234),(1243)， 
(1324),(1342),(1423),(1432),(12)(34),(13)(24),(14)(2 3)}, 共 有 24 个 元 。 
A4,={(1),(12)(3 4),(13)(24),(14)(23),(123),(132),(134),(143),(124)， 
(142),(2 3 人,(243)), 共 有 12 个 元 。 其 中 N={(1),(1 2)(3 4),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3)} 
是 A, 的 一 个 真 不 变 子 群 。 

例 1.2.9 设 ">3。P, 表示 正 n 边 形 。P, 一 P, 的 一 一 对 应 若 使 距离 不 变 , 且 把 相 邻 
顶点 变 到 相 邻 项 点, 则 称 为 一 个 对 称 。 易 知 每 个 对 称 由 顶点 的 一 一 对 应 完全 决定 。 把 P, 的 
顶点 加 以 标号 (如 图 1. 3 所 示 ), 则 每 个 对 称 成 为 S, 的 一 个 元 素 。P, 上 全 体 对 称 按 映射 合成 
组 成 一 个 群 , 它 是 S, 的 子 群 , 称 为 正 n 边 形 群 , 记 为 D, 。 


现 以 / 表示 P, 绕 中 心 旋转 全 弧度 ,以 g 表示 对 经 过 中 心 和 项 点 1 。 5_4、， 


的 直径 所 作 反射, 则 D, 是 由 /和 & 生成 的 。 /二 (1234 n),g= 6 2 
123n—ln 

(一 .gr 一 (1)。 由 此 可 知 D,=(ff5 .7 A/ 
"fg,f°g，…,f"g), 即 DD, 为 2n 阶 群 。 A 
1.2.5 群 论 的 一 些 应 用 实例 a 寺 基 时 


为 使 读者 对 群 论 在 近代 物理 、 化 学 .计算 机 科学 .数字 通信 和 系统 工程 等 领域 的 应 用 有 所 
了 解 ,本 小 节 介绍 群 论 应 用 的 几 类 实例 。 

首先 ,引入 群 论 中 的 一 个 概念 , 即 群 在 集合 上 的 作用 。 

定义 1.2.12 设 G 是 一 个 群 ,0 是 一 个 集合 。 若 对 任意 gEG,g 作用 于 0 的 每 个 元 素 x 
得 到 g(x)E0, 且 满足 : (1) e(x)=zx,YzrEQ 成 立 , 此 处 。 为 群 G 的 单位 元 ,(2) gigi(x)= 
B81(g2(T)),YIEQ,g1,g8:EG 成 立 , 则 称 群 G 作 用 在 集合 0 上 。g(z) 称 为 8 对 x 的 作用 。 

定义 1.2.13 设 群 G 作 用 在 集合 4 上 。 取 定 a€0, 记 0, = {g(a) | g € G), 则 称 0, 为 
0 在 G 作用 下 的 一 个 轨道 ,a 称 为 此 轨道 的 代表 元 。 

着 定义 Q 中 元 素 之 间 的 关系 “~” 为 a ~ 6 存在 g € G 使 g(a) = 6, 则 一 是 Q 上 一 个 等 
价 关系 。 轨 道 2。 就 是 等 价 类 a ,从 而 0 在 G 作用 下 划分 为 轨道 的 并 。 

设 gEG,a€E0, 若 g(a)=a, 称 a 为 g 的 一 个 不 动 点 。 记 C = {g|g€Gg(a) =a)C 
G, 则 称 C. 为 a 的 固定 子 群 (或 迷 向 子 群 )。 易 证 C. 是 G 的 子 群 。 

定理 1.2.15 设 群 G 作用 于 集合 2, 则 有 

(19.1=[G: GJ,YaEQ 成 立 ; 

(2) 1G1=19.11G.1, YaE QQ 成立 ;i191 = ZLG : G。], 其 中 和 式 对 不 同 轨道 的 代表 元 
求 和 。 
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证 (1) 设 S={gG.lg€G), 由 f={g(a)|lg€G), 可 作 有 映射 p;0. 一 S,g(a)=gG,, 且 
g1(4a)==gi (4a) 叶 gT' gi(a) 二 agT'g2€G. 污 g1G. 二 gzG. ,从 而 9 是 有 定义 的 映射 且 为 单 射 。 
又 9 显然 为 满 射 , 即 得 |0.|=|1S|=[G: G,]。 

(2) 由 定理 1. 2. 2 及 本 定理 的 (1) 即 得 。 证 毕 。 

定理 1.2.16 设 有 限 群 G 作用 于 有 限 集 X 上 , 则 X 的 轨道 数目 为 


N= pr 


EC 


其 中 z(g) 为 元 素 g 在 X 上 不 动 点 数目 ,和 式 对 G 中 每 个 元 素 求 和 。 
证 令 
1， 当 &(a) = 
a -人 g(a) 天 四 


则 ZE， =|G, | DE, 三 z(g,), 从 而 
BIe DD = TDE, - Bre 
设 X 在 C 作用 下 的 轨道 为 0 Eo ,0w, 则 有 
p32 I= PPG 


= 名 
再 由 Guo =8G.g-: 得 1Gxo | 一 1G。| , 故 有 
2 16.1=19,116,1=|G] 


“En, 


得 到 BiG DIG No Prew 
REC 
最 后 即 得 
ba 
证 毕 。 
现在 我 们 可 以 给 出 一 些 实际 问题 的 解法 了 。 
1. 项 链 问 题 


项 链 问 题 的 一 般 提 法 为 : 设 有 种 颜色 的 珠子 ,要 制 成 有 m 颗 珠子 的 项 链 , 问 可 制 成 多 少 
种 不 同 种 类 的 项 链 ? 

这 里 所 说 不 同 种 类 的 项 链 , 指 两 个 项 链 无 论 怎样 旋转 与 翻转 都 不 能 重合 。 当 与 m 较 小 
时 ,可 用 枚 举 法 解决 。 例 如 ,用 黑白 两 种 颜色 的 珠子 制 成 有 5 颗 珠 子 的 项 链 , 其 有 8 种 不 同 
类 型 。 

当 n 与 mw 很 大 时 ,用 枚 举 法 就 很 难 解决 了 ,因而 必须 寻找 更 有 效 的 可 解决 任意 正 整 数 n 
与 m 的 情形 的 方法 。 采 用 群 论 方法 可 完全 解决 此 问题 , 且 至 今 尚未 发 现 其 他 更 简单 和 更 有 效 
的 方法 。 

设 X= 11,2,…'za} 代 表 mm 颗 珠 子 的 集合 。 把 它们 顺序 排列 组 成 一 个 项 链 。 由 于 每 颗 珠 
子 标 有 号 码 ,我 们 称 这 种 项 链 为 有 标号 的 项 链 。 A 二 {a,，,…,a,) 为 nn 种 颜色 的 集合 。 则 每 个 
映射 /:X 一 A 代表 一 个 有 标号 的 有 颜色 项 链 。 令 0={f|/:X 一 A} =A*, 它 是 所 有 有 标号 
有 颜色 项 链 的 集合 ,显然 |0Q| 一 1A1 =n" 是 全 部 这 种 项 链 的 个 数 。 
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现在 考虑 多 边 形 群 D。 对 集合 4 的 作用 。 设 


0 1 2 
= 人 (7 ™)ep., /=|( " )en 
ie i i C1 Ca oo Ch cm 
其 中 cEA。 定义 g 对 /的 作用 为 
(1 (2 oo. (m) i is "is 
C1 cz 0 CI CE Ca 


则 eCf/)=f,gg:(f)=f (gg) = fgr'ern''g (gs (/))=gi(fgi')=fgr'gr', 所 以 
B182(/) 二 gi(g2(/)), 因 此 是 一 个 群 对 集合 的 作用 。 其 直观 意义 是 ,gE D。 对 f 的 作用 就 是 
对 项 链 的 点 号 作 一 个 旋转 变换 或 翻转 变换 ,因而 有 
8 ED, 使 8(f1) = f: 伟 fi 与 f: 是 同一 类 型 的 书 fi 与 f; 属于 同一 轨道 

因此 ,每 一 类 型 的 项 链 对 应 一 个 轨道 ,不 同类 型 项 链 数目 就 是 Q 在 D。 作用 下 的 轨道 数目 ， 
可 用 定理 1. 2. 16 求解 。 

下 一 个 关键 问题 是 : Y g € D。 如 何 求 g 在 Q 上 的 不 动 点 数 X(g), 这 与 g 的 置换 类 型 
有 关 。 设 g 是 一 个 1»2%…m* 型 置换 。g 的 轮换 分 解 式 可 表 为 

= CC ee) 
为 个 个 
可 以 证 明 
&8( 有 n = /号 对 应 上 式 中 同一 轮换 中 的 珠子 有 相同 的 颜色 


| 5 
例如 , 设 5=(12)(36)(45)E DA 一 人 人 ) 风 
i 


6 
g(1) g(2) g(3) g(4) g(5) g(6) 2 1 | 
sn -| )-| )-s 
a al aq ds ds az 


故 fi 是 g 的 一 个 不 动 点 。 反之 ,车 对 应 g 的 轮换 分 解 式 中 某 个 轮换 中 号 码 的 珠子 有 不 同 的 
2 
颜色 ,例如 A= 人 (7 ee 5) 
lal az az dy3 ad3 az 
g(1) g(2) g(3) g(4) g(5) 0 人 2 3 4 


a az az Oo aa az 


a a az as aa aa 


sd) =( 


所 以 f: 不 是 g 的 不 动 点 。 不 难 对 上 述 论断 作 一 般 的 证 明 , 此 处 不 再 装 述 。 

下 面 我 们 来 进一步 计算 x(g)。xCg) 一 1{f1/EQ,g(/) 二 /}1, 而 满足 8(/)=/ 的/， 
对 应 于 g 的 同一 轮换 中 的 珠子 的 颜色 必须 相同 ,因而 每 一 个 轮换 中 的 珠子 颜色 共有 n 种 选 
择 。 而 g 所 含 的 轮换 个 数 为 A 十 4 十 … 十 A, 所 以 满足 条 件 ECF) 二 /的 项 链 颜色 有 
mmtatt 种 选择 , 故 


]z£ 


az a a ay as 


XC@) 一 四 at 
应 用 定理 1. 2. 15 就 得 项 链 的 种 类 数 为 
N= 人 二 天 为 


seD, 


其 中 ,和 式 是 对 D。 中 每 一 个 置换 求 和 。 上 式 可 进一步 表 为 


和 N= 
1D. [i £72) 
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其 中 ,cl ,4，，,… ,4,) 为 同一 类 型 的 群 元 素 个 数 ,和 式 是 对 所 有 可 能 的 不 同 置换 类 型 求 和 。 

例 1.2.10 用 3 种 颜色 制 成 有 6 上 颗 珠子 的 项 链 ,可 制 成 多 少 种 ? 

解 由 上 面 的 分 析 , 只 需 按 类 型 计算 每 一 个 群 元 素 的 不 动 点 数 。m = 6, 群 为 D。， 
101=3*。 

1 型 置换 有 1 个 ,每 一 个 元 素 的 不 动 点 数 为 x(g) 二 3 。1:2: 型 置换 有 3 个 ,每 一 个 元 素 
的 不 动 点 数 为 x(g) 二 3‘。2? 型 置换 有 4 个 ,每 一 个 元 素 的 不 动 点 数 为 X(CgE)=3:。3: 型 置换 
有 2 个 ,每 一 个 元 素 的 不 动 点 数 为 x(g) = 二 3*。6' 型 置换 有 2 个 ,每 一 个 元 素 的 不 动 点 数 为 
XCg)=3。 所 以 

N= 吉 (3 +3X3:+4X3' 二 2X3: 十 2X3) = 92 


例 1.2.11 用 3 颗 红 珠 和 6 颗 白 珠 制 成 一 个 项 链 , 问 可 以 制 成 多 少 种 不 同 的 项 链 ? 
” 解 ” 这 个 问题 与 项 链 问题 的 一 般 提 法 稍 有 不 同 , 但 可 用 同样 方法 来 分 析 。 


设 Y 是 所 有 带 标号 的 由 3 颗 红 珠 和 6 颗 白 珠 做 成 的 项 链 的 集合 ,可 算出 |Y|= (3)=84. 


群 D, 作用 于 集合 Y 上 ,不 同 的 轨道 数目 就 是 所 要 求 的 项 链 的 种 类 数 。 
为 计算 D, 中 每 一 个 元 素 在 集合 Y 中 的 不 动 点 数 ,可 列 出 表 1. 1 。 
表 1.1 


Tx(g)=126 


所 以 N=: 名 =7。 这 7 种 不 同 的 项 链 如 图 1.4 所 示 。 


在 上 面 的 计算 过 程 中 ,关键 是 计算 每 一 个 群 元 素 的 不 动 点 数 ,例如 对 于 3! 型 元 素 , 它 的 
不 动 点 共有 3 个 ,如 图 1.5 所 示 。 


CEPR 
OOOO MW Hi 4 


图 1.4 不 同 的 项 链 图 1.5 不 动 点 计数 


2. 分 子 结构 计数 问题 
设 在 苯 环 上 结合 ,或 CH; ,或 NO: , 问 可 形成 多 少 种 不 同 的 化 合 物 ? 
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No， 这 个 问题 可 分 两 种 情况 来 考虑 。 第 一 种 情况 ， 
入 \、 一 如 果 把 苦 环 中 各 连接 键 看 作 是 等 同 的 , 则 分 子 结构 问 
AN 题 就 是 3 种 颜色 的 6 颗 珠 子 的 项 链 问 题 。 第 二 种 情 
Mo 一 c ccq， 况 ,如 果 把 葵 环 中 的 连接 键 看 作 不 同 , 单 键 与 双 键 交替 
\ 时 (图 1.6), 则 需 另外 考 患 。 
例 1.2.12 设 莱 环 上 碳 原 于 之 间 是 由 单 键 与 双 键 
EA No, 交 赫 连接 的 ,在 每 一 个 碳 原子 上 结合 可, 或 CH， 
或 NO。, 问 可 形成 多 少 种 不 同 的 物质 (其 中 有 一 种 化 合 
(TNT) 物 为 图 1.6 所 示 的 TNT 的 分 子 结构 )? 
人 这 个 问题 与 项 链 问题 的 不 同 之 处 在 于 旋转 群 G。 
由 于 两 个 分 于 重合 时 ,必须 经 过 施 转 后 单 键 与 单 键 
重合 , 双 键 与 双 键 重合 ， 
G={(1),(135)(246),(153)(264),(12)(36)(45),(14)(23)(56),(16)(25)(34)}》 aD, 
全 部 有 标号 的 分 子 数 为 3 。G 作用 于 有 标号 的 分 子 结构 上 的 不 动 点 数 计算 见 表 1. 2。 所 以 


N= 二 X3: X92 =138 


即 共 可 形成 138 种 不 同 的 物质 ， 此 数 比 把 各 键 看 作 等 同时 要 大 ,因为 不 对 称 性 增加 了 。 
表 1.2 


同一 类 型 群 元 素 个 数 


型 1 3 和 


2 
2 型 3 33 3 
6 


3. 开关 线路 的 计数 问题 

一 个 具有 两 种 状态 的 电子 元 件 称 为 一 个 开关 。 它 可 以 是 一 个 普通 开关 或 联动 开关 。 每 一 
个 开关 的 状态 由 一 个 开关 变量 来 表示 。 例 如 用 A 表示 一 个 开关 变量 ,用 0,1 表示 一 个 
开关 的 两 个 状态 , 则 开关 变量 A 的 取 值 是 0 或 1。 

由 若干 个 开关 A ,4:,…，,A, 组 成 的 一 个 线路 称 为 开关 线路 ,一 个 开关 线路 也 有 两 个 
状态 , 接 通用 1 表示 , 断 开 用 0 表示 , 它 的 状态 由 各 个 开关 A,(i=1,2,…,k) 的 状态 决定 ,因而 
可 用 一 个 函数 /(A ,4:，…,A,) 来 表示 ,7 的 取 值 是 0 或 1, 称 f 为 开关 函数 ,每 一 个 开关 线路 
对 应 一 个 开关 函数 。 

设 S={0,1)}, 则 开关 函数 /(Al,A,,…,A,) 是 SXSX…xXS 到 S 的 一 个 映射 。 不 难 
得 出 ,个 开关 变量 的 开关 函数 共有 2* 个 。 例 如 当 =2 时 共有 16 个 开关 函数 , 见 表 1. 3。 

但 是 不 同 的 开关 函数 可 能 对 应 于 相同 的 开关 线路 ,例如 图 1. 7 中 的 两 个 开关 线路 对 应 
两 个 开关 函数 ,但 这 两 个 开关 线路 本 质 上 是 相同 的 。 因 此 ,我 们 的 问题 是 由 个 开关 可 组 成 多 
少 种 本 质 上 不 同 的 开关 线路 ? 
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表 1.3 k=2 的 开关 函数 


fo fu fu fis fi 


设 X= (AAA4A.),G=S。 
是 X 上 的 对 称 群 。 令 0= {fi,f;， < < 一 [| 
,fm),m 三 2” 是 XX 上 的 所 有 开关 8 C 
函数 的 集合 。 定 义 cEG 对 JED 的 (a) (b) 
作用 为 ao(/) = fo, 对 任何 A;EX 有 
go( 有 (4) 二 flo(A1)), 则 由 olf1)= 
aa) 可 得 户 = 户 , 故 C 是 作用 9 上 的 置换 群 。f， 和 f: 对 应 于 本 质 上 相同 的 开关 线路 的 
充 要 条 件 是 它们 在 G 的 作用 下 在 同一 轨道 上 ,因而 有 
本 质 上 不 同 的 开关 线路 的 数目 = 0 在 G 作用 下 的 轨道 数 

故 可 用 定理 1. 2. 16 解决 此 问题 。 

例 1.2.13 求 =3 的 开关 线路 的 数目 。 

解 G= 5S,。 首 先 ,我 们 来 看 如 何 计算 G 中 元 素 g 的 不 动 点 数 X(g)。 例 如 ,要 求 
81 二 (12) 的 不 动 点 数 x(g1), 即 满足 g1(/) 二 /的 开关 函数 数目 ,这 时 要 对 f 附加 以 下 条 件 

f(0,1,M3) = f(1,0,A4;) 

有 6 个 函数 值 f(0,0,0),f(0,0,1),f(0,1,0),f(0,1,1),f(1,1,0),f(1,1,1) 可 任意 取 值 ， 
因而 共有 2" 个 函数 在 g, 的 作用 下 不 动 ,所 以 x(g) 二 2 ,类 似 可 求 得 其 他 元 素 的 不 动 点 数 , 见 
表 1.4。 所 以 


图 1.7 开关 线路 


于 480 
N = 一 一 (g) 一 一 一 80 
N=TGTZxCD = 


即 共有 80 种 开关 线路 。 
表 1.4 S, 作用 在 人 2 上 不 动 点 数 
群 元 素 类 型 XCg) 此 类 群 元 素 个 数 每 类 群 元 素 的 不 动 点 数 之 和 
了 型 27 =256 1 256 
12' 型 3 192 
3 型 2 2 32 
IG|=6 Dx(8) = 480 | 
4. 图 的 计数 问题 


首先 给 出 两 个 图 的 同 构 的 概念 。 设 G, 一 (Vi ,E,),G: 二 (V;,E,) 为 两 个 图 , 若 存 在 双 射 c; 
Vi 一 V。 满足 
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(myu) € ES(o(v) ,0(v)) € 已 
则 称 Gi 与 G: 同 构 。 
直观 上 看 ,两 个 同 构 的 图 除 点 号 有 区 别 外 是 相同 的 。 下 面 讨论 如 何 计算 不 同 构 的 图 的 
数目 。 为 此 ,我 们 要 进一步 描述 此 问题 。 
设 V={1,2,…,nn) 为 nn 个 点 的 集合 ,Y=={{i,7})1i,jEV,i 关 j) 是 V 的 二 元 子 集 的 集合 ， 
A={0,1) , 则 每 一 个 映射 g:Y 一 A, 对 应 一 个 图 G==(V,E), 其 中 E={{vi,v}l{vi,vw}EY 且 
8({vi,v}) 二 1), 全 部 Y 到 A 的 映射 的 集合 A 二 {glg:Y 一 A}=A”。 我们 用 0 同时 表示 n 个 


点 上 的 全 部 图 的 集合 , 则 121=141 "=2(:) ,中 的 图 的 点 都 是 有 标号 的 。 

下 面 考虑 不 同 构 的 图 的 数目 。 设 S, 是 n 次 对 称 群 ,定义 S, 对 0 的 作用 为 : Yo€ S,， 
YG=(V,E)E 0,0 对 G 的 作用 为 0(G)=(V,o(E)), 其 中 ol(E)={{o(2) ,0(7)})|{i,j} EE)。 
显然 o(G) 与 G 是 同 构 的 ,它们 在 同一 轨道 上 。 因 而 不 同 构 的 图 的 数目 ,就 是 S, 作用 于 0 上 的 
轨道 数 ,可 用 定理 1. 2. 16 求 得 。 下 面 的 关键 问题 是 求 每 一 个 元 素 cE 5, 在 0 上 的 不 动 点 数 ， 
我 们 用 一 个 具体 例子 来 说 明 计 算 方法 。 

例 1.2.14 求 4 个 点 的 不 同 构 的 图 的 个 数 。 

解 设 Q={(V,E)|IV|=4), 考 虑 S, 对 0 的 作用 ,计算 S, 中 每 一 个 元 素 的 不 动 点 数 。 


对 元 素 e。 x(©O=10l=20) 一 2 一 64。 

对 工 2 型 元 素 。 例 如 o=-(12)(3)(4), 若 G 是 o 的 不 动 点 c(G)=G, 则 G 所 对 应 的 映射 
8 :YA 应 有 以 下 限制 

&({1,3)) = g({2,3})), g({1,4)) = g({2,4)) 

因而 立 中 的 元 素 可 自由 选择 函数 值 的 个 数 为 4, 即 为 11,2},{11,3},{1,4} ,13,4) 所 以 
xX(0) 一 24。 

对 工 3 型 元 素 。 例 如 r= (123)(4), 若 G 满足 r(G) = 二 G, 则 G 所 对 应 的 映射 g:Y 一 A 
必须 满足 

&({1,2}) = g({2,3)) = g({3,1})), g({1,4})) = g({2,4)) = g({3,4)) 

故 Y 中 的 元 素 的 像 可 自由 选择 的 元 素 个 数 只 有 2 个 ,所 以 X(r) 一 2: 。 

对 2* 型 元 素 。 例 如 = (12)(34) ,类似 的 分 析 可 得 x(a) =2。 

对 4 型 元 素 。 例 如 B= (1234) ,类 似 的 分 析 可 得 x(B) 二 2?。 

由 定理 1.2.16 得 


N = 击 (2 十 6XX2: 十 8X2 十 3X2 十 6X22) = 


肥 (2 +6X2+4+3X2 二 3) 一 


11 
5. 多 项 式 编码 方法 及 其 实现 
数字 通讯 在 现代 科学 技术 中 起 着 十 分 重要 的 作用 ,在 许多 场合 下 希望 传递 的 数字 不 出 
任何 误差 。 例 如 地 面 与 空间 运载 工具 之 间 的 通讯 ,即使 一 位 数字 误差 都 可 能 出 大 事故 。 在 计 
算 机 之 间 的 数字 传递 ,也 希望 没有 任何 误差 。 我 们 都 有 这 样 的 经 验 : 在 输入 程序 时 ,哪怕 是 错 
一 个 标点 ,这 个 程序 便 运转 不 起 来 或 出 错 。 然 而 另 一 方面 由 于 设备 、 天 气 ,操作 等 方面 的 原因 ， 
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在 传送 信息 过 程 中 难免 出 现 误差 ,如 何 解决 这 一 矛盾 呢 ? 解决 这 一 问题 的 第 一 个 方法 是 设法 
判断 所 接收 到 的 信息 是 否 有 错误 ,如 有 错误 要 求 发 送 者 重 发 这 一 信息 。 为 了 便于 接收 者 检验 
错误 ,可 对 原 信息 进行 适当 的 加 工 ,为 了 说 明 这 个 问题 我 们 要 引进 一 些 概念 。 

设 用 一 个 4 位 的 二 进 制 数码 表示 一 个 信息 , 称 为 一 个 上 位 信息 码 。 对 每 个 信息 码 附加 
nn 一 k 位 用 于 检 错 的 数字 构成 一 个 位 数码 , 称 为 一 个 码 词 。 这 种 码 称 为 (n,k)- 码 。 由 信息 码 
得 到 码 词 的 过 程 称 为 编码 (encoding)。 接 收 者 收 到 码 词 经 过 检 错 后 取出 信息 ,此 过 程 称 为 
译 码 (decoding) 。 

最 简单 的 检 错 码 是 奇偶 性 检 错 码 。 例 如 我 们 要 发 送 两 位 二 进 制 的 信息 码 ,可 在 第 一 个 
信息 码 上 加 一 位 检验 数字 使 各 位 数 之 和 是 偶数 


信息 码 检验 数字 
0 0 0 


1 1 0 


每 个 码 词 由 三 位 数字 组 成 。 当 接收 者 收 到 码 词 后 ,首先 检验 各 位 数字 之 和 是 否 是 偶数 ;车 和 为 
奇数 , 则 此 信息 必 有 错 , 应 重 发 。 

第 二 种 方法 是 设计 一 种 所 谓 “ 纠 错 码 ”, 使 接收 者 能 按 一 定 规则 纠正 收 到 的 信息 中 可 能 
出 现 的 错误 。 最 简单 的 纠 错 码 是 重复 码 ,在 发 送 时 将 每 一 位 数字 重复 3 遍 以 上 ,例如 

信息 码 码 词 
0 0 0 0 
1 111 

接收 者 收 到 码 词 后 只 需 检 查 三 位 数字 是 否 相同 ,如 果 是 两 个 0 一 个 1, 则 认为 这 一 信息 是 0， 
反之 ,两 个 1 一 个 0, 则 认为 这 一 信息 是 1。 用 重复 码 所 需 发 送 的 码 词 的 长 度 是 信息 码 的 至 少 
三 倍 。 

纠 错 码 是 编码 理论 的 一 个 重要 内 容 。 已 有 很 多 设计 纠 错 码 的 方法 。 用 群 论 方法 得 到 的 
编码 称 为 群 码 。 下 面 我 们 简略 介绍 一 种 多 项 式 编码 。 

设 信息 码 的 长 度 为 &, 码 词 长 度 为 ,我 们 要 设计 一 种 (n,k)- 码 。 

设 要 传送 的 信息 码 为 bob16…b，-, , 令 

m(z) 一 名 十 入 z 十 加 于 十 … 十 ze € Zi[zx] 

称 为 信息 码 多 项 式 。 

又 设 码 词 为 aoa1a2…a,1, 令 i 

VT) 一 ae 十 az 十 azz2 十 … 十 avizrieE Z,[z] 

称 为 码 词 多 项 式 。 

下 面 给 出 一 种 方法 ,将 每 一 个 信息 码 多 项 式 按 一 定 规则 得 到 对 应 的 码 词 多 项 式 ,从 而 把 
每 一 个 信息 码 变 为 码 词 。 

首先 任 选 一 个 "一 《次 多 项 式 户 (z) E Z:[z] 作 为 生成 多 项 式 。 设 m(z) 是 信息 码 多 项 式 ， 
用 p(z) 除 xz"*m(z) 所 得 的 余 式 为 r(z), 即 

Zim(z) = g(x)p(z)+r(z),r(r) =0 

或 deg(r(z)) < n—k 
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然后 令 vx) 一 r(z) + zm(r) 
则 p(xz)1v(x),v(z) 就 作为 码 词 多 项 式 , 它 的 系数 就 是 码 词 。 这 样 , 把 每 一 个 信息 码 通 过 以 上 
的 多 项 式 运 算 变 为 码 词 。 其 过 程 可 用 例子 简 述 如 下 。 

设 我 们 要 设计 一 种 (7,3) 检 错 码 。 选 定 一 个 n 一 k=4 次 记 现下 作为 芋 成 放 珊 式 ? 例如 ， 
生成 多 项 式 户 (z) 一 1 十 于 十 三 十 并 


信息 码 = 101 
信息 码 多 项 式 m(x) =1+z 
zim(z) =I+z 
rr) 一 1 十 z 
码 词 多 项 式 w(z) 三 1 十 XZ 十 x' 十 x 
码 词 = 1100 101 
pr 


对 每 一 个 信息 码 都 可 作 以 上 计算 求 得 对 应 的 码 词 。 接 收 者 收 到 码 词 后, 先 写 出 收 到 的 
码 词 多 项 式 u(x) ,然后 检验 p(z) 能 否 整除 wx(z) , 若 h(z)1x(z), 则 此 信息 无 错 。 否 则 信息 
有 错 。 

例 1.2.15 设 生成 多 项 式 p(z)==1 二 xz 十 xz* 十 x'。 检验 以 下 两 个 码 词 是 否 有 错 ? 
(1) 1011011;(2) 1100101。 

解 ”只 需 作 多 项 式 除法 


故 码 词 (1) 有 错 。 类 似 可 知 码 词 (2) 无 错 。 

例 1.2.16 设 生成 多 项 式 p(x)==1 十 x 十 z?, 编 出 所 有 的 (6,3) 码 。 

解 ” 用 上 述 方法 可 求 出 所 有 的 (6,3)- 码 ,如 表 1.5 所 示 。 

需要 指出 的 是 , 当 收 到 的 码 词 多 项 式 w(z) 
不 能 被 p(z) 整 除 时 , 则 此 码 词 必 有 错 ,但 车 有 
P(X) ju《z), 这 时 收 到 的 码 词 并非 一 定 无 错 , 也 
有 可 能 错误 位 数 多 而 检查 不 了 。 例如 在 
1. 2. 16 的 (6,3)- 码 中 ,如 在 传送 时 同时 产生 三 
位 误差 , 则 可 能 由 这 一 个 码 词 变 成 另 一 个 码 词 ， 
但 这 种 发 生 多 位 错误 的 概率 很 小 。 

读者 可 能 会 想 ,用 这 种 编码 方法 所 需 的 计 
算 工作 量 和 操作 工作 量 会 大 大 增加 ,实在 太 不 
方便 了 。 幸 运 的 是 ,可 设计 一 种 专门 的 线路 ,无 
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需 作 任何 多 项 式 的 运算 ,操作 员 发 报时 也 只 需 打 信息 码 就 可 以 了 ,线路 会 自动 转换 成 由 p(x) 
生成 的 码 词 。 接 收 时 也 有 专门 线路 自动 检验 是 否 有 错 。 下 面 举 例 说 明 。 

设 p(x)=1 十 z 十 zx, 可 设计 一 个 发 送 线路 如 图 1.8 所 示 。 其 中 ,符号 四 为 模 2 加 法 器 ;X' 
为 单位 延 时 器 ,将 输入 的 信息 延迟 一 个 单位 时 间 再 输出 ;或 门 ,0 十 0=0,0 十 1=1,1 十 1=1。 


图 1.8 plx)=1 十 x 十 的 编码 线路 
操作 步骤 :(1) 开关 K 接 通 1, 并 打 和 信息 码 。(2) 输 完 信息 码 后 将 K 拨 向 2。 对 于 此 例 ， 
详细 步骤 如 表 1. 6 所 示 。 
表 1.6 编码 过 程 


待 输入 的 信息 码 


0 二 :和 
难 * 扒 
0 


天 倒 向 2 


我 们 可 设计 一 个 接收 时 的 检 错 线路 。 设 接收 到 的 信息 为 100110。 检 错过 程 如 表 1. 7 
所 示 。 


表 1.7 检 错 过 程 


接收 到 的 等 待 检 错 的 
码 词 x(zx) 
1001 
100 
1 0 
1 


1 
1 
0 
0 
1 


moo-nr-o 


ownwouwnr-eo 


由 于 最 后 信息 接收 完 后 寄存 器 内 的 数码 不 全 为 0, 故 p(z)hu(z), 所 以 可 断定 传输 过 程 中 
发 生 了 错误 。 
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1.3 环 、 域 与 代数 


除了 群 之 外 , 另 一 个 基本 代数 对 象 是 环 。 本 节 引 入 环 、 域 与 代数 的 基本 概念 ,并 讨论 它们 
的 若干 最 基本 性 质 。 同 时 还 将 介绍 妃 种 重要 的 环 与 域 。 学 习 本 节 要 克服 的 主要 困难 是 ,需要 
在 短 时 间 内 熟悉 大 量 术语 。 


1.3.1 环 . 子 环 、 除 环 与 城 


定义 1.3.1 设 尺 是 一 个 非 空 集合 。 若 R 上 有 两 个 二 元 运算 (通常 表示 为 加 法 “十 ”和 
乘法 “，”), 使 得 

(1) (R, 十 ) 是 Abel 群 ， 

(2) (R,。) 是 半 和 群 ， 

(3) Ya'b,cER,aCb 十 c) 一 ab 十 ac,(Ca 十 6)c 一 ac 十 bc( 乘 对 加 的 左 , 右 分 配 律 )， 
则 称 RR 为 一 个 环 。 

如 果 R 对 乘法 还 适合 交换 律 则 称 为 交换 环 。 如 果 R 中 有 乘法 单位 元 , 则 称 为 含 单位 元 的 
环 。 环 的 乘法 单位 元 以 1 表示 。 环 的 加 法 单位 元 称 为 环 的 零 元 素 , 以 0 表示。 当 nmEZ,aER 
时 ,na 表示 a 十 a 十 … 十 aln 个 a 相 加 ) 。 

定义 1.3.2 环 尺 的 一 个 非 空子 集 S, 如 果 本 身 对 于 R 的 两 种 运算 十 ,。 作成 一 个 环 ， 
则 称 5 为 R 的 一 个 子 环 。 

环 尺 的 非 空子 集 $ 成 为 子 环 的 充 要 条 件 是 : Ye,pE S, 有 ac 一 ES 和 abES。 

下 一 定理 给 出 了 环 的 最 初步 性 质 。 它 表明 通常 加 法 和 乘法 的 许多 规则 在 环 中 是 适用 的 
《但 要 注意 并 非 所 有 的 都 适用 !1) 。 

定理 1.3.1 设 尺 是 环 , 则 

(1) YaER,0a=a0=0; 

(2) Va,b€ER,(—a)b=a(—b)=— (ab); 

(3) Vab€ER,(—a)(—b)=ab; 

(4) Yn€EZ,a,bER, (na)b=a(nb)=n(ab); 


(5) Vai,b, € R, (De) (Db)= DD) Daws; 


rr 


(6) 若 R 有 单位 元 , 则 单位 元 是 惟一 的 
《7) 若 尺 有 单位 元 ,abE 有 R 且 ab 一 bo, 则 二 项 式 定理 成 立 , (ae 十 = 六 (es 


如 
证 (1) 0a=(0+0)a 一 0a 十 0a, 从 而 0a=0。 
(2) ab 十 (一 0)0 一 (十 (一 a))0 一 00 一 0, 再 由 群 的 消去 律 得 (一 ac)p= 一 (ab)。 类 似 可 证 
a(—b)=—(ab), 
(3)〈 一 a)( 一 六 一 一 (ca( 一 0)) 一 一 (一 (ab)) 一 ab。 
(4) (na)6==(a 二 a 十 … 十 a)6 二 ab 十 ab 十 … 十 ab 二 n(ab) ,类 似 可 证 aCnab) 一 mn(ab)。 
(5) 当 m=1 时, au(b 十 刀 十 十 b.) 二 bi 十 qibz 十 十 a1b, 二 3 Das, 成 立 。 再 用 


i 
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归纳 法 可 得 对 任意 m € N 成 立 。 
(6) 车 尺 有 单位 元 1 和 1, 则 1*1 =1=1 , 故 单位 元 惟一 。 


《7) 利用 ("十 (， ”| ) 一 (二 ,并 对 用 归纳 法 (与 初等 数学 中 二 项 式 定理 证 明 完 全 


k+l1 十 1 
类 似 )。 证 毕 。 

定义 1.3.3 车 环 R 中 存在 非 零 元 素 a 使 得 对 某 个 非 零 元 素 b 有 ab 二 0, 则 称 a 为 一 个 
左 零 因子 。 若 对 某 个 非 零 元 素 b 有 ba ==0, 称 a 为 一 个 右 零 因子 。 若 a 既是 左 零 因子 又 是 右 零 
因子 , 则 称 a 为 R 的 一 个 零 因子 。 

定义 1.3.4 设 R 为 含 单位 元 的 环 . aER, 车 有 cER 使 ca 二 1, 则 称 c 为 a 的 左 逆 元 。 
若 有 使 ac=1, 则 称 为 a 的 右 逆 元 . 车 a 既 有 左 逆 元 又 有 右 逆 元 , 则 称 a 为 可 逆 元 素 。 

易 知 a 为 可 逆 元 素 时 ,a 的 左 逆 元 和 右 逆 元 必 相等 且 惟 一 。 因 为 ab 一 1 一 ca 一 6=1 .0 一 
(ca)b=c(ab)=c + 1=c, 

定义 1.3.5 设 及 为 含 单位 元 的 环 , 且 1 天 0。 若 R 为 没有 零 因 子 的 交换 环 , 则 称 R 为 
整 环 。 若 RR 中 每 个 非 零 元 素 均 为 可 逆 元 素 , 则 称 R 为 除 环 (或 称 为 体 )。 若 R 是 交换 除 环 则 称 
尺 为 域 。 

易 见 域 必 是 整 环 , 因 为 可 逆 元 素 必 不 是 零 因 子 (a 天 0,ab= 0 一 0 一 1 .56= (ar-:a)6 一 
ai(ab) 一 oa。0 一 0)。 

例 1.3.1 整数 集合 Z 对 普通 十 ,， 两 种 运算 成 为 环 , 而 且 是 整 环 。 偶 数 集合 下 是 不 含 
单位 元 的 交换 环 。 有 理 数 集合 Q、 实 数 集合 R. 复 数 集合 C 对 普通 加 , 乘 运算 均 构成 域 。 当 
7 之 2 时,Q( 或 R,C) 上 的 nn 阶 方 阵 全 体 对 和 矩阵 的 加 、 乘 运算 形成 含 单位 元 的 非 交 换 环 。 

例 1.3.2 对 正 整 数 n, 模 n 整数 集 Z, 二 {0,1,2,…,n 一 了) 对 模 n 的 加 、 乘 运算 形成 
交换 环 。 当 n=p 为 素数 时 ,Z, 是 域 。 

例 1.3.3 设 G 是 Abel 群 。G 到 G 的 全 部 群 自 同 态 构成 的 集合 记 为 EndG。 定 义 其 中 
加 法 为 (/ 十 56)(a) 一 /oa) 十 g(a), YaEG; 乘 法 运算 为 映射 的 合成 (fg)(a) = f(g(a)), YaE G。 
则 EndG 成 为 含 单位 元 的 环 (可 能 不 交换 ) 。 单 位 元 是 恒 等 同 态 lc 。 


1.3.2 理想 、 同 态 与 剩余 类 环 


我 们 已 经 知道 了 环 这 种 代数 系统 的 初步 概念 。 下 面 我 们 进一步 探讨 它 的 一 些 基本 性 质 。 

定义 1.3.6 设 R,S 为 环 。 映射 /:R 一 S 若 满足 :Ya,b€ER,f(a+b) 二 f(a) 十 f(b) 及 
了 (ab) 三 f(a)，f/(b), 则 称 f 为 一 个 环 同 态 。 若 f 还 是 一 一 对 应 , 则 称 /为 一 个 环 同 构 。 

回忆 有 代数 运算 的 集合 上 的 代数 同 态 概念 (定义 1. 1.9) ,可 知 环 同 态 就 是 对 于 环 的 两 种 运算 
的 代数 同 态 。 环 的 单 同 态 R-~S 有 时 称 为 R 在 S 中 的 嵌入 。 环 同 构 R-=R 称 为 R 的 自 同 构 。 

环 同 态 f:R 一 S 的 核 是 指 了 作为 加 法 群 同 态 的 核 , 即 Kerf= {rE RIf(r)=0)。/ 的 像 
fim={s€S| IrER:s=/(7)}. 

正如 群 同 态 与 不 变 子 群 紧密 相关 一 样 ,与 环 同 态 紧密 相关 的 子 环 称 为 理想 .理想 在 环 中 
所 起 的 作用 就 像 不 变 子 群 在 群 中 所 起 的 作用 一 样 。 

定义 1.3.7 设 I 是 R 的 子 环 。 若 YVrER,rE1 有 rzET, 则 称 1 为 环 R 的 左 理想 。 
车 YrER,,zEI 有 zrE1, 则 称 了 为 环 R 的 右 理想 。 若 工 既是 左 理想 又 是 右 理想 , 则 称 [为 尺 
的 理想 。 


30 现代 数学 基础 


环 RR 自身 和 仅 由 零 元 素 组 成 的 集合 ( 记 为 0) 是 理想 。 不 等 于 R 和 0 的 理想 称 为 真理 想 。 

例 1.3.4 设 R 是 数 域 Q( 或 R,C) 上 全 体 n 阶 方 阵 所 成 环 。 I 是 R 中 只 可 能 在 第 上 列 有 
非 0 元 的 方 阵 所 成 集合 , 则 I 是 R 的 左 理想 而 不 是 右 理想 。 类 似 地 ,只 可 能 在 第 上 行 有 非 0 
元 的 方 阵 全 体 ) 是 尺 的 右 理想 而 非 左 理想 。 

定义 1.3.8 设 X 是 环 尺 的 子 集合 , 令 {A,|iE 7 了) 是 RR 中 所 有 包含 X 的 ( 左 ) 理 想 , 则 A， 
称 为 做 由 X 生成 的 ( 左 ) 理 想 , 记 为 (X)。 

X 中 元 素 称 为 理想 (X) 的 生成 元 。 如 果 XX 含有 限 个 元 x， ,zx，，…,,, 则 (X) 表 示 为 (xz)， 
are) ,并 称 (X) 为 有 限 生成 的 。 由 一 个 元 素 生成 的 理想 称 为 主 理想 。 如 果 一 个 环 的 每 个 
理想 都 是 主 理想 , 则 称 这 个 环 为 主 理想 环 。 

定理 1.3.2 设 R 为 环 ,a€ R,XCR,ICR, 则 

(1) I 是 左 理想 咏 YabE1l,a 一 bEIT 且 Va€El,rER,ra€El; 


(D(a) = (rtatnmt Drasilrisros € Rm€E Nin€ Z)s 
各 


当 R 为 交换 环 时 ,(a)=={ra 十 nalrER,n€2Z); 当 R 为 有 单位 元 的 交换 环 时 ,(a)= {ralrER} 
=Ra,(X)={natriast "tra |nE Nr ER,a EX}. 
证 (1) 由 定理 1.2.2 及 定义 1. 3.7 即 得 。 


(2) 记 了 = (rmtastmt Drasilrisor's € RinE ZimeE N), 则 aET 有 1 是 
名 


理想 。 若 了 是 另 一 个 包含 a 的 理想 , 则 必 有 ISI (这 是 因为 a€ 1 过 na€1,ra€1,as€E1, 
riasi,ET)。 故 1 是 所 有 包含 a 的 理想 之 交 , 即 = (a)。 当 R 为 交换 环 或 有 单位 元 的 交换 环 时 
结论 类 似 证 明 。 证 毕 。 

例 1.3.5 整数 环 乙 是 主 理想 环 。 事 实 上 , 设 上 是 Z 的 一 个 非 零 理想 ,以 a 记 了 中 最 小 
正 整 数 , 则 由 于 也 是 有 单位 元 的 交换 环 ,(a) 一 {majnEZ}ET。 若 5E 1, 由 整数 除法 有 0=ma 十 > 
使 0<r<a, 此 时 r=b 一 maE7, 而 a 是 1 中 最 小 正 整 数 , 故 r*=0, 即 6E (a) ,得 到 JS(a)。 这 
样 证 明了 I=(a)。 

下 面 我 们 来 看 理想 与 环 同 态 的 关系 。 

定理 1.3.3 (1) 设 R 是 环 ,而 1 是 R 的 理想 , 则 加 法 商 群 R/T 对 于 由 (a 十 1) (6 十 1) = 
ab 十 1 给 出 的 乘法 成 为 一 个 环 。 当 R 是 交换 环 时 及 /T 也 是 交换 环 。 当 RR 有 单位 元 1 时 R/T 也 
有 单位 元 1 十 T。 

(2) 设 f:R 一 S 是 环 的 满 同 态 , 则 了 二 Kerf 是 R 的 理想 , 且 R/TSS。 反 之 , 若 了 是 尺 的 
理想 , 则 映射 +:R 一 R/1,r->r 十 I 是 环 的 满 同 态 且 Kerx 一 了 。 

证 (1) 我 们 证 明 所 定义 的 乘法 是 有 意义 的 :车 a 十 I=a’ 十 1,6 十 1=b' 十 I, 必须 证 明 
6 十 1=a'b' 十 I。 由 于 a'Ea’ 十 1=a 十 I 从 而 a 二 a 十 放 对 菜 个 iE1D)。 类似 6 =6 十 j(j E17)。 
故 十 二 (a 十 让 (6 十 门 二 ab 十 认 十 aj 十 记 。 由 于 了 是 理想 ,a'b' 一 ab 二 示 十 aj 十 jET, 因 此 
a%b' 十 1 二 ab 十 1, 故 所 定义 的 乘法 有 意义 。 其余 结 论 按 通常 步 又 易 得 。 

(2) Kery 显然 是 R 的 加 法 子 群 。 车 TE Kerf,rER, 则 f(rz)=f(7)f(z)=f(7) .0= 
0, 从 而 rrE Kerf。 类 似 可 证 rrE Kerf。 故 T=Kerf 是 R 的 理想 。 作 g:R/T-=S,r 十 [> 
了 (7) , 则 与 定理 1. 2. 12 完全 类 似 证 明 g 是 同 构 。 反 之 ,若是 尺 的 理想 ,由 定理 1. 2.11 知 ， 
5 是 群 的 满 同 态 , 且 核 为 T。 Ya,bER,r(ab) 一 ab 十 I 一 (ae 十 DC 十 站 =x(a) 。x(0), 从 而 也 
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是 环 同 态 。 证 毕 。 

定理 1. 3. 3 中 的 R/T 称 为 环 R 模 I 的 剩余 类 环 (或 尺 对 I 的 商 环 )。 其 中 一 个 很 特殊 的 
情形 是 了 为 极 大 理想 ,此 时 商 环 R/T 有 特别 性 质 。 

定义 1.3.9 环 尺 中 的 理想 M 称 为 极 大 理想 ,是 指 M 天 R 且 R 中 不 存在 包含 M 的 其 他 
真理 想 。 

定理 1.3.4 (1) 设 1 为 环 R 的 理想 , 则 剩余 类 环 R/T 的 每 个 理想 形 如 J/T, 其 中 是 尺 
的 包含 了 的 理想 。 

(2) 设 尺 为 含 单位 元 的 交换 环 且 0 关 1, 则 了 是 RR 的 极 大 理想 入 R/T 是 域 。 

证 (1) 设 是 R 的 包含 工 的 理想 , 则 显然 J/L 是 R/T 的 理想 。 当 几 天 Js 且 几 ,J: 均 
包含 T 时 ,存在 a€ J ,ag ,或 4a€J;,ag 了。 不妨 设 前 一 种 情况 成 立 , 则 此 时 a 十 Tg Js/T， 
因 若 不 然 , 有 bE]; 使 a 十 1=6b 十 I=>a 一 bE 1SJ: 之 a=6b 十 (a 一 b)E J 矛盾 。 这 证 明 帮 /T 天 
J:/T, 从 而 由 J 一 J/I 给 出 R 包含 的 理想 到 R/T 的 理想 之 间 的 映射 是 一 个 单 射 。 再任 取 R/T 
的 一 个 理想 了, 则 ] 在 r:R~~R/T 之 下 的 原 像 集 J 是 尺 的 一 个 理想 , 且 J/1=J。 这 证 明 
J 一 J/I 给 出 映射 是 R 包含 T 的 理想 到 R/1 的 理想 之 间 的 一 一 对 应 ,从 而 R/T 的 每 个 理想 具有 
J/L 的 形式 。 

(2) 设 1 是 R 的 极 大 理想 , 则 由 (1) 知 R/T 无 真理 想 , 且 R/I 也 是 有 单位 元 的 交换 环 。 我 
们 需要 证 明 R/1 的 每 个 非 零 元 有 乘法 逆 元 素 。 设 a 十 1 关 1, 则 a&g 了 ,于 是 [ 皇 (1,a), 由 1 极 大 
知 (1,a) 二 RR。 由 定理 1. 3. 2 知 ,R 中 单位 元 1=ra 十 m( 对 某 个 mE 1,rE R), 故 而 1 一 ra= 
mE1T, 得 1 二 1=ra 二 1=(r 十 D(a 十 站 ,这样 r 十 I 就 是 a 十 I 在 R/I 中 的 乘法 逆 元 素 , 故 R/I 
是 域 。 反之, 若 R/T 是 域 , 则 R/T 无 真理 想 :对 每 个 非 零 元 a 十 1, 有 乘法 逆 5 十 1 使 (a 十 1) (5 十 
中 =1 十 1, 这 就 是 说 每 个 非 零 元 a 十 1 生成 的 理想 是 包含 了 1 十 1 的 , 即 (a 十 DD) 宇 (1 十 =R/1， 
从 而 (a 十 人 二 R/T, 即 R/T 无 真理 想 。 再 由 (1) 的 证 明 ,R/1 的 理想 与 R 包含 1 的 理想 是 一 一 
对 应 的 ,故而 R 中 没有 真 包含 1 的 理想 , 即 1 是 极 大 理想 。 证 毕 。 


1.3.3 变换 环 、 代 数 与 张 量 积 


我 们 已 经 了 解 关 于 环 的 基本 知识 。 比 环 更 复杂 一 点 的 代数 系统 称 为 代数 。 代 数 是 与 含有 
单位 元 的 交换 环 相 联系 的 一 种 代数 系统 。 在 环 的 理论 中 ,含有 单位 元 的 交换 环 具有 特殊 的 
地 位 。 以 它 为 对 象 已 经 发 展 了 一 个 专门 的 代数 分 支 -一 交换 代数 。 对 此 ,我 们 不 拟 深入 讲解 ， 
只 指出 ,整数 环 Z, 有 理 数 域 Q, 实 数 域 R, 复 数 域 C 都 是 含 单位 元 的 交换 环 。 含 单位 元 的 交换 
环 的 一 类 更 重要 的 具体 例子 是 数 域 K 上 的 元 多 项 式 环 K[zi,z,，,…,z,]。 下 面 我 们 给 出 代 
数 的 概念 。 

定义 1.3.10 设 K 是 含 单位 元 的 交换 环 ,A 是 一 个 环 。KXA 到 A 有 一 个 二 元 运算 
( 称 为 K - 数 乘 ): YkEK,aE A, 有 keEA, 且 适合 

(1) VR,sSE K ,abE A,klatb)=kat+hb, (r+s)a=ratsa, 

(2) Vk,sE KsabEA,k(sa)=(ks)a,k(ab)= (ka)b=alkb), 

(3) Va€A,l a=a, 

则 称 4 为 一 个 上 的 代数 ,简称 K -代数 。 

我 们 看 到 ,在 一 个 K -代数 A 上 有 3 种 代数 运算 :加 法 、 乘 法 和 K - 数 乘 ,而 这 3 种 运算 

通过 一 些 算 律 互相 联系 。 
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代数 这 个 概念 是 有 很 深 背 景 的 。 代 数 的 古典 理论 就 是 研究 域 K 上 的 向 量 空间 ,从 而 可 用 
各 种 线性 代数 的 结果 。 

例 1.3.6 设 A 为 一 个 环 , 定 义 二 元 运算 ZXA-~~A:YnEZ,aEA,na 一 a 十 a 十 … 十 a 
(n 个 a 相 加 ), 则 易 验 证 A 是 一 个 Z -代数 。 换 言 之 ,任何 环 A 都 以 自然 的 方式 成 为 Z -代数 。 

例 1.3.7 设 K 为 含 单位 元 的 交换 环 。 A 二 K[z,,…,z,] 是 K 上 元 多 项 式 按 通常 
多 项 式 的 加 、 乘 法 所 成 的 环 。 定 义 二 元 运算 开 XA-A:YAEK,F(zz)EAFCz 
zw) 如 通常 数 与 多 项 式 乘积 , 则 易 验证 A 是 一 个 K -代数 。 

例 1.3.8 设 K 是 含 单位 元 的 交换 环 ,A 是 K 上 全 体 n 阶 方 阵 所 成 环 ( 按 和 矩阵 加 、 乘 
运算 )。 定义 A 上 的 KK - 数 乘 为 :k(as),x, 二 (kas ).x,, 则 易 验 证 A 成 为 一 个 K -代数 , 称 为 K 
上 的 矩阵 代数 。 

设 A,B 是 两 个 K -代数 ,我 们 用 所 谓 张 量 积 的 方法 来 造 一 个 新 的 K -代数 。 以 C 表示 
所 有 AXxB 的 元 素 的 形式 的 线性 组 合 系数 属于 K， 即 C = 


{h(ai,6) [al € Ab; € B,k, € In E€ N}), 则 C 按 显然 的 加 法 成 为 一 个 Abel 群 。 
C 中 所 有 以 下 形式 
(at+a’,b) — (a,b) — (a’,b) 
(asbt+6) — (a,b) — (a,b’) 
(ha ,b) — ka,b) 
(aa 她) —k(a,b) 
的 元 素 的 集合 记 为 D, 则 D 生成 C 的 一 个 Abel 子 群 (D), 它 当然 是 C 的 不 变 子 群 ,从 而 
C/(D) 是 一 个 Abel 商 群 。 
定义 1.3.11 上 面 所 得 到 的 Abel 商 群 C/(DD) 称 为 K -代数 A 与 B 的 张 量 积 , 记 为 
A@xkB。 在 不 引起 混淆 时 简 记 为 AQB。 AGOB 的 元 素 均 具有 有 限 和 的 形式 pA ®@ 4b)。 
十 


其 中 a;@b, 是 C 中 元 素 (ai,b) 在 C/(D) 中 的 像 。 
定理 1.3.5 K -代数 A,B 的 张 量 积 A@B 也 是 K -代数 。 


证 A@B 的 元 素 形 如 如 (oi@4) ,其 中 hE&€ Ka € A,b, € B, 从 而 其 上 已 有 自然 的 


加 法 和 KK - 数 乘 运 算 。 乘 法 定义 为 (a @ 5b) (a’ 加 六 ) = (aa') @ (6')， 然 后 线性 地 扩展 到 有 限 
和 式 的 乘法 。 直 接 验证 乘法 有 意义 以 及 满足 所 要 求 的 算 律 的 任务 留 给 读者 作为 练习 。 这 样 
A@B 成 为 K -代数 。 证 毕 。 

例 1.3.9 设 A,B 分 别 是 实数 域 R 上 的 m 维 .x 维 线性 空间 ,有 基底 zi ,zy，… ,zs 和 yi， 
,yn。 用 与 定义 1. 3. 11 完全 一 样 的 方式 构 作 A 与 B 的 张 量 积 A@rB。 此 时 A@nB 
仍 是 R 上 的 线性 空间 , 维 数 为 mXn。 事 实 上 ,A@rB 中 元 素 形 如 a “(ai @b,) 的 形式 ,从 

bE 


而 有 自然 的 加 法 和 数 乘 运算 。 此 外 , 显 见 a, @ b 可 表 为 ( 立 sr,)@ (wy,) 一 


思 六 wo Cr @ yw) ,从 而 人 日 中 元 素 均 可 表 为 羡 六 Cr @y) 形 式 ,而 ( @， | 一 


4 j=1 1 1 


1 2 一 1,2,…,n) 的 线性 无 关 性 是 容易 直接 验证 的 ,从 而 它 就 是 AQB 的 基底 。 
例 1. 3. 9 中 的 张 量 积 称 为 线性 空间 的 张 量 积 。 
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例 1.3.10 设 T 是 一 个 域 K 上 的 线性 空间 ,A,B 也 是 K 上 的 线性 空间 ,C 如 定义 
1.3.11 所 述 。 若 f:C> 了 是 一 个 满 的 双 线 性 映射 
flata’,b) = f(a,b) + f(a’,b) 
flawbt+b) = fab) + f(a,b’) 
fha,b) = Fa 已) = k(f(a,b)) 
其 中 a,a' EA,b,b' EB,kEK, 则 T 宇 A@B。 此 处 同 构 指 线性 空间 的 同 构 。 可 实 上 ， 此 时 
Kerf 就 等 于 定义 1. 3. 11 中 的 (D), 从 而 由 定理 1. 2. 12 即 得 结论 。 


1.4 模 与 范畴 


模 的 概念 在 现代 数学 中 占有 越 来 越 重要 的 地 位 ,在 其 他 学 科 中 也 得 到 越 来 越 多 的 应 用 
另外 ,现代 数学 与 古典 数学 区 别 的 明显 特征 是 : 它 的 主要 着 眼 点 为 结构 ,而 范畴 理论 则 为 这 一 
着 眼 点 提供 了 具体 可 操作 的 手段 。 因 此 ,在 本 节 将 要 简略 介绍 模 与 范畴 这 两 个 概念 的 基本 
思想 和 内 容 。 


1.4.1 棋 、 同 态 与 正 合 序列 


模 的 概念 是 经 典 的 线性 空间 概念 的 推广 。 粗略 地 说 , 模 是 一 种 具有 加 法 和 数 乘 两 种 运算 
(满足 一 定 算 律 ) 的 代数 结构 。 

定义 1.4.1 设 R 是 环 ,M 是 一 个 Abel 群 。 如 果 有 RXM->M 的 二 元 运算 ( 称 为 数 采 ); 
YrER,mE M, 有 rmE M, 且 满足 

(1) rlat+b)=ratrb, (r+s)a=ratsa, 

(2) r(sa) 一 (rs)a， 

其 中 ,r,sER,a,bE M, 则 称 M 为 一 个 左 R - 模 。 如 果 R 有 单位 元 1 且 1* a=a 对 一 切 a EM 
成 立 , 则 称 M 为 一 个 左 R - 么 模 。 

类 似 地 ,如 果 二 元 运算 是 MXR->M: YrER,mEM 有 mrEM 且 满 足 

(1) (a 十 Dr 一 ar 十 brva(r 十 9) 一 ar 十 as， 

(2) (ar)s=a(rs), 

其 中 ,r,sE R,a,bE M, 则 称 为 右 R - 模 。 如果 R 有 单位 元 1 且 a， 1=a 对 一 切 aE M 成 立 ， 
则 称 尺 为 一 个 右 R - 么 模 。 右 模 和 左 模 有 完全 对 称 的 性 质 。 以 下 我 们 只 对 左 模 展 开 讨论 ,所 
说 的 模 均 指 左 模 。 

例 1.4.1 环 R 上 的 n 元 多 项 式 全 体 R[z,，…,zx,] 按 通常 多 项 式 的 加 法 和 数 乘 是 一 个 
R - 模 。 

例 1.4.2 环 R 的 左 理想 I 按 自身 加 法 成 为 Abel 群 。 按 RR 中 乘法 : YrER,a€1,ra€1l 
定义 出 RX1->I 的 数 乘 运算 ,从 而 成 为 ( 左 )R - 模 。 当 了 是 左 理想 时 ,R/I 是 Abel 商 群 ,定义 
其 上 数 乘 -Ca 二 + 中 二 ra 十 1, 则 R/T 也 成 为 ( 左 )R - 模 。 但 此 时 R/I 不 一 定 是 商 环 (除非 1 是 
理想 ) 。 

例 1.4.3 设 尺 为 实数 域 ,R" 是 所 有 实 n 元 数组 所 成 集 , 定 义 加 法 和 数 乘 为 

(alyaa as) 十 ( 包 0) = Cai + brsas + bse sa + bs) 


rai a2 sas) = (rarsrassen ras) 
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则 R" 成 为 R - 模 。R" 就 是 熟知 的 实 n 维 线性 空间 。 

定义 1.4.2 设 M,N 是 环 R 上 的 模 。 若 映射 f:M-~N 满足 f(a+6b)=f(a) 十 f(b)， 
f(ra)=rf(a),Ya,bE€ M,rER 成 立 , 则 称 f 为 R - 模 同 态 。 若 R 为 域 , 称 R - 模 同 态 为 线性 
变换 。 

R - 模 同 态 就 是 保持 加 、 数 乘 两 种 运算 的 映射 。 完 全 类 似 于 群 同 态 , 当 f 为 单 ( 满 ) 射 或 
一 一 对 应 时 分 别称 之 为 模 单 ( 满 ) 同 态 或 模 同 构 , 旦 有 Kerf={mE MI|f(m)=0}) 及 /m={n€ 
NI13mE M 使 /(m)=n) ,分 别称 为 同 态 核 与 同 态 像 。 

R- 模 M 的 子 集合 N 如 果 是 Abel 子 群 , 且 对 数 乘 运算 封闭 , 则 称 为 M 的 子 模 。 此 时 
Abel 商 群 M/N 按 数 乘 r(ae 十 N) 一 ra 十 N 也 成 为 R - 模 。 

定理 1.4.1 设 M,N 是 R - 模 。f:M 一 NN 是 模 的 满 同 态 , 则 Kerf 是 M 的 子 模 , 且 
M/Kerf 衬 N。 而 当 f:M->N 是 模 同 态 时 , fis 是 N 的 子 模 , 且 M/Kerf 守 fi,。 

证 与 关于 群 同 态 的 同 构 定理 1. 2. 12 完全 一 样 地 证 明 , 只 要 说 明 每 个 子 群 和 群 同 态 在 
这 里 事实 上 是 子 模 和 模 同 态 即 可 。 证 毕 。 

定义 1.4.3 设 A,B,C 均 为 环 R 上 的 模 。f/:A 一 B 和 g :BC 均 为 R - 模 同 态 。 若 同 态 
序列 A 一 Bs-C 满足 /m = Kerg, 称 这 个 同 态 序列 在 B 处 正 合 。 若 模 同 态 序列 A。 


A 下 As 一 …- 人 >A, 在 每 个 A1(1<i<n 一 1) 处 正 合 , 称 此 序列 为 正 合 序列 。 
例 1.4.4 设 A={zlzER},B=((z,y)|z,yER}),C=(y|yER}。 此 处 R 指 实数 域 。 
则 4,B,C 按 通 常 加 法 和 数 乘 篆 为 R - 模 。 令 /:A 一 B,z 一 (z,0);g:B>C,(z,y) 一 y; 则 易 见 


A 一 BC 在 B 处 正 合 ,因为 ja={(z,0)1zERI 一 Kerg。 

例 1.4.5 在 R- 模 中 ,0 是 一 个 平凡 模 。 对 任何 R- 模 A, 有 惟一 的 一 个 0 一 A 的 模 同 态 
/:0->0E A。 即 把 0 的 惟一 元 素 0 映 到 A 的 0 元素。 同时 也 有 惟一 的 一 个 A-=0 的 模 同 态 
g:a0; 即 把 A 的 每 个 元 映 到 0。 从 而 同 态 序列 0-*A 一 人-B 在 A 处 正 合 呈 /是 单 同 态 (因为 


0w 一 0=Ker/) 。 而 同 态 序列 A 人-B->0 在 B 处 正 合 兮 / 是 满 同 态 ( 因 为 /i 二 Ker0, 而 B 一 0 
的 核 就 是 整个 B, 故 f= B)。 从 而 我 们 看 到 , 正 合 序列 提供 了 一 种 非常 简明 有 效 的 方式 来 
处 理 及 - 模 同 态 。 

形 如 0 一 A 一 ~B 下 ~C0 的 正 合 序列 称 为 短 正 合 序列 。 由 例 1.4. 5 知 ,此 时 为 
单 同 态 而 g 为 满 同 态 , 而 且 /一 Kerg。 由 定理 1.4.1 知 ,C 宇 B/Kerg 衬 B/ fw, 又 由 于 /是 
单 同 态 , 故 fm 宕 4, 因 此 有 C 宇 B/A。 可见 , 短 正 合 序列 提供 了 一 种 简明 方式 来 表达 B 的 一 个 
子 模 4 和 它 关于 A 的 商 模 C。 


1.4.2 自由 模 与 线性 空间 


自由 模 是 一 类 有 特殊 性 质 的 模 , 它 在 许多 数学 领域 中 都 有 广泛 应 用 。 线 性 空间 是 自由 模 
的 最 重要 范例 。 

设 为 含 单位 元 的 环 。R - 模 A 的 子 集 X 称 为 线性 无 关 的 ,是 指 对 任意 不 同 的 x), xz;， 
人 EXER, 当 nz 十 rez 十 … 十 rT, 二 0 时 必 有 一 rs 二 … 二 x, 一 0; 否则 叫做 线性 相关 
的 。 如 果 A 的 一 个 子 集 了 是 线性 无 关 的 , 且 A 的 每 一 元 素 缘 可 写成 Y 中 元 素 的 线性 组 合 
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形式 : DJriy;, 其 中 mER,yEY, 则 称 了 为 A 的 一 组 基 。 

定义 1.4.4 设 尺 为 含 单位 元 的 环 ,下 是 R - 么 模 , 若 下 有 一 个 非 空子 集 X 构成 下 的 基 ， 
则 称 下 为 一 个 自由 R - 模 。 

任 给 一 个 模 当然 不 一 定 是 自由 模 。 自 由 模 就 是 有 一 组 线性 无 关 的 生成 元 的 模 。 任 给 一 个 
模 虽然 一 定 会 有 一 个 生成 元 集 ,但 其 生成 元 集 不 一 定 是 线性 无 关 的 。 

当 尺 为 除 环 时 ,R 上 的 模 称 为 线性 空间 。 我 们 有 下 列 定理 。 

定理 1.4.2 设 R 为 除 环 , 则 R 上 每 个 线性 空间 V( 即 每 个 R - 模 ) 都 有 一 组 基 , 从 而 是 
自由 尺 - 模 。 

证 设 X 是 V 中 极 大 线性 无 关子 集合 。X 中 元 素 的 所 有 线性 组 合 记 为 WW。 如果 W=V， 
则 XX 就 是 V 的 基 。 若 不 然 , 3a 隆 0,4EV,a 攻 WW。 如 果 ra 十 rizy 十 rzzs 十 "十 rx, 二 0(7 ,rE 
R,ziEX)，, 而 r 天 0, 则 由 于 尺 为 除 环 ,一 存在 ,a=r:(ra) 一 一 rmzl 一 rirazs 一 … 
一 一 mrznE 了 ,这 与 a 人 了 凤 矛 慎 。 故 * 一 0。 而 这 又 导致 m,…，,r, 一 0( 因 为 z1，…,z, 线性 
无 关 ) ,可 得 到 XU {a} 是 线性 无 关 的 ,这 又 与 X 是 极 大 线性 无 关子 集合 矛盾 。 因 此 W=V, 即 
X 必 是 V 的 基 。 证 毕 。 

如 果 一 个 线性 空间 的 基 是 有 限 集 , 则 称 为 有 限 维 线性 空间 ;如 果 不 是 , 则 称 为 无 穷 维 线性 
空间 。 对 于 线性 空间 ,可 以 证 明 , 它 的 任 两 组 不 同 的 基 X,Y 都 具有 相等 的 势 :|X| = |Y|。 
而 当 线性 空间 是 有 限 维 时 , 它 的 任 两 组 不 同 的 基 都 含 同样 个 数 的 元 素 。 称 基 所 含 元 素 个 数 为 
空间 维 数 , 记 为 dimV。 

例 1.4.6 设 R 为 除 环 ,M,N 为 R 上 的 线性 空间 。 我们 可 以 用 与 定义 1. 3. 11 完全 同样 
的 办 法 构 作 M 与 N 的 张 量 积 M@N。 它 也 是 一 个 线性 空间 (自由 RR - 模 )。 与 代数 张 量 积 
不 同 之 处 仅仅 在 于 现在 只 考虑 加 法 和 数 乘 两 种 运算 ,而 不 须 考虑 自身 的 乘法 运算 。 当 M,N 
是 m 维 、n 维 线性 空间 时 ,MON 是 mXn 维 线性 空间 (参见 例 1. 3. 9) 。 


1.4.3 范畴 与 坊 笑 


范畴 是 一 种 很 有 用 处 的 概念 。 虽 然 开始 接触 时 有 些 抽象 ,但 我 们 已 经 有 足够 多 的 知识 
作为 它 的 背景 和 范例 。 学 习 这 一 概念 对 于 了 解 现代 数学 的 思想 ,方法 和 语言 是 很 有 益 的 。 

定义 1.4.5 一 个 范畴 是 由 一 些 对 象 (表示 成 A,B,C,…, 称 为 像 元) 所 成 的 类 连同 这 些 
对 象 之 间 的 态 射 (表示 成 /:A 一 B, 称 为 射 元 ) 所 成 的 总 体 ,并 满足 

(1) 对 于 态 射 /:A 一 B,g:B-~C, 存 在 态 射 h:A 一 C 使 h=g*f( 态 射 的 合成 运算 ); 

(2) 对 于 态 射 /:A 一 B,g:BC,h:C>DD 有 he(g。f) 二 (heg)。f/( 态 射 结合 律 ); 

(3) 对 于 每 个 像 元 B, 均 存在 态 射 1a:B-~B 使 对 每 个 /:A 一 B 和 g:B-C 有 1s.f=/， 
8"1s 一 &( 单 位 态 射 存在 ) 。 

如 果 对 于 态 射 /:A 一 B, 存 在 一 个 态 射 g:B 一 A 使 8*f 二 14,f*g 二 1s, 则 称 /为 一 个 
等 价 。 此 时 也 称 A 与 B 等 价 。 

简 言 之 ,范畴 是 由 像 元 和 射 元 构成 的 总 体 ( 满 足 一 些 规则 ) 。 对 范畴 中 任意 两 个 像 元 A， 
了 ,所 有 A 到 B 的 态 射 :A 一 B 所 成 集合 记 为 Hom(A,B)。 

例 1.4.7 设 S 为 所 有 集合 所 成 的 类 ,对 A,BE S,Hom(A,B) 是 A 到 B 的 所 有 映射 所 成 
集合 , 则 S 成 为 一 个 范畴 , 称 为 集合 范畴 。 其 像 元 是 集合 , 射 元 是 集合 间 的 映射 。S 的 某 个 
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态 射 / 是 等 价 当 且 仅 当 f 是 一 一 对 应 。 

例 1.4.8 设 S 为 所 有 群 所 成 的 类 ( 即 群 是 像 元 ), 而 对 A,BES,Hom(A,B) 是 A 到 B 的 
所 有 群 同 态 ( 群 同 态 为 射 元 ) , 则 S 成 为 一 个 范畴 , 称 为 群 范畴 。 群 范畴 中 的 态 射 就 是 群 同 态 。 
某 个 态 射 了 是 等 价 当 且 仅 当 也 是 群 同 构 。 

例 1.4.9 所 有 环 作为 像 元 , 环 同 态 作为 态 射 ( 射 元 ) 构 成 环 范畴 。 设 R 为 一 个 环 , 则 所 有 
( 左 )R - 模 为 像 元 , 模 同 态 为 态 射 ( 射 元 ) 构 成 ( 左 )R -模范 畴 。 

例 1.4.10 所 有 Abel 群 连 同 其 同 态 组 成 一 个 范畴 , 称 为 Abel 群 范畴 。 易 见 它 是 包含 在 
群 范畴 之 中 的 。 类 似 地 ,所 有 含 单位 元 的 环 连 同 其 上 环 同 态 组 成 含 么 环 范畴 。 含 单位 元 的 交 
换 环 连 同 其 同 态 组 成 交换 环 范畴 。 除 环 D 上 所 有 有 限 维 线性 空间 连同 线性 变换 组 成 有 限 维 
D -线性 空间 范畴 。 

我 们 引入 范畴 这 个 概念 当然 并 不 是 为 了 简单 地 把 一 些 对 象 弄 在 一 起 然后 称 之 为 某 范畴 。 
下 面 我 们 将 要 引入 的 函 子 概念 表述 了 范畴 之 间 的 联系 。 


1.4.4 函 于 


我 们 知道 ,在 研究 某 些 特定 对 象 时 ,对 象 之 间 的 “映射 是 研究 的 一 个 重要 方面 。 对 象 之 间 
的 联系 是 通过 “映射 来 反映 的 。 粗 略 地 说 , 函 子 就 是 从 一 个 范畴 到 另 一 个 范畴 的 保持 适当 
结构 的 “映射 ”。 

定义 1.4.6 设 尽 和 3 为 范畴 , 工 是 两 个 映射 组 成 的 对 :一 个 是 像 元 之 间 的 映射 , 即 把 xf 
中 每 个 像 元 A 映 到 2 中 一 个 像 元 T(A); 另 一 个 是 射 元 之 间 的 映射 , 即 把 4 中 每 个 态 射 
:A 一 A' 映 射 到 甸 中 一 个 态 射 T(/):T(A) 一 T(A'); 且 满足 以 下 条 件 

(1) 对 中 每 个 恒 等 态 射 1 , 均 有 T(lA)=1rw ， 

(2) 对 中 任 两 个 态 射 f,g, 均 有 T(gE*&)=T(g)*T(CA) ,只 要 g*f 可 以 定义 ， 
则 称 T 为 从 范畴 以 到 范畴 2 的 一 个 协 变 函 子 。 表 示 为 T: 4- 多 。 

如 果 工 的 像 元 映射 把 3 中 的 A 映 到 多 中 的 T(4) ,而 射 元 映射 把 x 中 态 射 /:A 一 A” 
映射 到 名 中 态 射 T(/):T(A') 一 T(A), 且 满足 

《1) 对 中 每 个 14 有 T(14)=1nw， 

(2) 对 又 中 态 射 f,g, 有 T(g* 记 =T(P)*T(gE), 只 要 g*f 可 以 定义 ， 
则 称 全 为 从 范畴 到 范畴 多 的 一 个 反 变 函 子 。 也 表示 为 T: -> 甸 。 

协 变 函 子 与 反 变 函 子 的 不 同 之 处 在 于 , 协 变 函 子 把 态 射 f/: A 一 A’ 映射 到 态 射 
TC 有 ):T(A) 一 TC(A'); 而 反 变 函 子 则 把 映射 到 T(/):T(A') 一 T(A), 即 反 变 函 子 把 态 射 的 
方向 反 转 。 

例 1.4.11 《〈 协 变 ) 便 等 函 子 T, :xf-~xf, 即 把 范畴 3 的 每 个 像 元 和 射 元 均 映射 成 自身 。 

例 1.4.12 设 久 为 集合 范畴 ,多 为 含 单位 元 的 环 R 上 的 左 模范 畴 。 定 义 了 为 一 对 映射 ， 
一 个 把 的 像 元 ( 即 集 合 )X 映 到 及 的 像 元 ( 即 左 R - 模 )FCX) ,其 中 F(X) 是 以 集合 XX 为 基底 
的 自由 只 - 模 。 另 一 个 把 的 射 元 ( 即 集合 之 间 的 映射 )f:X 一 Y 映射 到 多 的 射 元 ( 即 R - 模 
同 态 )T(/):T(X) 一 T(Y)。 其 中 TC) 如 下 定义 :T(X) 二 F(X) 是 以 X 为 基底 的 自由 R - 模 ， 
其 中 每 一 元 均 惟一 表 为 Dre E R,r E X) 的 形式 ,而 TN (Br)= Drif lx) € 

让 了 请 限 


T(Y)。 也 就 是 说 ,TC/) 是 把 基底 的 映射 了 线性 地 扩展 到 整个 自由 模 上 而 得 到 的 。 容 易 看 出 ， 
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这 对 映射 定义 了 一 个 集合 范畴 到 左 R -模范 畴 的 ( 协 变 ) 函 子 。 

例 1.4.13 设 B 是 范畴 x 中 一 个 固定 像 元 。 对 于 中 每 个 像 元 A, 定义 T(A)== 
Hom(B,A)( 即 B 到 A 的 全 部 态 射 构成 的 集合 ) , 它 是 集合 范畴 9 的 像 元 。 而 对 < 中 每 个 态 射 
FA 一 A' ,定义 工 ( 亡 为 T(A) 到 T(4'), 即 Hom(B,A) 到 Hom(B,A4') 的 集合 映射 
YgEHom(B,A),[T(/)](g)=f*gE€Hom(B,A')。 这样 给 出 了 到 9 的 一 个 函 子 , 称 为 
( 协 变 ) Hom 函 子 。 

如 果 VAE A,T(A) 二 Hom(A,B)E 多 而 对 太 A 一 A ,TCD 为 Hom(A' ,B) 一 Hom(A,B) 
由 [T(/)](g)=g*/ 定义, 其 中 g:A' 一 B,g*f:A 一 A’ 了 -B。 这样 也 给 出 一 个 x 到 9 的 
函 子 , 称 为 ( 反 变 ) Hom 函 子 。 


1.5 拓扑 空间 基本 概念 


我 们 已 经 看 到 ,研究 集合 上 的 代数 结构 引出 了 各 种 代数 构造 ,而 这 些 代数 构造 都 未 涉及 到 
连续 性 这 一 现代 数学 中 的 重要 概念 。 对 集合 间 映 射 的 “连续 性 ”的 研究 就 成 了 拓扑 学 的 任务 。 
当然 在 现代 数学 中 ,代数 结构 和 拓扑 结构 已 经 结合 起 来 并 形成 了 许多 相当 有 力 的 分 支 ( 如 
Lie 群 )。 拓 扑 学 的 应 用 也 已 渗透 到 几乎 所 有 自然 科学 领域 。 总 之 ,拓扑 空间 理论 已 经 成 为 现 
代数 学 最 重要 的 基础 理论 之 一 。 由 于 拓扑 空间 理论 的 高 度 抽象 化 ,我 们 先 引入 有 关 拓 扑 学 的 
一 些 背景 和 主要 思想 的 描述 。 


1.5.1 Euler 定理 


我 们 以 关于 多 面体 的 著名 的 Euler 定理 开始 。 这 个 定理 及 其 证 明 是 拓扑 学 中 很 多 重要 
思想 的 根源 。 

人 们 很 早 就 发 现 ,对 于 许多 常见 的 多 面体 ,如 果 把 项 点 数 v 减 去 棱 数 e, 再 加 上 面 数 /, 则 
得 到 的 数 都 是 2。 公式 v 一 e 十 /= 二 2 是 否 对 所 有 的 多 面体 都 成 立 呢 ? 未必。 例如 ,对 图 1.9 和 
图 1. 10 的 多 面体 分 别 可 得 v 一 e 十 /二 4 及 v 一 e 十 {二 0。 但 是 对 于 一 大 类 不 那么 特殊 的 
多 面体 ,这 个 结果 总 成 立 。 


图 1.9 空心 方 体 图 1.10 穿孔 棱柱 


下 面 将 证 明 , 如 果 不 具 有 图 1. 9 或 图 1. 10 的 特点 , 则 多 面体 必 满 足 关系 v 一 e 十 /二 2。 

一 个 多 面体 是 指 按 下 述 意义 组 成 的 有 限 多 个 平面 多 边 形 : 若 两 个 多 边 形 相交 则 只 交 于 
一 条 公共 边 ; 多 边 形 的 每 条 边 是 且 仅 是 另外 一 个 多 边 形 的 边 ;每 个 顶点 是 一 些 多 边 形 Q, ,Q， 
…,Q, 的 顶点 , 且 Q; 与 Qi*: 有 一 个 公共 边 , 对 1 和 i 生 5, 而 Q, 与 Q, 有 一 个 公共 边 。 
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定理 1.5.1(Euler 定理 ) 设 己 为 满足 下 列 条 件 的 多 面体 

(1) 尸 的 任何 两 个 顶点 可 以 用 一 串 棱 相 连 ， 

(2) 已 上 任何 由 直线 段 (不 一 定 是 棱 ) 构 成 的 园 必 把 已 分割 成 两 片 ， 

则 对 呈 有 wv 一 e 十 f==2。 

证 尸 的 一 组 连通 的 顶点 与 棱 叫 做 一 个 图 。 更 一 般 地 ,三 维 空间 中 任何 一 组 于 端点 连接 
的 有 限 多 条 直线 段 称 为 一 个 图 。 不 含有 圈 的 图 称 树 。 树 的 顶点 数 比 棱 数 多 1, 即 v(T) 一 
e(T)=1, 此 处 了 为 一 个 树 。 

由 条 件 (1) 知 ,已 的 全 体 顶 点 与 棱 构 成 一 个 图 。 容 易 看 出 ,任何 图 中 必 有 含 全 体 顶 点 的 树 
作为 子 图 。 可 选 一 个 树 T, 它 含有 P 的 全 体 顶 点 ,但 只 含 的 某 些 楼 。 

了 的 对 偶 图 可 按 下 面 方式 给 出 :对 应 于 的 每 个 面 A 给 出 对 偶 图 的 一 个 顶点 及 。 若 尸 的 
两 个 面 A 与 B 有 一 条 不 在 T 中 的 公共 边 , 则 给 出 对 偶 图 中 连接 A 与 名 的 一 条 边 。 记 此 对 偶 
图 为 了。 

而 论证 全 也 是 一 个 图 , 且 丁 必 是 树 。 事实 上 ,着 古 内 有 图 ,由 条 件 (2) 知 ,这 个 圈 把 P 分 为 
两 块 ,每 块 至 少 含 一 个 顶点。 任何 分 属 这 两 块 的 顶点 要 相连 , 必 穿 过 这 个 圈 , 因 此 相连 的 楼 
不 能 全 在 中 ,这 与 的 连通 性 矛盾 。 所 以 本 是 树 。 有 v(T) 一 e(T)=1,v(T) 一 e(T)=1, 从 
而 v(T) 一 [CeCT) 十 e(D] 十 vC) 一 2, 但 由 构造 法 知 ,v(T) 一 ze(T) 十 e(F) 一 evv(T) 一 三 于 是 
有 v 一 e 一 f=2。 证 毕 。 

下 面 分 析 一 下 Euler 定理 的 实质 意义 。 

对 于 一 些 常见 的 多 面体 ,可 以 很 容易 地 建立 它 上 面 的 点 与 球面 上 点 的 一 一 对 应 关系 。 
例如 ,对 于 正四 面体 ,可 从 它 的 重心 向 一 个 包含 了 它 的 球面 投影 , 球 心 与 四 面体 重心 重合 。 这 
样 四 面体 的 各 面 映 为 球面 上 的 曲 边 三 角形 ,如 图 1. 11 所 示 。 


/i 
A (OO 


如 果 设 想 多 面体 是 橡皮 做 的 ,容易 想像 如 何 把 它 变形 为 球面 。 变 形 过 程 中 可 任意 拉 伸 、 
弯曲 ,但 不 能 撕 裂 ,也 不 能 把 不 同 的 点 粘 在 一 起 成 一 点 。 这 种 变形 就 是 所 谓 拓扑 变形 。 可 拓扑 
变形 互 变 的 图 形 称 为 拓扑 等 价 (或 同 胚 )。 后 面 我 们 将 给 出 拓扑 等 价 的 严格 定义 。 

现 若 多 面体 已 满足 Euler 定理 的 条 件 , 则 易 兄 忆 与 球面 拓扑 等 价 ;反之 , 若 P 拓扑 等 价 于 
球面 , 则 已 必 满 足 Euler 定理 的 条 件 。 所 以 , 若 多 面体 已 与 Q 都 与 球面 拓扑 等 价 , 则 Euler 定理 
对 P,Q 都 成 立 。 若 称 "一 e 十 / 为 多 面体 的 Euler 数 , 则 可 知 :与 球面 拓扑 等 价 的 多 面体 的 
Euler 数 都 是 2。 

图 1. 10 的 多 面体 则 不 然 , 它 与 环 面 拓扑 等 价 ,很 容易 想像 它 如 何 拓扑 变形 为 环 面 。 它 的 
Euler 数 是 0。 对 其 他 的 与 环 面 拓扑 等 价 的 多 面体 ,其 Euler 数 必 是 0。 一 般 地 ,有 下 列 基本 
结果 。 
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定理 1. 5.2 拓扑 等 价 的 多 面体 具有 相同 的 Euler 数 。 

这 一 定理 的 严格 证 明 牵 涉 到 拓扑 学 理论 中 很 深 的 内 容 ,此 处 从 略 。 这 一 结果 是 现代 
拓扑 学 的 重要 出 发 点 。 令 人 惊奇 之 处 在 于 , Euler 数 是 拓扑 不 变性 质 ,但 计算 它 所 用 的 顶点 
数 、 棱 数 与 面 数 ,都 不 是 在 拓扑 变形 下 不 变 的 东西 。 这 启发 人 们 去 探讨 在 拓扑 变形 下 不 变 的 其 
他 性 质 。 从 拓扑 学 观点 来 看 ,Euler 数 2 不 是 属于 某 个 多 面体 的 ,而 实质 上 是 属于 球面 的 。 


1.5.2 的 面 


拓扑 学 所 研究 的 是 空间 在 拓扑 变形 下 不 变 的 性 质 。 拓 扑 学 中 有 典型 意义 的 空间 是 
什么 呢 ? 

说 到 “空间 ", 人 们 习惯 于 把 实数 轴 , 复 平面 ,或 者 闭 区 间 上 全 体 连 续 实 函数 看 作 数学 意义 
上 的 空间 。 作 为 几何 学 范畴 的 拓扑 学 ,更 愿意 把 “空间 "概念 建立 在 n 维 空间 R" 直观 图 形 的 
背景 之 上 。 我 们 先 看 几 个 有 趣 的 空间 :平面 上 的 单位 圆周 ,单位 圆 盘 ; 图 1. 12 中 的 球面 、 环 面 、 
M6bius 带 、 穿 孔 双环 面 等 都 是 在 我 们 生活 的 三 维 空间 中 实际 存在 的 空间 曲面 。 


< 


(c) Mibius 带 


Di 
0 
3 


(a) 球面 (b) 环 面 


(qd) Klein 瓶 (e) 穿孔 双环 面 
图 1.12 曲 面 


不 易 想像 的 是 像 Klein 瓶 那 样 的 曲面 。 在 三 维 空间 中 , 它 必然 要 穿 破 自 己 的 瓶 壁 才能 
实现 。 但 从 抽象 空间 观点 看 ,只 要 在 四 维 空间 中 就 可 避免 这 点 。 正 如 在 平面 内 相交 的 两 条 直 
线 只 要 在 三 维 空间 中 稍稍 错开 即 可 如 免 相交 。 

然而 ,仅仅 依赖 于 欧 氏 空间 直观 是 危险 的 。 我 们 需要 以 某 种 抽象 的 方式 来 考虑 空间 概念 
和 曲面 概念 。 下 面 给 出 曲面 的 严格 表述 。 

设 是 两 个 欧 氏 空间 之 间 的 映射 ,/:R" 一 R"。/ 在 xzER" 连续 是 指 :对 任意 给 定 的 ec>0， 
存在 6>0, 使 当 上 | y 一 + <8 时 有 上 f(y) 一 f(z) <e。 若 /在 每 点 xzE R" 连续 , 称 / 为 
连续 映射 。 若 是 一 一 对 应 的 连续 映射 , 且 道 映射 广 :也 连续 , 称 三 为 一 个 同 厦 。 

R" 的 子 集 N 叫做 x 的 一 个 邻 域 ,如 果 有 实数 二 0, 使 得 以 zx 为 中 心 ,r 为 半径 的 团圆 球 
包含 在 N 内 。 

定义 1.5.1 设 S 是 欧 氏 空间 R" 的 子 集 , 若 S 的 每 一 点 有 同 胚 于 平面 Rz 的 邻 域 , 则 称 S 
为 欧 氏 空间 中 的 曲面 。 

曲面 的 每 一 点 有 同 胚 于 平面 的 邻 域 与 我 们 对 三 维 空间 中 曲面 的 直观 印象 相符 。 设 想 我 们 
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站 在 曲面 上 某 点 ,低头 看 脚下 不 远 的 地 方 ,会 觉得 自己 是 站 在 一 张 平面 上 。 地 球 表面 就 是 一 个 
很 好 的 例子 。 

我 们 现在 考虑 比较 好 的 一 类 曲面 , 即 所 谓 连 通 闭 曲面 。 球 面 、 环 面 .Klein 瓶 是 连通 闭 
曲面 ,而 Mbius 带 、 穿 孔 双环 面 、 平 面 都 不 是 闭 曲 面 。 确 切 地 说 ,我 们 要 考虑 的 是 紧 致 连通 
曲面 。 紧 致 性 与 连通 性 的 精确 定义 留 到 后 面 叙述 。 

如 果 限 于 考虑 这 些 闭 曲面 ,我 们 可 以 确切 地 说 出 这 样 的 曲面 在 拓扑 等 价 的 意义 上 共有 
多 少 , 即 可 对 它们 完全 拓扑 分 类 ,使 每 个 闭 曲面 必 属于 某 一 类 ,而 不 同类 的 曲面 必 不 同 三 。 

先 按 下 述 方式 造 出 一 些 闭 曲面 。 在 一 个 球面 
上 控 去 两 个 不 相交 的 圆 盘 ,然后 粘 补 上 一 个 圆柱 
面 ,使 圆柱 面 的 两 个 边界 贺 分 别 粘 到 球面 的 两 个 
圆 孔 边 缘 , 如 图 1. 13 所 示 。 这 一 过 程 称 为 “添加 
一 个 环 柄 ”到 球面 上 。 可 继续 这 一 步 又 添加 二 个 、 

三 个 ,以 至 任意 有 限 多 个 环 柄 到 球面 上 。 

通过 这 种 添加 环 柄 可 得 到 闭 曲 面 分 类 中 一 半 
类 别 的 闭 曲面 。 读 者 容易 看 出 添加 一 个 环 枉 的 则 大 天 帮 一 个 等 相 的 天宇 
球面 从 拓扑 等 价 意义 上 不 过 是 一 个 环 面 。 添 加 两 个 环 柄 的 球面 则 是 双环 面 。 

另 一 半 类 别 的 闭 曲面 是 像 Klein 瓶 那样 不 能 在 三 维 空间 实现 的 曲面 。 虽 然 不 易 想像 , 却 
可 按 添加 环 柄 类 似 方法 作出 。 对 球面 控 去 一 个 圆 盘 后 粘 上 一 个 M6bius 带 ,把 M6bius 带 的 
边界 (注意 这 个 边界 是 一 个 圆周 ) 粘 到 控 去 的 圆 孔 周 边 上 即 可 。 想 像 这 个 粘 合 是 在 四 维 空间 中 
进行 的 。 这 样 得 到 的 闭 曲 面 称 为 射影 平面 。 当 然 , 迹 一 手续 可 继续 到 挖 去 有 限 个 圆 盘 , 在 每 个 
洞 上 粘 上 Mabius 带 。 当 控 去 的 洞 为 两 个 时 ,得 到 的 正 是 Klein 瓶 。 

定理 1.5.3( 闭 曲面 分 类 定理 ) 任何 闭 曲面 或 者 同 胚 于 球面 ,或 者 同 胚 于 添加 了 有 限 多 个 
环 栖 的 球面 ,或 者 同 胚 于 添加 了 有 限 多 个 M6bius 带 的 球面 。 

这 一 定理 是 拓扑 学 中 最 漂亮 的 结果 之 一 ,其 证 明 已 超出 本 书 的 范围 , 故 从 略 。 

添加 了 个 环 柄 的 球面 称 为 亏 格 为 的 可 定向 曲面 。 可 定向 曲面 的 分 类 是 M6bius 
《1790 一 1868) 在 一 篇 为 申请 巴黎 科学 院 大 奖 所 写 的 论文 中 初次 提出 并 解决 的 。 


1.5.3 拓扑 空间 与 拓扑 基 


下 面 开始 引入 拓扑 空间 抽象 理论 的 基本 概念 ,并 介绍 它 的 最 初步 性 质 。 

在 维 空间 R" 上 ,连续 性 这 一 概念 是 通过 极限 语言 来 描述 的 。 而 极限 则 是 通过 开 集 
( 开 区 间 ) 和 邻 域 来 描述 的 。 我 们 可 循 此 抽象 出 拓扑 空间 概念 。 

定义 1.5.2 设 是 一 个 非 空 集合 ,7 是 X 的 一 些 子 集 为 元 素 组 成 的 集合 ,如 果 了 满足 
下 列 条 件 : 

(1) X,$EF, 

(2) 若 4,BE 丈 则 4 站 BE 克 

(3) 车厂 S 乞 则 Uaea AE 世 
则 称 8 为 X 上 一 个 拓扑 。 了 中 元 素 称 为 X 的 开 集 。X 连同 其 上 拓扑 了 一 起 称 为 一 个 拓扑 
空间 , 记 为 (X, 了 )。 当 X 上 的 拓扑 确 知 时 ,也 可 简 记 为 X。 

因此 , 简 言 之 ,拓扑 空间 就 是 在 其 上 定义 了 开 集 的 集合 。 由 上 述 定义 可 知 ,拓扑 空间 中 的 
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开 集 有 下 列 性 质 : 

(1) X 入 都 是 开 集 ; 

(2) 有 限 多 个 开 集 的 交 是 开 集 ; 

(3) 任意 多 个 开 集 的 并 是 开 集 。 

例 1.5.1 设 RR 为 实数 集 。R 的 子 集 A 如 果 满 足 条 件 :对 A 中 任意 一 点 z, 均 存在 一 个 
正 数 e 使 开 区 间 (z 一 e,z 十 e)SA, 则 称 A 为 开 集 。 令 9 一 {R 中 所 有 开 集 } , 易 验 证 93 是 R 上 的 
拓扑 。 这 个 拓扑 是 我 们 所 熟悉 的 , 称 之 为 R 上 的 欧 氏 度量 拓扑 。(R, 了 ) 简 称 为 实数 拓扑 空间 。 

例 1.5.2 设 R"=((aiyaz,…as)|aER,i 一 1,2,…,)}。R" 中 点 a 一 (ayaz,as) 和 


6=(b4vbr,… ob) 的 虐 离 14 一 6 | 二 | 2 (oa 一 6 , 令 9= (AS Re | 对 A 的 每 一 点 zx, 存在 


。 > 0 使 得 一 切 适合 | x 一 y |< 的 点 y 篆 在 A 中 ), 则 易 见 了 是 R*" 上 的 拓扑 .(R" ,9 ) 称 为 
nn 维 空间 ,有 时 就 简 记 为 R". 当 n= 2 和 3 时 ,了 就 是 平面 和 三 维 空间 中 通常 的 度量 拓扑 。 

例 1.5.3 设 X 为 非 空 集合 。 令 9 一 {X,O}, 即 了 中 只 有 X 和 人 两 个 元 素 。 易 见 7 满足 
定义 1.5.2 的 条 件 ,从 而 (X,7 ) 是 一 个 拓扑 空间 , 称 之 为 平庸 空间 。 平 庸 空间 只 有 两 个 开 集 : 
X 自身 和 空 集 人 。 

例 1.5.4 设 X 为 非 空 集 合 , 令 9 一 {X 的 所 有 子 集 } 一 25, 即 X 的 寡 集 合 , 则 易 见 了 是 
一 个 拓扑 。(X,7 ) 成 为 拓扑 空间 , 称 之 为 离散 空间 。 离 散 空间 中 每 个 子 集 都 是 开 集 。 

定义 1.5.3 设 (X,I ) 为 拓扑 空间 ,zEX。 如 果 USX, 使 得 有 一 个 包含 zx 的 开 集 VE 
U, 则 称 U 为 z 的 邻 域 。z 的 所 有 邻 域 所 成 集合 称 为 z 的 邻 域 系 。 

由 定义 1.5. 3 知 , 凡 包含 z 的 开 集 均 为 zx 的 邻 域 , 称 为 x 的 开 邻 域 。 

定义 1.5.4 设 (X, 了 ) 为 拓扑 空间 ,zEX,ASX。 如 果 工 的 每 个 邻 域 中 都 有 A 的 异 于 x 
的 点 , 则 称 x 为 A 的 极限 点 。 如 果 A 的 每 个 极限 点 都 属于 A , 则 称 A 为 闭 集 。 


例 1.5.5 设 愉 为 实数 空间 ，A= | 荆 |n 为 正 整数 |SR。z=0ER。0 的 任何 邻 域 U 必 


包含 一 个 开 区 间 ( 一 e,e) ,而 (一 e,e) 中 必 有 A 中 异 于 0 的 点 ,从 而 0 是 A 的 极限 点 。 这 个 极限 
点 不 属于 A, 故 A 不 是 闭 集 。 

定理 1.5.4 拓扑 空间 (X,9 ) 中 子 集 A 为 闭 集合 X 一 A 为 开 集 。 

证 设 A 为 闭 集 。 任 给 7EX 一 A, 有 zxz& A, 从 而 zz 不 是 A 的 极限 点 。 于 是 存在 zx 的 
邻 域 U 使 UNnA=@, 即 USX 一 A。 又 由 于 U 是 工 的 邻 域 ,有 含 z 的 开 集 VSEUCX 一 A。 
记 这 个 开 集 为 V,。 有 X-A= WV:. 于 是 X 一 A 表 为 一 族 开 集 的 并 ,从 而 是 开 集 。 

反之 , 设 X 一 A 为 开 集 , 则 对 任何 zEX 一 A,X 一 A 就 是 z 的 一 个 开 邻 域 ,而 这 个 开 邻 域 
中 没有 A 的 点 ,从 而 z 不 能 是 A 的 极限 点 , 即 A 的 极限 点 必 不 在 X 一 A 中 , 故 A 的 极限 点 皆 
在 A 中 。 即 得 A 是 闭 集 。 证 毕 。 

推论 设 (X,7 ) 为 拓扑 空间 , 则 有 

(1) X, 人 是 闭 集 ; 

(2) X 中 有 限 个 闭 集 的 并 是 闭 集 ; 

(3) X 中 任意 多 个 闭 集 的 交 是 闭 集 。 

证 ”由 集合 运算 律 门 A' 一 (UA) ,UA'=(mA) (参见 1.1.1) 和 一 A 二 A', 用 定理 1.5.4 
即 得 。 证 毕 。 
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例 1.5.6 实数 空间 R 的 闭 区 间 [a,6] 是 闭 集 。 这 是 因为 [a,b] 的 余 集 是 开 区 间 ( 一 co,a) 
和 (6, 十 cc), 从 而 是 开 集 。 平 庸 空间 中 每 一 个 真子 集 都 不 是 闭 集 也 不 是 开 集 。 离 散 空间 中 每 
一 个 子 集 都 是 闭 集 又 是 开 集 。 任 何 拓扑 空间 中 X 和 人 都 是 既 开 又 闭 的 子 集 。 

定义 1.5.5 设 (X, 了 ) 为 拓扑 空间 ,TEXX。 如 果 有 一 馈 zx 的 邻 域 4 ,使 得 对 每 个 z 的 邻 
域 U,V, 有 WE WU 使 得 WESUNYV, 则 称 人 为 zx 的 邻 域 基 。 

例 1.5.7 设 rt 为 实数 空间 R 的 任意 一 点 , 则 开 区 间 艇 人 = 


|( 吉 -二 ,上 二)|m=1,2,… | 成 为 ma 点 的 邻 域 基 。 事 实 上 ,对 任意 xu 的 邻 域 U,V, 必 存在 


n 


Hw 使 (= 二, +t)ev， (wt )ev. 取 W= (一 二 ,mn+ 寺 )， 其 中 


mh 
二 max{nonoj, 则 WE 有 WU, 且 WEUNV。 

我 们 知道 ,要 给 出 X 上 一 个 拓扑 ,就 要 在 X 上 定义 一 族 开 集 。 能 否 用 较 简单 一 些 的 方式 
定义 出 一 族 开 集 呢 ? 这 就 引出 拓扑 基 的 概念 。 

定义 1.5.6 设 (X,7 ) 为 拓扑 空间 ,3 和. 若 了 中 每 个 成 员 ( 即 X 的 每 一 开 集 ) 都 是 3 中 
某 些 成 员 的 并 , 则 称 多 为 拓扑 5 的 基 , 简 称 为 X 的 拓扑 基 。 

定理 1.5.5 设 儿 是 非 空 集合 X 上 一 族 子 集 ( 即 由 X 的 一 些 子 集 为 元 素 构 成 的 集合 ) 。 
若 满足 

(1) X= UsesB, 

(2) 对 Bi,B, E38,r€E BiNB,, 存 在 W,E3 使 TEW, 忆 Bi 由 B,， 

则 多 必 是 X 上 惟一 的 拓扑 了 的 基 , 这 个 拓扑 就 是 I={A| 3F4 刁 3 使 A= UbesB}。 

反之 , 若 乡 是 某 个 拓扑 的 基 , 则 多 必 满 足 条 件 (1),(2) 。 

证 当 甸 满足 条 件 (1),(2) 时 ,可 根据 拓扑 的 定义 按部就班 地 证 明 了 是 一 个 拓扑 。 若 7 
也 是 一 个 以 多 为 基 的 拓扑 , 则 对 每 个 AE 3’,A 必 是 马 中 某 些 成 员 之 并 ,从 而 AE 57, 于 是 
TCF。 又 由 于 3C7', 故 车 AE ,A 必 是 加 中 某 些 成 员 ( 从 而 也 是 7 的 菜 些 成 员 ) 之 并 , 故 
AEI', 又 得 E89。 这样 3=9。 因 而 7 是 XX 中 惟一 一 个 以 9 为 基 的 拓扑 。 

反之 , 若 已 知 X 上 的 拓扑 了 ,而 全 是 了 "的 基 , 则 XE3" ,从 而 XX 是 儿 中 成 员 之 并 ;但 8 
的 所 有 成 员 都 在 X 中 , 即 得 X= UaeyB。 再 若 B ,BES,zrEBi 门 B,, 则 Bi 门 BE 了 ,从 而 
Bi 站 B, 是 儿 中 成 员 之 并 。 这 样 必 有 一 个 W.E FB 使 TEW,SBi 几 B,, 即 8 必 满 足 条 件 (1)， 
(2)。 证 毕 。 

。 这 一 定理 告诉 我 们 ,拓扑 可 以 由 它 的 基 惟一 决定 。 我 们 只 要 给 出 了 一 个 满足 上 述 定理 中 
条 件 (1),(2) 的 集 徐 ,就 给 出 了 一 个 拓扑 基 , 也 就 给 出 了 一 个 拓扑 。 

例 1.5.8 若 拓扑 空间 (X,7 ) 的 每 点 都 有 邻 域 基 , 则 全 部 邻 域 基 之 并 成 为 X 的 拓扑 
基 。 因 为 对 每 个 开 集 AE .rE A, 由 于 A 和 X 都 是 z 的 邻 域 , 故 有 z 的 邻 域 U,Eq,(z 的 
邻 域 基 ) 且 U,SCANX=A。 令 A'==UseaU,, 则 A'CSA。 但 又 显然 4' 二 A, 故 A 二 A, 即 A 是 
邻 域 基 中 成 员 的 并 。 


例 1.5.9 实数 空间 R 中 | (z 一 去,z+ 二 )|=E Rn=1,2，"| 成 为 拓扑 基 。 荔 ' 一 
{R 中 所 有 开 区 间 } 之 和 ,从 而 由 拓扑 基 定 义 知 3 也 成 为 拓扑 基 。 一 般 地 ,在 拓扑 空间 R" 中 ， 
2- |8(= 全 |=sR ,n=1,2,…] 成 为 拓扑 基 , 其 中 B (x 二) 一 {sly-z1< 放 }。 当然 


第 一 章 ” 近 世代 数 与 拓扑 43 


纪 ' 一 {R" 中 所 有 n 维 开 球体 } 二 3, 从 而 3 也 是 R" 的 拓扑 基 。 
1.5.4 连续 映 待 与 同 胚 


集合 X 上 有 了 拓扑 \ 开 集 、. 闭 集 、 邻 域 等 概念 之 后 ,我 们 可 以 着 手 讨 论 映射 的 连续 性 了 。 

定义 1.5.7 设 (X,7,) 和 (Y,9:) 是 两 个 拓扑 空间 。 我 们 简 记 为 X 和 Y。 若 /:X 一 Y 是 
映射 且 满 足 ;Y 中 任何 开 集 U 的 原 像 /“'(U) 都 是 X 的 开 集 , 则 称 为 X 到 Y 的 连续 映射 。 

设 zxEX, 则 f(zo)EY。 车 f(z。) 在 Y 中 的 任何 邻 域 W 的 原 像 /1'(W) 均 为 zo 在 X 中 
的 邻 域 , 则 称 映射 了 在 x。 点 连续 。 

我 们 来 给 出 连续 映射 的 一 些 判别 条 件 。 

定理 1.5.6 设 /:X->Y 是 拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 Y 的 映射 , 则 下 列 条 件 等 价 : 

(1) 是 连续 映射 

(2) Y 的 任何 闭 集 F 的 原 像 /“'(F) 是 XX 的 闭 集 ; 

《3) Y 的 拓扑 基 多 的 任 一 成 员 B 的 原 像 广 :(B) 是 X 的 开 集 ; 

(4) /在 每 一 点 x+EX 处 都 是 连续 的 。 

证 (1)=>(2) 设 下 为 了 的 闭 集 , 则 已 =Y 一 下 为 开 集 ,从 而 广 :(F) = 广 :(Y 一 PE) 为 
开 集 。 我 们 证 明 广 :(Y 一 下 = 广 !( 思 ) 一 广 :(F)=X 一 广 :(F)。 事 实 上 有 ze 广 !(Y 一 下 ) 全 
jz)EY 一 FF(z)EY 且 J(z)EFBzE 太 (7Y) 且 zE& 广 :(F)eze 广 (Y) 一 广 (F)。 
显 见 X= 广 :(Y)。 这 样 就 证 明了 广 '(F) 为 X 中 闭 集 。 

完全 类 似 可 证 (2) 一 (1) 。 

(1) 过 (3) 由 于 允 中 成 员 B 为 开 集 ,从 而 广 '(B) 为 X 的 开 集 。 

(3) 一 (1) 设 A 为 开 集 , 则 有 多 ,多 使 A=Uses,B。 而 广 '(4)= Uses 广 :(B)(zE 
f(AMSf (EASGIBED:/( EBSIBE BrEf!'(B)OrE Une 广 !(B))。 于 是 
广 '(4) 是 一 族 开 集 之 并 ,从 而 为 开 集 。 

(UD=(4) 设 zEX,W 为 F(z) 在 Y 中 的 邻 域 , 则 有 Y 的 开 集 W “使 F(z)EW' 三 W。 
而 广 :(W“) 为 X 的 开 集 , 且 zeE /CW ) 王 广 :(W), 故 广 :(W) 为 z 的 邻 域 , 即 三 在 z 点 连续 。 

(4) 过 (1) 设 A 为 Y 的 开 集 。 对 每 个 zEf-'(A) 有 f(z)EA, 从 而 A 是 (zx) 的 邻 域 。 
这 样 有 /“'(A) 为 的 邻 域 , 即 有 开 集 U. 导 广 '(A),zEU,。 于 是 广 :(A)=UsermwU: 是 
开 集 的 并 ,从 而 是 开 集 。 证 毕 。 

定理 1.5.7 j:X-~Y 在 ze 处 连续 铺 对 F(zo) 的 邻 域 基 的 成 员 Urs, 广 :(Urs ) 是 zz。 
的 邻 域 。 

证 定理 的 “>” 部 分 是 显然 的 。 现 证 “<=” 部 分 。 设 W 是 F(zo) 的 邻 域 , 则 存在 邻 域 基 中 
成 员 U 使 USW,f(z,)EU。 而 广 *(W) 忆 /7(U), 由 于 广 1(U) 是 zz 的 邻 域 , 故 广 :(W) 也 
是 z 的 邻 域 。 证 毕 。 

定义 1.5.8 设 X,Y 为 拓扑 空间 , 若 f:XY 为 一 一 对 应 , 且 f 和 f-' 都 是 连续 映射 , 则 
称 了 为 X 到 了 的 同 古 。 

车 /:XY 为 一 一 对 应 , 则 广 ' :YX 存在 。 但 f 连续 时 广 :未 必 连 续 。 我 们 说 X 与 了 
同 胚 不 仅 要 求 有 一 个 X 到 Y 的 一 一 对 应 ,还 要 求 了 和 三: 都 是 连续 映射 。 直 接 从 定义 易 见 ， 
车 /为 同 胚 , 则 广 :也 是 同 胚 。 

例 1.5.10 设 R 为 实数 空间 。/f:R 一 R 为 通常 的 一 元 函数 : YxER,f(z) 二 yE R, 则 
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> 一 /(z) 在 通常 函数 意义 上 于 z, 点 连续 号 作为 实数 拓扑 空间 R 到 R 的 映射 在 ze 点 连续 。 
事实 上 ,由 于 | (% 一直, 十 吉 ) + 一 1,2,…] 是 yo 一 (zo) 的 邻 城 基 , 按 高 等 数学 中 函数 


?一 7(Cz) 在 za 连续 的 定义 ,对 二 必 有 6>0 使 当 0<1z 一 zo1<6 时 |/(z) 一 |< 十。 这 就 是 
说 ,fzo 一 80 十) (3 一 二 ,x6 二 十 ), 亦 即 广 !(( 关 一 二 ,二 二)) 二 (mm 一 5m 二 9， 
即 广 ( (一 二, 十 十) ) 是 zs 的 邻 域 。 由 定理 1. 5.7 得 了 是 在 z。 连续 的 拓扑 空间 映射 。 
反之 , 车 对 任何 mw 广 : ((%m 一 二 ,x+ 二 )) 是 z。 的 邻 域 , 则 存在 &% > 0 使 


n 


让 ((% 一 二 ,y+ 二 )) 忆 asast8 Ds 即 fzo 一 .z+6.)S(% 一 十 ,yo 十 十 )。 这 
就 是 说 ,0<1z 一 zo1 < 时 ,|f(z) 一 yo | 一 站。 现 着 任 给 。>0, 必 存在 使 上 <e。 取 6=6,， 


则 0<|z 一 zl<8 时 ,|/(z) 一 go| 二 站 <e, 即 /Cz) 按 高 等 数学 中 连续 的 意义 在 x 处 连续 。 
上 例 说 明 ,一 般 拓扑 空间 中 连续 映射 的 概念 是 实数 集 上 和 连续 函数 概念 的 抽象 化 。 
例 1.5.11 令 X= (一 去 , 吉 )， 即 实数 轴 上 从 一 亏 到 芝 的 开 区 间 。R 是 实数 空间 。 定 义 


X 上 拓扑 了 二 {ANXIAE 外, 即 R 中 开 集 与 X 的 交 定 义 为 X 的 开 集 , 则 及 与 X 同 胚 。 事 实 
上 ,f:X 一 R,r*tan 工 是 一 个 一 一 对 应 ,其 逆 映 射 为 广 : :R 一 X,y-~arctan y。f 和 f-' 均 是 
连续 函数 , 例 1. 5. 10 已 说 明 连 续 函 数 与 连续 映射 是 一 回 事 , 从 而 f 为 同 胚 。 


拓扑 空间 X 与 了 同 胚 的 意思 是 :X 可 
通过 “连续 的 "变化 变 到 Y(Y 也 可 “连续 地 ” A 


变 到 X)。 同 胚 的 空间 当然 有 许多 共同 的 


特征 ( 称 为 同 胚 不 变量 )。 如 何 确 定 空间 的 入 
同 胚 或 不 同 胚 ,以 及 对 同 胚 不 变量 进行 研 
究 , 是 拓扑 学 的 主要 任务 。 我 们 在 此 指出 
《而 不 证 明 ? 几 对 同 胚 或 不 同 胚 的 空间 ,使 读 


者 疯 鹏 一 班 。 图 1.14 球面 与 平面 同 且 


(1) 去 掉 一 点 的 球面 与 平面 同 胚 ,如 图 1. 14 所 示 。 
(2) 环 带 与 M6bius 带 不 同 胚 ,如 图 1. 15 所 示 。 


Wy 
Ce 


图 1.15 环 面 与 Mibius 带 不 同 胚 


(3) 环 面 与 球面 不 同 胚 ,如 图 1. 16 所 示 。 
(4) 带 一 个 柄 的 球面 与 双环 面 不 同 胚 ,如 图 1. 17 所 示 。 
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图 1.16 环 面 与 球面 不 同 胚 
图 1.17 带 一 个 柄 球面 与 双环 面 不 同 压 


1.5.5 了 于 空间 、 积 空间 


设 (X,7 ) 为 拓扑 空间 。 若 Y 为 X 的 子 集 ,Y 中 是 否 能 够 定义 某 种 拓扑 7 使 得 它 与 X 的 
拓扑 了 有 很 自然 的 “继承 "关系 呢 ? 这 就 引出 子 空间 的 概念 。 

首先 我 们 指出 ,车 Y 是 拓扑 空间 (X,7 ) 的 非 空子 集 , 令 9={4nYlIAE 引 , 则 9 成 为 了 
上 的 拓扑 (这 容易 从 拓扑 定义 及 集合 运算 律 直接 验证 ) 。 

定义 1.5.9 设 (X,9 ) 为 拓扑 空间 。 了 是 X 的 非 空子 集 , 和 ={AnYI1AE 引 , 则 (Y, 7 ) 
称 为 (X,9 ) 的 拓扑 子 空间 。 纪 称 为 Y 上 由 了 诱导 的 子 拓扑 。 

以 后 我 们 说 Y 是 X 的 拓扑 子 空间 ,就 是 指 Y 上 具有 XX 的 拓扑 了 诱导 的 拓扑 ,而 不 另 加 
说 明 。 

定理 1.5.8 设立 是 拓扑 空间 X 的 拓扑 子 空间 , 则 有 

(1)A 为 Y 中 开 集 所 存在 X 的 开 集 4 “使 A=YmA4' 

(2) B 为 Y 中 闭 集 号 存在 X 的 闭 集 B' 使 B=YNNB'; 

《3) 若 允 为 X 的 拓扑 基 , 则 多 "二 1BNY|BE 93) 为 Y 的 拓扑 基 ; 

(4) 设 rxEYSX, 若 4 为 z 在 X 中 的 邻 域 基 , 则 YU,=1UNYIUE YU,} 为 z 在 Y 中 的 
邻 域 基 。 

证 (1) 按 拓 扑 子 空间 定义 直接 得 到 。 

(2) B 为 Y 中 闭 集 GGY 一 B 为 Y 中 开 集 全 存在 X 的 开 集 A "使 了 门 A"=Y 一 B 所 存在 X 的 
闭 集 B' 使 A’'=X 一 B', 从 而 YN (X 一 B=Y 一 BY 一 YNB'=Y 一 BSYNB’=B。 

(3) 任 给 Y 的 开 集 A, 有 XX 的 开 集 A' 使 A=Y 门 A', 而 存在 3,2 使 A' 二 Uses,B, 从 而 
A=YNA'’=YN (Uses,B)=Uses, (YNB), 故 3 二 {YN BIBE 2) 是 Y 的 拓扑 基 。 

(4) 与 (3) 的 证 明 完全 类 似 。 证 毕 。 
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例 1.5.12 二 维 哆 氏 空间 (R? ,7 了) 的 子 集 Y=={(z,y)1z 十 y= 二 1) 是 平面 上 一 个 圆周 。 
它 作为 R* 的 子 空间 具有 由 了 诱导 的 拓扑 。 易 见 Y 中 每 点 (z,y) 的 邻 域 基 的 成 员 都 是 圆周 上 
以 (zy) 为 中 心 的 一 段 圆 绝 (不 包括 端点 ) 。 类 似 地 ,三 维 空间 R’ 的 子 集 了 一 1{(z,y,z)|z 十 
六 十 2 二 1} 是 空间 中 的 球面 , 它 成 为 R; 的 子 空 间 。 其 中 每 点 (z,y,z) 的 邻 域 基 的 成 员 是 球面 
上 以 该 点 为 中 心 的 球形 面 。 

设 (X,71),(Y,5,) 是 两 个 拓扑 空间 ,集合 六 与 了 的 笛 卡 儿 积 久 XY 上 是 否 也 有 相应 的 
拓扑 结构 呢 ? 我 们 自然 会 想到 ,X 中 的 开 集 U 与 Y 中 开 集 V 的 笛 卡 儿 积 UXV 应 该 是 XXY 
的 开 集 。 那 么 可 否定 义 5= {UXVIUE 有 ,VE55) 为 XXY 的 拓扑 呢 ? 下 面 定理 将 给 出 回答 。 

定理 1.5.9 设 (X,7,),(Y,7:) 为 拓扑 空间 , 则 XXY 上 的 子 集 簇 3= {UXV1IUE 了 9,， 
VE 7,) 一 般 不 构成 XXY 的 拓扑 ,而 构成 XXY 上 的 拓扑 基 。 

证 一 般 来 说 多 不 满足 定义 1.5.2 中 的 第 (3) 条 。 例 如 在 RXR 中 ,{(0,1)x(0,1)}U 
{(1,2)X(1,2)} 是 平面 上 两 个 ( 开 ) 正 方形 ,没有 公共 边 ,但 有 一 个 公共 顶点 相 接 于 (1,1) 处 ， 
从 而 使 它 不 能 表 为 UXV 的 形式 , 故 不 属于 有。 但 容易 验证 ( 按 定理 1. 5. 5) 多 是 一 个 拓扑 基 ， 
且 由 定理 1.5,5 知 ,在 XXY 上 有 惟一 一 个 拓扑 以 3 为 基 。 证 毕 。 

定义 1.5.10 设 (X,I,),(Y,I:) 为 拓扑 空间 , 则 称 XXY 上 以 B= {UXxViUE J， 
VE5:) 为 基 的 拓扑 9 为 积 拓扑 。(XXY,9 ) 称 为 X 与 Y 的 拓扑 积 空间 。 在 不 会 混淆 时 简称 
为 积 空间 。 

定理 1.5.10 设 X=X,XX, 是 Xi,X: 积 空间 ,全 ,, 马 :是 Xi ,X* 的 拓扑 基 , 则 名 ”= 
{BXB,|B, E33,,B,E 多,) 是 X 的 拓扑 基 。 

证 由 积 拓 扑 定义 知 ,多 = (U, XU; |1U, EF,,U; E57,) 是 X 的 拓扑 基 , 从 而 每 一 开 集 可 
表 为 多 中 成 员 的 并 。 而 3 中 每 一 成 员 U, XU 必 可 表 为 2' 中 成 员 的 并 :U, = Ua ew, Bi,U,= 
Uaes, Bs ,其 中 多 CF, 有 F',CF,。 从 而 有 

U, XU: =(Us er, Bi)X (Us,es,B:)= 
Ua es.mes, (B, x B:) 
其 中 ,最 后 一 个 等 式 的 证 明 是 直接 的 。 这 样 ,X 的 每 一 开 集 可 表 为 3 中 成 员 的 并 , 故 9 是 X 
的 拓扑 基 。 

例 1.5.13 实数 空间 R 有 一 个 拓扑 基 由 所 有 开 区 间 构 成 (参见 例 1. 5. 9), 从 而 实数 平面 
R* 二 RXR 作为 积 空间 ,其 拓扑 基 由 所 有 开 和 矩形 (a ,6b,) X (az ,b,) 构 成 。 

对 于 有 限 多 个 拓扑 空间 (Xi ,7, ),(X: ,9z),…，,(X,,I,), 其 积 空间 X X XX… XX, 上 
的 拓扑 可 以 完全 类 似 的 方式 描述 和 定义 , 即 9= {U, XU X… XU,|U,E9,,i=1,2,.…,n)} 
成 为 积 拓扑 了 的 基 。 


1.6 拓扑 空间 基本 性 质 


本 节 我 们 讨论 拓扑 空间 的 几 种 基本 性 质 :连通 性 、 分 离 性 和 紧 致 性 。 
1.6.1 拓扑 宝 间 的 连通 性 


定义 1.6.1 设 X 为 拓扑 空间 。 如 果 存 在 X 的 非 空前 集 A,B 使 ANB=@,AUB=X， 
称 X 为 不 连通 空间 。 如 果 X 不 能 分 为 两 个 不 交 的 非 空 闭 集 之 并 , 则 称 X 为 连通 空间 。 
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定理 1.6.1 设 X 为 拓扑 空间 , 则 下 列 条 件 等 价 

(1) X 为 不 连通 空间 ; 

(2) 存在 X 中 非 空 开 集 4,B, 使 A 门 B= 亿 ,4AUB=X; 

(3) X 中 存在 既 开 又 闭 的 非 空 真子 集 。 

证 (1)=>(2) 设 久 不 连通 , 则 存在 闭 集 A,B 使 ANMB= 儿 ,AUB=X。 令 A’=X 一 A， 

三 X 一 B, 则 A’,B' 为 开 集 , 且 A 由 B'=(X 一 A)Nn(X 一 B)=X 一 (AUB)=@,A'UB'’= 
X—(ANB)=X 

(2) 一 (3) ”由 于 A,B 稍为 非 空 不 交 开 集 , 且 AUB=X, 故 B=X 一 A 为 闭 集 ,从 而 B 是 
既 开 又 闭 的 非 空 真子 集 。 

(3) 一 (1) 设 如 为 既 开 又 闭 的 非 空 真子 集 , 则 A=X 一 B 也 是 既 开 又 闭 的 非 空 真子 集 , 且 
有 AnB= 纪 ,AUB=X, 故 X 不 连通 。 证 毕 。 

例 1.6.1 平庸 空间 是 连通 空间 ,因为 它 没有 既 开 又 闭 的 非 空 真子 集 。 离 散 空间 是 
不 连通 空间 , 它 的 每 一 子 集 都 是 既 开 且 闭 的 。 

例 1.6.2 实数 空间 R 是 连通 空间 。 事 实 上 ,如 果 有 A,B 是 R 的 既 开 又 闭 非 空 真子 集 且 
AmnB= 亿 ,AUB=R, 任 取 aEA,bEB, 则 a 天 6。 不 妨 假设 <b。 令 A'=Anmn[a,o],B'= 
BN[a,b]。A' 有 上 界 5, 故 有 上 确 界 , 设 为 。 由 于 4 为 闭 集 , 所 以 六 EA'SA。 因 而 以 < 
并 且 (&,6]SB'。 由 于 B' 为 闭 集 ,所 以 [5 ,6]SB', 于 是 bEANB, 此 与 AN B= 矛盾 。 故 
R 必 是 连通 空间 。 

定义 1.6.2 设 Y 为 拓扑 空间 X 的 非 空子 集 。 若 Y 作为 X 的 子 空间 是 连通 的 , 则 称 Y 
为 X 的 连通 子 集 ; 否 则 称 为 不 连通 子 集 。 

例 1.6.3 设 X=R,Y=[0,1]U[2,3], 则 易 见 [0,1] 和 [2,3] 都 是 Y 的 闭 集 ( 按 子 拓扑 
定义 ), 从 而 Y 是 不 连通 空间 , 即 Y 是 R 的 不 连通 子 集 。 

上 例 说 明 连 通 性 是 不 能 “遗传 "给 子 空间 的 。 当 X 连通 时 ,其 子 空间 可 能 连通 也 可 能 
不 连通 。 然 而 连通 性 是 同 胚 不 变性 质 , 即 有 下 列 定理 。 

定理 1.6.2 设 /:X->Y 是 拓扑 空间 的 连续 映射 , 且 三 是 同 胚 。 若 X 是 连通 空间 , 则 了 
也 是 连通 空间 。 

证 设 Y 不 连通 , 则 Y=AUB, 且 ANB=@,A,B 是 Y 的 既 开 又 闭 非 空 真子 集 。 于 是 
三 (4), 广 '(B) 是 X 的 既 开 又 闭 子 集 。f"'(A)Uf'(B)=/"'1(AUB)=X. /1(A)N 
让"(B)==/'(ANB)=@, 且 显然 广 :(4) , 广 (B) 是 非 空 真子 集 。 这 与 X 连通 矛盾 。 证 毕 。 

拓扑 空间 连通 性 也 是 有 限 可 积 性 质 , 即 连通 空间 的 积 空间 仍 为 连通 空间 。 

定理 1.6.3 设 Xi ,Xs 为 连通 空间 , 则 积 空间 X, XX, 为 连通 空间 。 

证 设 z=(zi'zz),y 一 (yz) 是 XXX: 中 任意 两 点 。 由 于 X, XX, 的 子 集 {zi) XX， 
和 Xi X (32 } 分 别 与 Xz,X;, 同 胚 , 故 它们 都 是 X, XX, 的 连通 子 集 。 由 于 {zi } XX 与 X X 
{2z /有 公共 点 (zi ,yz) ,从 而 它们 的 并 Y 是 连通 子 集 (习题 20)。 这 样 ,对 任何 z,yE Xi X X。 
均 有 Xi X X* 的 连通 子 集 Y,,, 使 z,yEY,.,。 现 若 X, X X: 不 连通 , 则 X， 人 
A,B 是 既 开 且 闭 的 非 空 不 交 真 子 集 。 取 zxE A,yE B, 有 xz,yEY,, 而 Y,, 连 通 。 但 六,、 
(ANY,.)UCBNY,,)=Y,UY,, 从 而 Y,,Y, 是 tide 此 与 
连通 矛盾 。 故 X, XX; 必 连 通 。 证 毕 。 

例 1.6.4 ? 维 空间 R" 是 连通 空间 。 因 为 由 定理 1. 6. 3 知 ,Rz 一 RXR 连通 ,从 而 R: 一 


48 现代 数学 基础 


R: XR 连通 ,由 简单 归纳 知 R"=R"' XR 连通 。 但 R: 中 两 个 开 圆 盘 S, 二 {7,y|z 十 y <<1,z， 
yER} 与 S:=((z,y)|z: 十 (? 一 2)2<1,z,yER} 之 并 Y 一 SUS;: 是 R* 的 不 连通 的 子 空间 
(可 按 子 拓扑 定义 直接 验证 S, ,S, 是 Y 的 既 开 又 闭 的 真子 集 )。 若 S: 一 {(z,y)| 王 十 (3 一 3 六 
<1,z,yER}, 则 Y'=S, US? 更 不 连通 的 。Y 的 不 连通 性 与 通常 直观 更 为 贴近 ( 见 图 1. 18) 。 

例 1.6.5 实数 空间 R 去 掉 原点 所 得 子 集 
X=R 一 {0} 作 为 子 空 间 是 不 连通 空间 (( 一 c2,0) 
是 X 的 既 开 又 闭 的 非 空 真 子 集 )。 但 平面 R' 去 
掉 原点 所 得 子 集 Y=R? 一 {(0,0)} 作 为 子 空间 是 
连通 的 。 事 实 上 ,由 定理 1. 6. 3 的 证 明知 ,对 了 
中 任意 两 点 xz,y 必 有 了 的 连通 子 集 Y,., 使 x， 
yEY,,, 从 而 Y 必 是 连通 空间 。 从 直观 上 看 ,R* 
被 挖 去 一 点 后 并 没有 被 据 成 两 半 , 而 R 被 挖 去 
一 点 后 就 被 * 撕 ”成 两 半 了 。 

例 1.6.6 平面 R: 与 实数 空间 R 不 同 胚 。 了 
因为 如 果 f:R* 一 R 是 一 个 同 胚 , 令 了 = R: 一 
{C0,0)), 则 限制 在 Y 上 后 仍 是 Y 到 f(Y) 的 py 
同 胚 ,其 中 f/(Y) =R 一 {f(0,0)}。 由 例 1. 6.4 
知 Y 是 连通 空间 ,而 /(Y) 为 不 连通 空间 ,这 与 1 YY 
定理 1.6.2 矛盾 ,从 而 R 与 R 必 不 同 胚 。 这 是 
利用 同 胚 不 变量 判断 空间 是 否 同 胚 的 第 一 个 
实例 。 


1.6.2 拓扑 空间 的 分 离 性 公理 


拓扑 空间 上 的 拓扑 结构 当然 影响 着 点 之 间 的 联系 (例如 点 列 的 收敛 性 ) 。 适 合 某 些 公理 的 
拓扑 空间 在 这 方面 将 会 有 较 好 的 行为 。 这 些 公理 我 们 称 之 为 分 离 性 公理 。 我 们 在 这 里 着 重 
介绍 “Hausdorff 空间 ”。 

定义 1.6.3 设 X 为 拓扑 空间 。{zili=1,2,…}CSX 称 为 X 中 的 序列 。 若 对 点 xEX 的 
每 一 邻 域 U 皆 存 在 自然 数 M 使 ?>M 时 z,EU, 称 为 序列 {z,} 的 极限 。 当 序列 {zi} 有 极限 
工时 称 序列 {zx,) 为 收 钱 序列 。 此 时 也 说 序列 {zx;} 收 伍 于 x。 

定义 1.6.4 设 X 为 拓扑 空间 。 若 X 的 任 两 个 不 同 点 都 有 不 交 的 开 邻 域 ( 即 Yz,yEX， 
z 天 y,3U,VEI 使 rxEU,yEV 且 Unv= 引 ), 则 称 X 为 Hausdorff 空间 。 

例 1.6.7 多 于 一 个 点 的 平庸 空间 不 是 Hausdorff 空间 ,因为 除了 空 集 外 只 有 X 本 身 是 
开 集 ,从 而 两 个 不 同 点 不 能 有 不 相交 的 开 邻 域 。 离 散 空间 是 Hausdorff 空间 ,因为 每 个 点 x 


本 身 就 是 它 的 一 个 开 邻 域 。 实 数 空间 R 是 Hausdorff 空间 ,因为 Yz,yER, 取 e= 二 1z 一 y|， 


则 (z 一 ez 十 6) 与 (? 一 ey 十 e) 就 是 =, 的 不 相交 的 开 邻 域 。 

例 1.6.8 设 X={ 全 体 实数 }。 定 义 拓扑 5={A1ACX,X 一 A 为 有 限 集 }U {@@)。 易 验 
证 它 是 一 个 拓扑 , 称 为 全 有 限 拓扑 。 在 这 个 拓扑 中 , 任 两 个 非 空 开 集 都 相交 : VU,V € 7， 
X 一 U,X 一 V 篆 为 有 限 集 ,从 而 XX 一 (UNV)=(X 一 U)U(X 一 V) 仍 有 限 , 故 UNYV 不 能 是 


图 1.18 子 集 连 通 性 
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空 集 。 于 是 ,X 不 是 Hausdorff 空间 。 

定理 1.6.4 Hausdorff 空间 中 收敛 序 列 只 有 一 个 极限 点 。 

证 设 X 为 Hausdorff 空间 。{zi}SX 为 收敛 序列 。 若 y, 关 y: 篆 为 极限 点 , 则 有 开 邻 域 
U,V 使 UNV=@, 且 xEU,yEV。 由 序列 收敛 定义 ,有 Ni 使 i>Ni 时 zx,EU; 又 有 N; 使 
i>Ns 时 ziEV。 于 是 i>Ni 十 Ns 时 ziEUUV, 此 与 UNV=O 蔬 盾 。 故 必 有 二 y:。 证 毕 。 

如 果 XX 不 是 Hausdorff 空间 , 则 收敛 序列 可 能 不 止 一 个 极限 点 。 

例 1.6.9 设 (X,7 ) 为 实数 集 的 余 有 限 拓扑 ,例如 1. 6. 8。 令 zx 二 1/i。 我 们 断言 ,序列 
{zi} 在 {X, 分 中 收敛 于 任何 一 点 。 设 xz。 EX 为 任意 一 点 ,U 是 任意 一 个 含 x。 的 开 集 , 则 X 一 U 
是 有 限 集 。 设 X 一 U 含 N 个 元 素 , 那 么 序列 {zi} 至 多 有 N 个 元 素 在 X 一 避 中 。 可 取 M 使 
i>M 时 zi&X-U, 即 i>M 时 zx,EU。 这 证 明了 z。 是 {zi} 的 极限 点 。 

下 一 定理 说 明 , Hausdorff 性 质 是 同 胚 不 变 的 、 可 遗传 的 及 有 限 可 积 的 性 质 。 

定理 1.6.5 设 X 为 Hausdorff 空间 , 则 

(1) 车 Y 与 X 同 胚 , 则 Y 也 是 Hausdorff 空间 ; 

(2) 车 Y 是 X 的 子 空间 , 则 Y 也 是 Hausdorff 空间 ; 

(3) 车 Y 是 Hausdorff 空间 , 则 XXY 也 是 Hausdorff 空间 。 

证 .(1) 设 /;:XY 为 同 胚 映射 ,yi 隆 y:EY, 则 f"'(y1) 关 f"'(y:), 从 而 在 XX 中 存在 
广 (0) 广 (y) 的 不 交 开 邻 域 U ,Us:。 但 广 :也 是 连续 的 , 故 f(U,),f(U,) 是 yy ,ys 在 Y 中 
的 不 交 开 邻 域 , 即 得 了 是 Hausdorff 空间 。 

(2) 设 天 y EYESEX, 则 yy 在 X 中 有 不 交 开 邻 域 U,V。 而 UNY.VNY 是 y,,y; 在 
Y 中 的 不 交 开 邻 域 ,从 而 Y 作为 子 空间 是 Hausdorff 的 。 

(3) 设 (zi 天 (za)EXXY, 则 Zi 天 zz 或 四 天 ys 。 不 妨 设 zi 天 zs ,于 是 riyzs 在 
中 有 不 交 开 邻 域 U,V; 从 而 UXY,VXY 是 (zym),(zr,y) 在 XXxY 中 的 不 交 开 邻 域 。 
证 毕 。 


1.6.3 拓扑 空间 的 紧 致 性 


定义 1.6.5 设 X 为 拓扑 空间 。 若 和 是 X 中 的 一 氮 开 集 , 使 得 X= UvesU, 则 称 贱 为 X 
的 一 个 开 覆 盖 。 若 CW 且 X= Uves,U, 称 %, 为 勾 的 子 覆盖 。 

在 实数 空间 上 有 著名 的 Borel 米 盖 定理 :R 的 子 集 Y 为 有 界 闭 集 SY 的 任 一 开 覆 盖 有 
有 限 子 覆盖 。 我 们 现 对 一 般 拓扑 空间 来 描述 类 似 的 性 质 。 

定义 1.6.6 设 X 为 拓扑 空间 。 若 X 的 每 一 开 覆 盖 都 有 有 限 子 覆盖 , 称 X 为 紧 致 空间 
(简称 紧 空 间 ) 。 若 Y 作为 X 的 子 空间 是 紧 空间 , 称 Y 为 X 的 紧 子 集 。 

定理 1.6.6 拓扑 空间 X 的 子 集 Y 为 紧 子 集 SY 的 任 一 由 X 的 开 集 构成 的 开 覆 盖 都 有 
有 限 子 覆盖 。 

证 “=>”, 设 .4 是 X 的 开 集 乌 , 且 UsesAY, 则 Uses(ANY)=Y 且 w={ANYIAE 
0 是 Y 的 开 集 筷 ,从 而 4' 有 有 限 子 集 和 ,使 Uwew,(A')=Y, 其 中 A'=ANY. 邻 4= 
{A1ANYE 4',)}, 则 世 是 过 的 有 限 子 能 , 且 UAew AY。 

“<=” 的 证 明 是 类 似 的 , 留 给 读者 作为 练习 。 证 毕 。 

定理 1.6.7 设 X 为 拓扑 空间 , 则 

(1) 若 X 的 由 拓扑 基 多 的 成 员 构 成 的 每 一 开 覆 盖 有 有 限 子 覆 盖 , 则 X 为 紧 空 间 ， 


50 现代 数学 基础 


(2) 若 了 与 X 同 胚 , 则 XX 为 紧 空间 SY 为 紧 空 间 ， 

(3) 若 X 为 紧 空 间 ,Y 为 X 的 闭 子 集 , 则 Y 是 XX 的 紧 子 集 ; 

(4) 若 X,Y 均 为 紧 空 间 , 则 XXY 为 紧 空间 。 

证 (1) 设 为 X 的 开 覆 盖 , 则 每 个 中 的 开 集 U 可 表 为 多 的 成 员 之 并 :U== Uses,B， 
其 中 BuSS3。 于 是 X= UvesU= Uves(Uses,B) 是 XX 的 由 多 的 成 员 构 成 的 开 覆 盖 , 它 有 
有 限 子 覆盖 X= UB, 其 中 B 是 多 su《UE 中 有 限 个 成 员 。 对 这 个 子 覆盖 的 每 个 成 员 B, 取 :4 
中 包含 B 的 一 个 A, 则 这 些 A 构成 4 的 有 限 子 覆 盖 。 

《2) 同 胚 映射 是 开 集 之 间 的 一 一 对 应 映射 ,可 按部就班 地 证 明 X 的 每 一 开 覆 盖 对 应 于 Y 
的 开 和 覆盖 ,而 子 覆盖 对 应 于 Y 的 子 覆 盖 , 从 而 证 明 X 与 Y 有 同样 的 紧 致 性 。 

(3) 设 Y 是 紧 空间 X 的 闭 子 集 ,是 一 个 由 XX 的 开 集 组 成 的 Y 的 开 覆 盖 , 则 由 于 Y 是 
闭 集 ,X 一 Y 是 开 集 ,从 而 =AU {X 一 Y) 是 的 开 覆 盖 。 由 XX 紧 有 %' 的 有 限 子 集 柳 盖 X ， 
从 而 也 覆盖 Y。 由 定理 1.6.6 得 Y 是 紧 子 集 。 

(4) 由 于 = {UXVIUE 5 ,VE 和 I:} 是 XxY 的 拓扑 基 , 由 本 定理 的 (1) ,我 们 只 要 证 明 由 
马 中 成 员 构成 的 开 覆 盖 有 有 限 子 覆 盖 即 可 。 现 设 是 一 个 这 样 的 开 覆 盖 , 则 由 于 XX {y} 与 
久 同 胚 , 它 必 是 XY 的 紧 子 集 ,从 而 有 的 有 限 子 集 4, 构成 XX{y) 的 开 覆 盖 。 ,= (0 
XViy |i==1,2,…,n)。 不 妨 假定 ,的 每 一 成 员 都 与 XX{y)} 相 交 ( 否 则 将 该 成 员 噜 除 后 剩 下 


的 成 员 仍 是 一 个 覆盖 ) , 令 M,= 册 Vi,, 则 yEM,, 且 M, 为 开 集 ,4, 是 XXM, 的 开 现 盖 。 又 
{M,|yEY}) 是 紧 空 间 Y 的 开 覆 盖 , 必 有 有 限 子 栈 盖 ({M, |i 一 1,2，…m) ,于 是 :4 Us U，… 
Uw 是 XXY 的 有 限 子 覆盖 。 证 毕 。 

定理 1.6.8 设 X 为 Hausdorff 空间 ,A 是 X 的 紧 子 集 ,x 4 A, 则 存在 开 集 U,V 使 
zeEU'ASV 且 Unv= 作 。 

证 任 给 >yEA, 则 ?天 z。 由 X 为 Hausdorff 空间 ,存在 开 集 U,,V, 使 YEU,,yEV,, 且 
U,V,=@。 于 是 {V,1yE A1 成 为 A 的 开 覆 盖 , 从 而 有 有 限 子 覆盖 {V，,V,，,…,V, )。 令 


D= 和 Drv , 则 UU 是 含 x 的 开 集 。 令 VV , 则 V 是 包含 A 的 开 集 , 且 


UNvV= UN VV YANV DAV, NV, =8 
证 毕 。 

定理 1.6.9 Hausdorff 空间 中 的 紧 子 集 必 是 闭 集 。 

证 设 人 为 Hausdorff 空间 X 的 紧 子 集 , 则 对 z&A, 由 定理 1. 6.8 知 ,存在 开 集 U,V 使 
zEU'ASV 且 UV= 亿 , 即 YzEX 一 A, 有 z 的 邻 域 USX 一 A。 这 说 明 X 一 A 是 开 集 ,从 
而 A 是 闭 集 。 证 毕 。 

例 1.6.10 ? 维 空间 R" 的 子 集 A 为 紧 子 集 , 当 且 仅 当 A 为 有 界 闭 集 。 事 实 上 , 若 A 为 
R" 的 紧 子 集 , 由 于 R" 是 Hausdorff 空间 ,由 定理 1. 6.9 知 A 为 闭 集 。 同 时 .4 (ACA 外， 
和 )1& 为 整数 } 成 为 A 的 开 覆盖 ,其 中 ACA ,ks ,k) 二 {yyy sy) |yER,|y; 一 | 二 
2}。 于 是 有 有 限 子 集 覆 盖 A。 每 个 中 成 员 是 有 界 集 , 从 而 有 限 个 :4 个 成 员 之 并 仍 有 界 ， 
故 A 有 界 。 反 之 ,车 4 是 R" 中 有 界 闭 集 , 则 有 整数 NN 使 ACS[ 一 N,NJ"。 而 [一 N,NJ 是 RR 
的 闭 区 间 , 从 而 是 紧 子 空间 ,于 是 由 定理 1. 6.7 的 (4) 知 [一 N,NJ" 为 紧 子 空间 。 但 A 作为 
[一 N,N]" 的 子 集 是 闭 的 ,所 以 由 定理 1. 6.7 的 (3) 知 A 为 紧 子 空 间 ,从 而 A 是 Re* 的 紧 子 集 。 
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例 1.6.11 R" 中 的 子 空间 S" 一 {zlzER',|z 一 0| 一 1)(n 维 单位 球面 ) 与 R" 不 同 胚 。 
事实 上 ,由 例 1. 6. 10 知 ,S" 是 有 界 闭 集 ,从 而 是 紧 子 空间 ,而 R* 不 是 紧 空间 ,由 定理 1.6.7 的 
(2) 知 , 紧 空 间 与 非 紧 空间 不 能 同 胚 。 


习 题 


1, 设 A,B,C 为 集合 ,证 明 若 ASB, 则 AUCSBUC,ANCSBNC。 
. Ai,As wsA, 为 集合 ,证 明 (局 4) 一 (所 AD)= 间 CA, 一 Ar U (4 一 AD)。 
,定义 实数 集 R 上 的 关系 “S”:zSyez 一 yEZ, 证 明 S 是 等 价 关系 。 
. 设 /:X 一 Y 为 映射 ,证 明 / 是 一 一 映射 YA,BCX,f/(ANB)=f(A) 几 ff(B)。 
, 证 明 全 体 有 理 数 的 集合 是 可 列 集 。 
,在 实数 集 R 上 定义 代数 运算 * :a*b 二 a 十 25, 它 是 否 满足 结合 律 ? 
.在 实数 集 R 上 普通 乘法 作为 代数 运算 。 以 下 映射 是 否 R 到 R 的 代数 同 态 ? 

(D zlz|l; (2) zr2r; (3) rr; (4) rz 一 工 

8. 群 G 中 每 一 元 x 皆 满足 z: 一 <, 证 明 G 是 交换 群 。 

9. 若 G 是 有 限 群 , 则 G 中 阶 大 于 2 的 元 素 必 为 偶数 个 。 

10, 设 R 为 实数 集 , 其 上 一 个 变换 fs 定义 为 few (z) 一 az 十 ,证 明 G={ Fo la'b 为 
有 理 数 } 构 成 群 。G 是 否 交换 群 。 

123 


1. 找 出 S, 中 所 有 不能 与 ( 1 交换 的 元 家 。 


12. 设 G 是 循环 群 , 且 G 与 G 同 态 ,证 明 避 也 是 循环 群 。 

13, 证 明 群 G 的 两 个 子 群 C,G* 的 交 Gi 门 G; 也 是 G 的 子 群 。 若 G,G; 是 G 的 不 变 
子 群 , 则 C, 门 G: 也 是 不 变 子 群 。 

14. 证 明 群 C 的 子 群 G, 若 指数 为 2, 则 它 必 是 不 变 子 群 。 

15. 集合 {a 十 bYV21a,bEZ} 对 普通 加 法 和 乘法 作成 一 个 整 环 。 

16. 集合 {a 十 bhV31a,5E Q} 对 普通 加 法 和 乘法 成 为 一 个 域 。 

17. 找 出 模 6 的 剩余 类 环 Ze 的 所 有 理想 。 

18, 下 是 所 有 复数 a 十 bi(a,6 为 整数 ) 所 成 的 环 ,证 明 商 环 FE/(1 十 D) 是 域 。 

19，N 为 自然 数 集 , 令 A, 二 {n,n 十 1,n 十 2,…} 一 1,2,…,3={ 纪 ,4A ,4 }。 证 明了 
是 N 的 拓扑 ,并 写 出 1 的 所 有 开 邻 域 。 

20, 证 明 实数 集 R 上 有 一 个 拓扑 了 以 集 和 能 {(a, 十 co)|aER} 为 拓扑 基 ( 称 为 R 的 右手 
拓扑 )。 试 写 出 7 来 ,并 求 ASR 的 闭 包 ( 即 R 中 包含 A 的 最 小 闭 集 ) 。 

21. 在 实数 集合 R 上 令 = {[a,b)|a,b,ER,a<b) ,证明 3 构成 R 上 一 个 拓扑 的 基 ( 称 
为 下 限 拓扑 )。 在 这 个 拓扑 中 ,多 的 每 个 成 员 都 是 既 开 又 闭 的 集合 。 

22. 设 义 为 拓扑 空间 ,R 为 实数 空间 ( 按 通 常 拓扑 )。/:X 一 R 为 连续 映射 。 证明 

(1) {xzEXIf(z)>>0) 是 的 开 集 。 

(2) {zEXIFCz)=0} 及 {zEXIFCz) 三 0} 都 是 X 的 闭 集 。 

23. 证 明 实 数 空间 R 的 任 一 开 区 间 (a,0) 同 胚 于 R。 
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24， 描述 实数 下 限 拓扑 空间 (参见 习题 21)(R, 了 ) 的 积 空间 (成 ,9 )X (R, 了 )。 

25. 下 述 拓扑 空间 哪 些 是 连通 的 ,哪些 是 不 连通 的 ? 

(1) 实数 下 限 拓扑 (参见 习题 21) 。 

(2) 实数 右手 拓扑 (参见 习题 20) 。 

(3) 习题 19 描述 的 拓扑 空间 。 

26. 证 明 欧 氏 平 面 R* 中 所 有 至 少 有 一 个 坐标 为 有 理 数 的 点 构成 的 集合 是 R: 的 连通 
子 集 。 

27. 证 明 拓扑 空间 中 任 一 有 限 子 集 都 是 紧 致 子 集 。 

28. 证 明 R: 中 的 开 圆 盘 {(z,y)|z: 十 交 一 1} 不 是 紧 致 的 。 

29， 证明 Hausdorff 空间 中 任意 多 个 紧 致 子 集 之 交 仍 是 紧 致 子 集 ， 
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第 二 章 ” 泛 函 分 析 


泛 函 分 析 是 现代 数学 的 一 个 重要 分 支 , 起 源 于 经 典 分 析 \ 代 数 与 几何 ,形成 于 20 世纪 
30 年 代 。 经 过 半 个 多 世纪 的 发 展 ,已 经 成 为 应 用 广泛 .生机 勃勃 的 新 兴学 科 。 现 在 , 泛 函 分 析 
的 概念 和 方法 已 经 渗透 到 现代 数学 、 理 论 物 理 以 及 工程 技术 理论 的 许多 分 支 ,如 微分 方程 、 
概率 论 . 计 算数 学 、 量 子 场 论 ,统计 物理 学 、 现 代 控 制 理论 和 管理 工程 等 。 在 现代 科技 文献 中 ， 
也 大 量 地 使 用 了 泛 函 分 析 的 概念 .记号 和 方法 。 因此, 泛 函 分 析 不 仅 是 数学 工作 者 ,也 是 广大 
工程 技术 人 员 必 须 掌 握 的 数学 工具 。 

本 章 介绍 线性 泛 函 分 析 和 非 线性 泛 函 分 析 的 一 些 基本 内 容 和 应 用 ,包括 距离 空间 .线性 
赋 范 空间 和 Banach 空间 、 非 线性 算 子 ,拓扑 度 理论 等 。 


2.1 距离 空间 


距离 空间 是 泛 函 分 析 中 最 基本 的 内 容 , 在 泛 函 分 析 中 的 地 位 和 作用 相当 于 欧 氏 空间 在 
微 积分 中 的 地 位 和 作用 。 因 此 ,掌握 距离 空间 的 有 关 理 论 和 结果 非常 重要 。 本 节 主 要 介绍 距 
离 空间 的 有 关 概 念 和 性 质 .压缩 映像 原理 等 内 容 。 


2.1.1 距离 空间 


定义 2.1.1 设 X 是 由 某 些 元 素 组 成 的 非 空 集 合 , 对 于 其 中 的 任意 两 个 元 素 z,y, 按 照 
一 定 的 法 则 对 应 于 一 个 实数 p(z,y) ,满足 
(1) 非 负 性 :o(z,y) 三 0 且 p(z,y)=0 的 充 要 条 件 是 z 一 y， 
(2) 对 称 性 :oC(z,?) 一 PCy,z)， 
(3) 三 点 不 等 式 : 对 于 任何 *xEX, 有 p(z,y) 福 (zz) 十 CCy,z)， 
则 称 p(x,y) 为 x 与 y 的 距离 , 称 X 为 以 为 距离 的 距离 空间 (或 度量 空间 ) , 记 为 (X,p) ,或 者 
简单 地 记 作 X。X 中 的 元 素 亦 称 为 点 。 
设 X 是 距离 空间 ,M 为 X 的 一 个 非 空子 集 , 它 按照 X 中 的 距离 p 显然 也 是 一 个 距离 
空间 , 称 为 X 的 子 空间 。 
下 面 给 出 几 个 距离 空间 的 例子 。 
例 2.1.1 R" 和 C"( 其 中 ,R 为 实数 集 ,C 为 复数 集 ) 。 
R 一 位 一 (zr,7,) | TE R,1<i<n)} 
C = 人 = (zr,7) zeEcy1si 委 才 
记 ?一 (yo), 令 


1 
ex 一 (| zy ) (2.1.1) 
台 


显然 ,P(x,y) 满 足 定义 2.1.1 中 的 (1) 和 (2) 。 
由 Cauchy 不 等 式 
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(Bos) < (De) (Ds) (2.1.2) 
有 Dt: =De+t2Deb+ DE < 
[De)t + (Ds) C2.1.3) 


其 中 ,a;,b,(1<i<n) 为 实数 。 
取 z 一 (zz 2) a = Iz 一 zl,b=|y 一 zl|, 则 ai+b 之 Iz 一 y1, 代 人 
不 等 式 (2.1.3), 则 有 三 点 不 等 式 
px,y) Epox,z) + oy,z) 
因此 ,R",C"' 按 距离 (2. 1. 1) 都 是 距离 空间 。 我 们 称 此 距离 p 为 欧 氏 距离 ,并 称 R" 为 n 维 
实 欧 氏 空间 ,C' 为 n 维 复 欧 氏 空间 。 
例 2.1.2 空间 /(p>>1)， 


P= {z= (nmolzER 或 C, 且 六 1zi1?< 吕 )。 记 y==(y4,ys，…*)E4? ,定义 距离 
各 


ez,)=( 呈 1z 一 1 六 (2.1.4) 
各 


显然 ,p(z,y) 满 足 定义 2. 1. 1 中 的 条 件 (1) 和 (2)。 应 用 Minkowski 不 等 式 ( 参 看 参考 文献 
[5]) 得 
(为 天 + 六 (1 (2.1.5) 
可 知 定义 2.1.1 中 (3) 也 成 立 ,从 而 上 以 式 (2.1.4) 定 义 的 距离 为 距离 空间 。 
例 2.1.3 空间 C[a,6]。 
CLa,6b] 表 示 闭 区 间 [a,b] 上 实 值 ( 或 复 值 ) 连 续 函 数 全 体 。 对 于 C[a,b] 中 任意 两 个 函数 
(4) ,y(t) ,定义 它们 的 距离 为 
P(x13) = max | z(t) —y(0) | (2.1.6) 
则 C[a , 妇 成 为 距离 空间 。 
例 2.1.4 空间 Le[a,b(p1)。 
设 zx(t) 是 [a,b] 上 的 Lebesgue 可 测 函 数 , 少 过 1。 如 果 |z(t)1* 是 [a,6] 上 的 Lebesgue 
可 积 函 数 , 则 称 z(t) 是 [a,b] 上 的 p 方 可 积 函 数 。[a,6] 上 p 方 可 积 函 数 的 全 体 记 为 L?’[a,6]。 
当 p=1 时 ,L'[a,6] 即 为 [a,6] 上 Lebesgue 可 积 函 数 全 体 。 在 空间 L*[a,6b] 中 ,我 们 把 两 个 
几乎 处 处 ( 记 为 aye) 相 等 的 函数 看 作 同 一 个 元 素 而 不 加 以 区 别 。 设 (0,y(tDEL*[a,b]， 
定义 距离 


oz,?) = (OM | za — y(t) ar) 


显然 ,p(x,y) 之 0, 且 p(x,y)==0 的 充 要 条 件 是 二 yp(z,y) 二 p(y,z); 应 用 Minkowski 积分 
不 等 式 ( 参 看 参考 文献 [5]) 得 


(ro + pa) < (『 zc ar): + (foo pa 六 .7 
可 以 验证 定义 2. 1. 1 中 的 三 点 不 等 式 成 立 , 所 以 Le[a, 扫 是 一 个 距离 空间 。 
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对 于 距离 空间 ,应 注意 以 下 几 点 : 

(1) 对 于 任何 一 个 非 空 集合 ,我 们 总 可 以 定义 距离 。 但 是 一 般 来 讲 , 应 当 根据 该 集合 的 
特点 适当 地 引进 距离 以 充分 反映 这 些 特点 (例如 在 C[a,5b] 和 L*[a,6] 中 定义 的 距离 )。 只 有 
这 样 ,在 理论 上 或 者 实践 上 才 有 较 大 的 意义 。 

(2) 定义 距离 的 方式 一 般 来 讲 不 是 惟一 的 。 例 如 在 例 2. 1. 1 中 ,对 n 维 欧 氏 空间 R" 还 
可 以 引入 如 下 距离 

pr,y) = max | zr—y | 
则 R" 按 距 离 p, 也 是 一 个 距离 空间 。 

如 果 在 一 个 非 空 集合 X 上 定义 了 距离 p 与 p;, 当 po(z,y) 天 PCz,y) 时 ,那么 X 按照 距离 p 
与 按照 距离 w 所 成 的 距离 空间 必须 看 成 两 个 不 同 的 距离 空间 。 

有 了 距离 的 概念 ,就 可 以 定义 点 列 的 收敛 概念 。 

定义 2.1.2 设 {zx,) 为 距离 空间 X 中 的 一 个 点 列 , 这 里 n=1,2,… 为 自然 数 。 如 果 当 
mco 时 ,p(zwyzo) 一 0, 就 称 点 列 {z.} 收 敏 于 ro, 记 为 

Zn > To (n> co) 或 lim z。 一 zo 
这 时 称 {zv } 为 收敛 点 列 ,ze 称 为 {z,} 的 极限 。 

定理 2.1.1 在 距离 空间 XX 中 ,任何 一 个 点 列 {z,} 最 多 只 有 一 个 极限 , 即 收敛 点 列 的 极限 
是 惟一 的 。 

证 设 z,y 都 是 {z,} 的 极限 ,由 定义 2.1.1 有 

0 委 p(z,y) Cpr 1) + px, 1y) 
当 mc 时 ,po(zvyz) 一 0,p(zv,y) 一 0, 必 然 有 p(z,y)=0, 因 此 z=y。 证 毕 。 


2.1.2 距离 空间 中 的 点 集 


类 似 于 欧 氏 空间 的 情形 ,在 一 般 的 距离 空间 中 也 可 以 引进 邻 域 . 开 集 、 闭 集 等 一 系列 基本 
概念 。 
定义 2.1.3 设 X 为 一 距离 空间 ,zoEX,r>0, 称 X 中 的 点 集 {zloCz,zo)<r} 为 以 z 为 
中 心 ,以 7 为 半径 的 开 球 ; 称 {z1p(z,zo) 和 7) 为 以 zo 为 中 心 ,以 > 半径 的 闭 球 ; 称 {zloCzvzo) 
三 7) 为 以 zo 为 中 心 ,以 -为 半径 的 球 的 球面 。 它 们 分 别 记 作 B(zo ,r), 巨 (zuyr) 和 SCzo ,r)。 
开 球 B(zu ,~) 也 称 为 zo 的 ~- 邻 域 。 

有 了 邻 域 的 概念 ,就 可 以 引进 开 集 、 闭 包 和 闭 集 等 概念 。 

定义 2.1.4 设 X 是 一 个 距离 空间 ,ACX。 对 于 zxEA, 如 果 存在 z 的 一 个 邻 域 BCz,r) 
CA, 则 称 z 为 A 的 内 点 。 如 果 A 的 所 有 点 都 是 它 的 内 点 , 则 称 A 为 开 集 。 

车 A 是 包含 点 zx 的 开 集 ,我 们 也 称 A 为 z 的 一 个 邻 域 。 

。 由 定义 2.1.4 立即 知道 ,X 的 任何 开 集 一 定 是 某 些 开 球 (可 能 是 无 穷 多 个 ) 的 并 ,而 任何 
一 个 开 球 本 身 也 是 开 集 。 

关于 距离 空间 中 的 开 集 ,容易 证 明 有 如 下 性 质 : 

定理 2.1.2 设 X 为 距离 空间 , 则 

(1) 空间 X 与 空 集 人 都 是 开 集 ; 

(2) X 中 任意 多 个 开 集 的 并 是 开 集 ; 
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(3) X 中 有 限 个 开 集 的 交 是 开 集 。 

定义 2.1.5 设 X 为 距离 空间 ,ACX。 对 于 x。EX, 如 果 z, 的 每 个 邻 域内 都 含有 A 中 
无 限 个 点 , 则 称 zx。 是 A 的 聚 点 (或 极限 点 ); 若 zeEA4, 但 不 是 4 的 聚 点 , 则 称 z 为 A 的 
孤立 点 。 

例 2.1.5 设 X 是 一 维 欧 氏 空间 R'。A={1,1/2,…,1/n,…}, 则 对 于 每 个 n(n=1,2， 
…),1/n 都 是 A 的 孤立 点 ,0 是 A 的 聚 点 ,但 它 不 属于 A。 若 A 是 区 间 (0,1], 则 闭 区 间 [0,1] 
中 的 一 切 点 都 是 4 的 聚 点 ,其 中 0 不 属于 A,A 没有 孤立 点 ,(0,1) 中 的 一 切 点 都 是 A 的 内 点 。 

定义 2.1.6 设 4 为 距离 空间 X 中 的 点 集 ,A 的 极限 点 的 全 体 所 成 的 集 称 为 A 的 导 集 ， 
记 作 A'。 称 A=AUA' 是 A 的 闭 包 。 如 果 A'CA, 就 称 A 为 闭 集 。 

关于 点 集 的 导 集 和 闭 包 ,有 下 面 的 性 质 ， 

定理 2.1.3 任意 点 集 A 的 导 集 4 和 闭 包 亏 都 是 闭 集 。 

关于 距离 空间 中 的 闭 集 , 有 如 下 一 些 性 质 : 

定理 2.1.4 上 距离 空间 X 中 的 点 集 A 为 闭 集 的 充 要 条 件 是 :A 中 任何 一 个 收敛 点 列 必 
收敛 于 A 中 的 一 点 。 

定理 2.1.5 上 距离 空间 X 中 的 点 集 A 为 闭 集 的 充 要 条 件 是 : 它 的 余 集 A 二 XX 一 A 为 
开 集 。 

定理 2.1.6 距离 空间 X 中 的 点 集 A 为 闭 集 的 充 要 条 件 是 A 二 有 

定理 2.1.7 设 X 为 距离 空间 , 则 

(1) 空间 X 及 空 集 纪 是 闭 集 ， 

(2) X 中 任意 个 闭 集 的 交 是 闭 集 ; 

(3) X 中 有 限 个 闭 集 的 并 是 闭 集 。 

以 上 有 关 结 果 的 证 明 ,请 读者 自己 完成 。 

下 面 给 出 点 集 间 的 距离 有 和 界 集 和 稠密 集 的 概念 。 

定义 2.1.7 设 A 和 B 是 距离 空间 X 中 的 两 个 点 集 , 称 ,einf sp(z'2) 是 A 与 B 的 距 
离 , 记 作 p(A,B)。 特 别 当 A 中 只 有 一 点 x。 时 , 称 {z。) 与 B 的 距离 是 点 xz。 与 B 间 的 距离 , 记 
为 p(B) = infp(zo,y). 

定义 2.1.8 设 A 是 距离 空间 X 中 的 点 集 , 如 果 A 包含 在 X 中 的 某 个 开 球 B(zovr) 中 ， 
则 称 A 为 X 中 的 有 界 集 。 

定义 2.1.9 设 A,B 均 为 距离 空间 X 的 子 集 ,如 果 B 汪 A, 则 称 B 在 A 中 稠密 。 特 别 地 ， 
如 果 B==XX, 则 称 B 是 X 中 的 稠密 子 集 。 

例 2.1.6 有 理 数 集 Q 在 无 理 数 集中 稠密 ,Q 是 实数 集 R 的 稠密 子 集 。R" 中 具有 有 理 
坐标 的 向 量 的 全 体 Q' 是 R" 的 稠密 子 集 。 

值得 注意 的 是 ,在 稠密 集 的 定义 中 ,并 不 要 求 BCA, 甚 至 B 与 4 可 以 没有 公共 点 。 。 

应 用 稠密 集 的 概念 可 以 定义 空间 的 可 分 性 。 

定义 2.1.10 距离 空间 X 叫做 可 分 的 ,是 指 X 中 存在 二 个 稠密 的 可 数 子 集 。ACX 称 为 
可 分 的 ,是 指 存在 X 中 的 可 数 子 集 B, 使 B 在 A 中 稠密 , 即 B 汪 A。 

例 2.1.7 欧 氏 空间 R" 是 可 分 的 ,因为 坐标 为 有 理 数 的 点 组 成 的 集 是 可 数 的 ,而 且 在 Re 
中 稠密 。 
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例 2.1.8 空间 (过 1) 是 可 分 的 。 设 已 是 形 如 (mm ,7:，…,r,,0,0,…) 的 所 有 元 素 集 
合 , 其 中 rx;(1<i<n) 是 任意 有 理 数 ,n 是 任意 自然 数 。 显 然 , E。 是 1/? 中 的 可 数 子 集 。 下 面 
证 E 在 L* 中 稠密 。 

事实 上 ,Yr=(z ,To ,Ti，""*)EL? ,以 及 se 二 0, 存在 自然 数 ,使 
5 lz 1? 一 纯 


ml 


再 选 zo 二 (ris72,… ,1,1,0,0,…) EE ,使 
Danl ae 
由 此 得 出 和 
pzyz) = (S EA bp Iz.1)’ <e 
即 忆 在 中 秽 密 ,从 而 少 可 分 。 Wh 


例 2.1.9 空间 CLa,6] 与 L?[a,b] 都 是 可 分 的 。 因为 有 理 系 数 多 项 式 的 集合 Pu 在 C[a,6b] 
中 稠密 ,而 P。 为 一 可 数 集 。 当 p 之 1 时 ,L*[a,6] 中 的 有 界 连 续 函 数 集合 在 L*[a,6] 中 稠密 。 


2.1.3 加 森 喘 射 


关于 映射 的 有 关 概 念 ,本 书 1. 1 节 已 有 介绍 。 这 里 仅 就 距离 空间 中 连续 映射 的 有 关 概 念 
和 性 质 作 一 叙述 。 

定义 2.1.11 设 X=(X,p),Y=(Y,p) 是 两 个 距离 空间 ,/ 是 从 X 到 Y 中 的 映射 , 记 为 
f :XY。 设 xo。EX。 如 果 Ye>>0, 存 在 6>>0, 使 对 六 中 一 切 满足 p(x,zx。)<3 的 zx, 有 

pf(z) ,f(z0)) <e 

则 称 /在 zx。 连续。 如果 f 在 X 中 每 一 点 都 连续 , 则 称 了 为 X 上 的 连续 映射 。 

我 们 把 由 距离 空间 X 到 实 (或 复 ) 数 域 的 映射 称 为 函数 。 

关于 距离 空间 上 的 连续 映射 ,有 如 下 结果 : 

定理 2.1.8 由 距离 空间 X 到 距离 空间 Y 的 映射 / 连续 的 充 要 条 件 是 下 列 三 个 条 件 之 
一 成 立 : 

(1) 对 于 任 一 zxEX, 当 {z,}CX, 且 收敛 于 工时 ,有 F(z,) 收 伊 于 f(z)，; 

(2) 对 于 Y 中 的 任 一 开 集 G, 它 的 原 像 广 :(G) 是 X 中 的 开 集 ; 

(3) 对 于 了 中 的 任 一 闭 集 开 ,下 的 原 像 广 :(F) 是 X 中 的 闭 集 。 

证 仅 就 (1) 进 行 证 明 。 

必要 性 : 由 于 了 在 X 上 连续 , 故 对 任 一 zxEX 以 及 任 给 se 之 0, 存 在 9>0, 使 当 po(y,z) 一 
OyEX) 时 ,A(f(Zz) ,7(y))<e。 今 设 {zv}jCXCn 一 1,2,…) 且 {z} 收 伊 于 zx, 于 是 存在 自然 数 
人 ,使 得 当 ">>N 时 ,o(zoyz)<6, 故 p(F(z),F(z))<e, 即 (z) 一 F(z)(neco)。 

充分 性 : 用 反 证 法 。 设 条 件 (1) 成 立 ,但 /在 X 中 某 一 点 re 不 连续 , 则 必 存 在 某 个 正 数 
@o ,使 得 对 于 每 个 1/n(n 一 1,2,…) ,有 z。 满足 pz zo) 过 1/n, 但 pCf(z,) ,f(xo)) 之 so ,此 与 
条 件 (1) 矛 盾 。 证 毕 。 

定义 2.1.12 设 了 是 距离 空间 X 到 距离 空间 Y 的 映射 ,如 果 Ye>0, 存 在 只 与 ec 有 关 的 
5 一 0, 使 得 对 于 XX 中 的 任意 两 个 点 zi,z:, 只 要 p(zi,zz)<6, 就 有 p(J(z ) ,7(zs))<e, 则 称 卫 
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在 X 上 一 致 连续 。 
例 2.1.10 7(z)=z 在 R 上 是 一 致 连续 函数 。 因 为 Ye>0, 取 9=e, 对 于 R 中 的 任意 
两 点 z1 ,x2 ,只 要 |z 一 Tz1<6, 就 有 |f(z1) 一 f(z2)|=|z1 一 zs|<e。 


例 2.1.11 f(x) 一 x 在 RR 上 不 是 一 臻 连续 的 。 因 为 若 取 e 二 2, V3>0, 取 x 二子 ,x 一 
对 + 全 , 则 当 In 一 1<6 时 ,有 | 一 寿 1>2。 


2.1.4 完备 的 距离 空间 


定义 2.1.13 设 X=(X,p) 是 距离 空间 ,{z,} 是 X 中 的 点 列 。 如 果 VYe>0, 存 在 N, 使 当 
mn>N 时 ,有 p(xm sz,)<e, 则 称 (zx,) 为 X 中 的 Cauchy 列 , 或 称 为 基本 列 。 如 果 X 中 的 每 一 
个 Cauchy 列 都 收敛 于 X 中 的 点 ,就 称 空间 X 是 完备 的 。 

由 定义 立即 可 以 得 到 如 下 性 质 ， 

(1) 任何 距离 空间 中 的 收敛 点 列 必 是 Cauchy 列 ， 

(2) 完备 距离 空间 的 任何 闭 子 空间 也 是 完备 的 。 

证 明 一 个 距离 空间 X 是 完备 的 ,其 一 般 步骤 是 先 任 取 X 中 的 Cauchy 列 {z,}, 找 出 它 
可 能 收敛 的 极限 ,再 证 明 zxEX 和 z, 一 x(n->oo)。 证 明 的 过 程 要 经 常 应 用 到 实数 集 的 完备 性 。 

例 2.1.12 空间 R" 是 完备 的 ,其 中 R" 中 的 距离 p 按 (2.1.1) 定 义 。 

例 2.1.13 空间 C[a,6] 是 完备 的 。 

证 设 {z,}) 是 CLa,6] 中 的 Cauchy 列 , 则 Ye>>0, 存 在 自然 数 N, 使 得 对 于 一 切 n,m 宇 N， 
有 

CCzwyTm) 一 max |z.00) 一 ze(t) |<e 
因此 , YiE [a,6b], 有 

| zs(D 一 ze(D) |<e (mn>N) (2.1.8) 
固定 4E [a,6], 函 数列 (zx, (1)} 是 Cauchy 列 , 所 以 存在 z(t) ,使 r,(t)-=z(t)(n-co)。 在 
(2.1.8) 中 令 m~>co, 得 到 | z(0 一 z(D| 和 se(Ynm 过 N)。 由 此 可 见 ,{z,(t)} 在 [ae,b] 上 一 至 
收敛 到 z(z) ,所 以 z(0 在 [ab 中 连续 , 即 xz, 一 z,zECLa,6b](noo0), 故 CLa,b] 是 完备 的 。 

还 可 以 证 明 空 间 C',4*(p 之 1),L?[a,6b](p 之 1) 按 照 前 面 所 定义 的 距离 都 是 完备 的 距离 
空间 。 它 们 的 证 明 由 读者 自己 完成 。 

但 是 并 非 所 有 的 距离 空间 都 是 完备 的 。 

例 2.1.14 在 C[ 一 1,1] 上 定义 距离 


1 利 
pz) = (2D yD Pad), zye Ct-1,1] 


则 C[ 一 1,1] 按 照 距离 p, 是 不 完备 的 距离 空间 。 
应 用 积分 形式 的 Minkowski 不 等 式 


(人 1zo +yxo fer)! < (人 ze ra + (fy Pa 六 vaye cr-1] 
可 以 证 明 C[ 一 1,1] 是 距离 空间 。 下 面 说 明 它 是 不 完备 的 。 令 
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0， 一 1 委 上 委 0 
m, 0<i<i 
xu(D = m 
i -eel 
过 


Gm>n 时 , (pi (zsyzs)) =| 1 ze(D 一 z.(D 1:dt 入 二, 故 Ye> 0, 存 在 N> 二 ,只 要 mm， 
中 


nm 之 N, 就 有 po (zw,zw)<-e。 因 此 {zw(t)} 是 C[ 一 1,1] 中 的 Cauchy 列 ,但 是 

—l<t<0 

0o<t<l1 

即 z(4) = limzxn(z) 在 :一 0 不 连续 , 故 {zm(1)) 在 C[ 一 1,1] 中 不 收敛 ,所 以 C[ 一 1,1] 按 距离 


Pi 是 不 完备 的 。 

对 于 一 般 的 距离 空间 ,如 果 是 不 完备 的 ,往往 应 用 起 来 就 比较 困难 。 例 如 ,在 不 完备 的 
空间 中 ,方程 可 能 没有 解 。 但 是 我 们 可 以 在 任 一 不 完备 的 距离 空间 中 添加 一 些 新 的 点 ,使 其 
完备 化 。 

定义 2.1.14 设 (X,p) 是 距离 空间 , 若 有 完备 的 距离 空间 (XX,p,) ,使 X 等 距 于 义 的 稠密 
子 集 , 即 存在 映射 T:X 一 久 , 使 

olz,y) =p(TrTy) VzryEX 
且 T(GX) 是 文中 稠密 子 集 , 则 称 文 为 X 的 完备 化 。 
定理 2.1.9 对 于 任 一 距离 空间 必 存 在 完备 化 空间 。 


2.1.5 紧 集 与 列 紧 集 


定义 2.1.15 距离 空间 X 中 的 集合 A 称 为 列 紧 的 ,是 措 A 中 任 一 点 列 都 含有 收敛 子 
列 。 闭 的 列 紧 集 称 为 自 列 紧 集 。 如 果 X 本 身 是 列 紧 的 , 则 称 X 为 列 紧 距 离 空间 ,或 称 列 紧 
空间 。 

由 定义 2.1.15 有 

(1) 列 紧 集 的 无 穷 子 集 是 列 紧 集 ; 

(2) 列 紧 空间 是 完备 的 。 

定义 2.1.16 设 A,B 是 距离 空间 X 中 的 点 集 ,e>0 是 给 定 的 数 。 如 果 VzEA, 必 有 
zx'EB, 使 p(x,x)<e, 则 称 B 是 A 的 一 个 e -网 。 

例如 ,距离 空间 X 中 的 一 个 稠密 子 集 必 为 X 的 一 个 e -网 ,这 里 。 为 任意 正 数 。 

根据 e -网 的 定义 ,所 谓 B 为 A 的 es- 网 ,实际 上 是 指 A 中 的 任 一 z 必 含 在 B 中 某 一 点 zx” 
的 邻 域 B(x',e) 中 , 即 以 B 中 的 点 为 中 心 ,e 为 半径 的 全 体 开 球 的 并 包含 A。 

定义 2.1.17 设 A 为 距离 空间 X 中 的 点 集 ,如 果 YWe 二 0,A 中 总 存在 有 限 的 e -网 , 则 称 
A 是 全 有 界 的 。 

从 定义 2. 1. 17 可 以 看 出 ,任何 全 有 界 集 必 为 有 界 集 。 

定理 2.1.10 设 距 离 空间 X 中 的 子 集 A 是 列 紧 的 , 则 A 必 是 全 有 界 的 。 若 X 是 完备 的 
距离 空间 , 则 A 是 全 有 界 集 时 ,A 必定 是 列 紧 的 。 因 此 在 完备 的 距离 空间 中 , 列 紧 性 与 全 有 界 
性 等 价 。 


0， 
limz,(t) = | 
mm 1， 
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证 “ 先 证 前 一 结论 成 立 。 用 反 证 法 。 若 A 不 是 全 有 界 的 , 则 存在 某 一 aa 之 0, 使 4 没有 
有 限 e -网 。 故 对 Y ziEA, 必 有 zaEA, 使 (zivzs)>>a ,否则 {zi} 就 是 A 的 有 限 e -网 。 同 
理 , 存 在 mm: EA4, 使 p(z,,z;) 之 6 (i 二 1,2) ,否则 {zi ,zx;) 即 为 A 的 有 限 e -网 。 如 此 进行 下 去 ， 
在 A 中 有 一 点 列 {z,), 当 mm 关 n 时 ,p(x,,Z,) 之 6 ,这 时 {x,) 不 可 能 有 收敛 子 列 ,这 与 A 是 列 紧 
集 巴 盾 。 

再 证 后 一 结论 。 设 X 是 完备 的 ,A 是 X 中 全 有 界 集 ,要 证 A 是 列 紧 的 。 任 取 {z,} CA。 
对 于 任意 正 整数 4,A 有 有 有限 二 -网 , 故 A 包含 在 有 限 个 为 半径 的 球 中 ,由 此 知 

{z,} 必 有 子 序列 {zh,), 它 包含 在 菜 个 半径 为 1 的 球 B 中 

1zu ) 必 有 子 序 列 {zs. }, 它 包含 在 某 个 半径 为 于 的 球 B: 中 ， 


{zh ) 必 有 子 序列 {zsw,), 它 包含 在 菜 个 半径 为 二 -的 球 Bt 中 。 


k+l 
记 序列 {zu} = {zh ,Th ，) 一 1,2,…。 考 察 (z。} 的 子 序列 
{Zn} = (Zn za Ze 


Ye>0, 取 N> 过 , 知 当时 ,有 do E (zw ) 即 zx 都 包含 于 一 个 半径 为 直 的 球 Bw 中 ， 
因此 只 要 mm>>N, 就 有 
Plz zn ) < 


即 {zx,,) 为 Cauchy 列 , 再 由 X 的 完备 性 知 ,{z,,} 收 全 ,从 而 A 列 紧 。 证 毕 。 

定义 2.1.18 距离 空间 X 中 的 集合 A 称 为 紧 ( 或 紧 致 ) 的 ,如 果 A 的 任何 开 覆 盖 都 存在 
有 限 子 覆盖 。 

在 距离 空间 中 ,集合 的 紧 性 与 自 列 紧 性 是 等 价 的 。 特 别 地 ,有 限 维 欧 氏 空 间 中 紧 集 与 有 界 
闭 集 是 等 价 的 。 

例 2.1.15 实 轴 R 上 的 开 区 间 (0,1) 不 是 紧 集 , 因 取 


6 = ( 守 2 注 
则 {G,) 是 (0,1) 的 一 个 开 覆 盖 , 但 不 能 从 中 取出 有 限 个 开 集 覆 盖 (0,1)。 

最 后 给 出 函数 族 等 度 连续 的 定义 和 Arzela - Ascoli 定理 。 

用 C(X) 表 示 距 离 空 间 X 上 全 体 连续 函数 的 集合 , 它 是 完备 的 距离 空间 。 其 上 的 距离 
定义 为 


) =1,2," 


pl(f'8) = sup |f(z)—g(z)| Vfg € CX) 
定义 2.1.19 设 函 数 族 SCC(X) ,如 果 存 在 常数 M>0, 使 VY /EF 和 VzEX, 有 |f(z)| 之 
M, 则 称 函数 族 是 一 致 有 界 的 ;如 果 Ys>>0, 存 在 6>0,Y fEF,Y zi ,TEX, 只 要 p(x ,z,) 过 6， 
就 有 |f(zi) 一 f(x)|<e, 则 称 是 等 度 连 续 的 。 
例 2.1.16 设 L 和 a 是 两 个 正 数 ,5 是 [a,b] 上 适合 H6lder 连续 性 条 件 
ifl(z)—flz) SLIn—zrl zr € La,b] 
的 函数 f 所 成 的 函数 族 时 ,是 等 度 连续 的 。 
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定理 2.1.11(Arzel4 - Ascoli 定理 ) XX 是 列 紧 空间 ,9CC(X) 是 列 紧 的 充 要 条 件 是 是 
一 致 有 界 并 且 等 度 连续 的 。 
证 明 从 略 。 


2.1.6 压缩 映射 原理 


压缩 映射 原理 又 称 Banach 不 动 点 定理 ,应 用 非常 广泛 ,特别 是 在 对 代数 方程 .微分 方程 、 
积分 方程 和 其 他 方程 的 解 的 存在 定理 的 证 明 是 一 个 有 力 工 具 。 更 多 的 不 动 点 定理 将 在 2. 5. 3 
中 介绍 。 

定义 2.1.20 设 映射 T:X 一 X, 如 有 ZEX, 使 Tz 一 z, 则 称 x 是 映射 的 不 动 点 。 

定义 2.1.21 设 X=(X,o) 是 一 个 距离 空间 ,映射 T;X~~ X。 如 果 存在 一 个 常数 (0<<a 
到 1) ,使 对 所 有 z,yEX, 成 立 p(Tz,Ty) 和 ao(z,y), 则 称 工 是 压缩 映射 。 

由 定义 2.1. 21 可 知 ,压缩 映射 工 是 连续 映射 。 

定理 2.1.12(Banach 不 动 点 定理 ) 设 X 是 完备 的 距离 空间 , 工 是 X 上 的 压缩 映射 ,那么 
全 有 且 只 有 一 个 不 动 点 。 

证 VzoEX, 令 

Ti 一 Troyza = Tri = Tryzos 一 Tri = Tizo (2.1.9) 

则 

pzZerlyz) = p(Tr, ,Tre) SC plz 70) SC Aplzr11 Tr) Se S aplz1 ,x0) 

当 m>>n 时 ,由 三 点 不 等 式 得 

PTms Ts) CPTn Tm) 十 PCzwiyzwz) 十 十 PCzowiyzo) < 
(or 一 十 oo 十 … 十 o)p(ziyzo) < 


Torro) (2.1.10) 


因 0<a<1, 令 "一 co, 上 式 右 端 趋 于 0, 故 {z,} 是 Cauchy 列 。 再 由 X 的 完备 性 , 则 zx, 一 
ZEXCrco)。 由 于 了 为 连续 映射 , 故 在 Tz, = zi 中 , 令 nco, 有 Tzr=z, 即 工 为 了 的 
不 动 点 。 

下 面 证 明 惟 一 性 。 若 另 有 yE X, 使 Ty= y, 则 o(z,y)=p(Tzr,Ty) 和 ao(z,y), 因 
0<a<1, 故 必 有 p(xz,y)=0, 即 z= 二 y。 证 毕 。 

上 述 定理 中 所 用 的 方法 称 为 迭代 法 或 逐次 远近 法 ,是 现代 分 析 数 学 中 最 常用 的 方法 之 一 。 
由 压缩 映射 构成 的 迭代 序列 {z,., 二 Tx, } 必 然 收敛 ,从 直观 上 来 看 是 很 显然 的 : 初始 点 x。 
在 了 的 逐次 作用 下 ,在 X 内 作 越 来 越 小 的 变动 ,以 至 逐渐 收敛 于 不 动 点 x。 

选 代 法 的 主要 优点 之 一 是 : 它 不 仅 给 出 了 不 动 点 存在 的 理论 证 明 , 而 且 还 给 出 了 逐次 逼近 
不 动 点 的 具体 方法 ;对 于 适当 选择 的 T, 所 给 方法 可 用 于 实际 近似 计算 。 在 式 (2. 1. 10) 中 令 
mco ,就 得 到 误差 估计 公式 


pCzoz) ST ri) 
上 式 表 明 ,a 越 小 ,x, 收敛 于 z 的 加 度 越 高 。 对 于 e>0, 为 了 达到 预定 精度 p(x,,z)<e, 可 从 
不 等 式 iap(zi ,ma)<<e 来 确定 所 需 的 选 代 次 数 。 
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下 面 举 一 个 压缩 映射 原理 在 微分 方程 上 应 用 的 例子 。 
例 2.1.17 设 微分 方程 


dy fr,y), yl = (2.1.11) 
fy 1s = 


其 中 ,f(x,y) 在 整个 (zx,y) 平 面 上 连续 , 且 f(x,y) 关 于 y 满足 Lipschitz 条 件 
f(z — f(r) ISk|y—y | 
则 通过 (zx。 ,yo ) 微 分 方程 (2. 1. 11) 等 价 于 求解 如 下 积分 方程 
y= + ftsy CD) dt 
取 9>>0, 使 人 一 1, 用 Cz 一 8x 十 5] 表示 [zo 一 6,z 十 的 上 连续 函数 组 成 的 空间 ,在 这 
个 空间 上 定义 映射 T:C[zo 一 ,xz 十 国 一 C[m 一 60, 二 6],Ty(z) = 十 | esy(oD)dt， 
则 
p(Tyi, Tys) = ma Em) = fey) | < 
max,|] [yD -nd 1d| < 
护 max, ly —y()| = Kop(y1 ,32) 
因 k6<1, 由 定理 2.1. 12 知 ,存在 惟一 连续 函数 >(z) ,使 Ty=y, 即 
y(z) =% + fy) a 


由 此 式 知 ,y(z) 还 是 连续 可 微 的 。 于 是 > 一 >(z) 便 是 微分 方程 (2. 1. 11) 通 过 (zx。 ,yo) 的 积分 
曲线 ,但 只 定义 在 [ze 一 5,ze 十 拉 上 ,重复 应 用 定理 2. 1. 12, 可 以 将 它 延 拓 到 整个 数 轴 上 。 


2.2 赋 范 线性 空间 及 Banach 空间 


泛 函 分 析 的 研究 对 象 是 数学 和 实际 问题 中 提炼 出 来 的 大 量 线性 和 非 线性 问题 。 在 研究 这 
些 问题 时 ,除了 需要 收敛 的 概念 外 ,还 在 空间 中 常常 要 求 有 所 谓 元 素 的 加 法 和 数 乘 的 代数 运 
算 ,因此 仅 有 距离 空间 的 概念 是 不 够 的 .这样 ,引进 线 性 空间 的 概念 并 在 线性 空间 中 引入 适当 
的 收敛 概念 十 分 必要 ,因而 就 产生 了 所 谓 赋 范 线性 空间 的 概念 。 在 本 节 中 ,主要 介绍 赋 范 线性 
空间 的 理论 ,特别 是 Banach 空间 的 理论 ,以 及 定义 在 这 些 空间 上 的 线性 算 子 的 理论 。 


2.2.1 赋 范 线性 空间 


定义 2.2.1 设 X 是 实 ( 或 复 ) 的 线性 空间 ,如 果 对 于 X 中 的 每 个 z, 对 应 于 一 个 实数 
1 zll , 且 满足 

(1 lzl>0, 1 zl =0Gr=0, 

(2) | az 上 = 上 Tall ilzl ,这 里 “是 实 (或 复 ) 数 ， 

3) z+yl lzl+lyl ,zr,yEX, 
则 称 上 zx | 为 向 量 z 的 范 数 , 称 {X, 上 。|| }( 或 X) 按 范 数 上 | 成 为 研 范 线性 空间 。 

对 于 赋 范 线性 空间 X, 如 果 由 
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pe(zy3y) = 站 工 一 ?站 (2.2.1) 

定义 和 中 元 素 z 与 y 之 间 的 距离 ,容易 证 明 , 这 样 定义 的 距离 满足 定义 2. 1. 1 中 距离 的 全 部 
条 件 。 因 此 , 赋 范 线性 空间 X 按照 距离 (2. 2. 1) 是 一 个 距离 空间 ,从 而 赋 范 线性 空间 X 中 的 
有 界 性 ,收敛 性 .Cauchy 列 、 完 备 性 等 概念 是 把 它 看 成 距离 空间 来 理解 的 。 

设 {z.} 是 赋 范 线性 空间 X 中 的 点 列 , 如 果 存 在 xEX, 使 | z, 一 工 | 一 0(n 一 co), 则 称 {z,) 
依 范 数 收敛 于 z, 记 为 ,x(n 一 oo) 或 lim z, 二 z。 

由 范 数 的 定义 可 得 如 下 性 质 : 

(1) 若 {z,} 是 X 中 收敛 于 zEX 的 点 列 , 则 { lz, 上 | } 是 有 界 数列 ; 

(2) 范 数 | zj1| 是 zEX 的 连续 函数 。 

既然 赋 范 线性 空间 X 按照 距离 (2. 2. 1) 成 为 距离 空间 , 则 有 两 种 可 能 :一 种 空间 X 是 完备 
的 , 另 一 种 空间 X 是 不 完备 的 。 我 们 把 完备 的 赋 范 线性 空间 称 为 Banach 空间 。 

例 2.2.1 n 维 欧 氏 空间 R"。 它 是 一 个 线性 空间 , Yx 一 (zivz，…z,)ER", 定 义 范 数 


lxl = (Dz) (2.2.2) 


则 R" 为 一 赋 范 线性 空间 。 由 范 数 导出 的 距离 就 是 例 2. 1. 1 中 的 距离 。 由 例 2. 1. 12 知 ,R" 为 
完备 的 赋 范 线性 空间 ,从 而 为 Banach 空间 。 
例 2.2.2 连续 函数 空间 C[a,6]。Y z(t) ,y(t)E C[a,b 以 及 数 o, 定 义 加 法 和 数 乘 为 


(z 十 y)(0) 一 z(GD) 十 >(0) (ar)() = az() (2.2.3) 
则 知 CLa,6] 是 一 个 线性 空间 。 在 C[a, 妇 中 定义 范 数 为 
1 zl = max | z(D) |， z(t) € CLa,b] (2.2.4) 


则 C[a, 候 是 一 个 赋 范 线性 空间 .由 范 数 (2. 2. 4) 导 出 的 距离 就 是 例 2. 1. 3 中 的 距离 ,因为 
C[a ,的 中 点 列 在 [a, 执 上 按 范 数 收 剑 是 一 致 收敛 , 故 C[a,b] 是 Banach 空间 。 
例 2.2.3 空间 (p>1)。 Yr,yEL ,T=(T rT) y= yy 
以 及 数 a, 定 义 加 法 和 数 乘 如 下 
T+Y = Tito Tt ye + yn) 


az = (ari,ars,."" ,ar,,*"*) 
则 4? 为 线性 空间 。 在 l* 上 定义 范 数 为 
[正二 = (D1) (e276) 


则 4 为 一 赋 范 线性 空间 ,并 且 是 Banach 空间 。 

例 2.2.4 空间 1L?[a,6](p 宇 1)。 在 L*[a,65] 中 几乎 处 处 相等 的 元 素 视 为 同一 元 素 ， 
加 法 ,乘法 的 定义 与 例 2. 2. 2 相同 ,于 是 L*[a,6b] 为 一 线性 空间 。 在 L*[a,b] 上 定义 范 数 为 

lzl = (f 1 Pd)’ zw € LCa,b] (2.2.6) 

则 Lr[a,6j 为 一 赋 范 线性 空间 ,并 且 可 以 证 明 p 之 1 时 ,按照 式 (2. 2. 6) 定 义 的 范 数 , 它 是 
Banach 空 间 。 

应 当 注意 ,不 完备 的 赋 范 线性 空间 是 存在 的 。 类似 于 距离 空间 ,对 于 任何 赋 范 线性 空间 ， 
都 有 Banach 空间 是 它 的 完备 化 空间 。 

下 面 给 出 赋 范 线性 空间 子 空间 的 有 关 概 念 。 
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定义 2.2.2 设 (X, || ， 上 |) 是 赋 范 线性 空间 ,MCX。 若 M 是 X 的 线性 子 空间 , 则 
(M, 上 。|| ?也 是 赋 范 线性 空间 , 称 (M, | 。|| ) 是 赋 范 线性 空间 (X, | 。 1| ) 的 子 空间 ; 若 赋 
范 线性 空间 X 的 子 空间 M 是 闭 集 , 则 称 M 是 X 的 闭 子 空间 。 

例 2.2.5 空间 上 的 子 空间 。 

M={z=(rivz)1zE, 且 工 中 只 有 有 限 个 分 量 不 等 于 零 } 。 

易 知 M 是 1? 的 子 空间 ,但 不 是 闭 子 空间 。 因 若 取 序列 


ns (1 二 … 去 001)e M n=1,2,. 


而 limz, 一 z 一 (1, 去,…, 去 ,本 ，…)#M, 故 M 不 是 用 集 。 

定理 2.2.1 若 MM 是 赋 范 线性 空间 X 的 子 空间 , 则 闭 包 也 是 X 的 闭 子 空间 。 

证 及 是 闭 集 , 因 此 只 需 证 明了 肝 是 X 的 子 空间 。 

Yz,y€E 怕 ,由 闭 包 的 定义 知 ,Ye>>0, 存 在 xz',y EM, 使 x 一 zx’ 中 之 e, ly 一 1 一 e。 
由 于 M 是 X 的 子 空间 ,对 于 任意 两 个 数 a,B, 有 az 十 By EM。 又 

| (ar +h)— Car’ +B ) NN <lal |z—z +lBl ly—y | < (altlpl)e 
可 知 上 式 右 端 可 以 任意 小 ,因此 az 十 py 的 任意 小 邻 域内 都 含有 M 中 的 点 ,从 而 az 十 py 为 M 
的 聚 点 。 这 意味 着 cz 十 pyE 克 , 即 克 是 X 的 子 空 间 。 证 毕 。 


2.2.2 有 界线 性 算 子 和 连续 线性 泛 函 


定义 2.2.3 设 X,Y 是 两 个 同 为 实 (或 复 ) 的 赋 范 线性 空间 ,D 是 X 的 线性 子 空间 ,T 是 
D 到 Y 中 的 映射 ,如 果 Yz,yED 及 数 a,B 成 立 
Tar +By) = aTz 十 PTy 
则 称 工 是 线性 算 子 , 称 为 了 的 定义 域 , 记 为 DCT),RCT)={TzlzeD} 称 为 工 的 值 域 。 
取 值 为 实数 (或 复数 ) 的 线性 算 子 T 称 为 实 (或 复 ) 的 线性 泛 函 ,这 时 一 般 把 工 记 为 了 。 
例 2.2.6 设 X 是 一 个 赋 范 线性 空间 ,是 一 个 给 定 的 数 , YzEX, 令 Tz=az, 则 工 是 X 
到 中 的 线性 算 子 , 记 为 el, 称 为 相似 算 子 。 特 别 当 a=1 时 , 称 为 恒 等 算 子 , 记 为 1; 当 a=0 
时 , 称 为 零 算 子 , 记 为 0。 
例 2.2.7 对 于 每 个 TEC[a,b], 定 义 
Tr(W = zcodr re [ab] 
由 积分 的 线性 性 质 知 ,TT 是 CLa,b] 一 CLa,b] 中 的 线性 算 子 (Tz(z) 是 [a,b] 上 的 连续 函数 )。 
车 令 /(z) = | =(odt, 则 /是 CLa,] 上 的 线性 泛 卫 。 
定义 2.2.4 设 X,Y 是 两 个 赋 范 线性 空间 ,T 是 X 的 线性 子 空间 D(T)->Y 中 的 线性 算 
子 ,如果 存 在 常数 M>0, 使 对 所 有 zE D(T), 有 
1TzlsMlzl (2.2.7) 
则 称 工 是 T(D)-~Y 中 的 有 界线 性 算 子 。 当 D(T) 二 X 时 , 称 工 是 X-~Y 中 的 有 界线 性 算 子 ， 
对 于 不 满足 条 件 (2. 2. 7) 的 算 子 称 为 无 界 算 子 。 
车 工 是 有 界线 性 算 子 , 记 
Tz 1 Tz1 


171 = sp| 和 |ze DD ,= 二 中 = sp EL 《2.2.8) 
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称 ‖ 工 | 为 算 子 的 范 数 。 
由 范 数 的 定义 ,可 得 出 如 下 结论 
(1) 对 于 一 切 xE D(T), 有 


1Tzls iTlizl (2. 2.9) 
(2) TI = sup | Tzll = sup || Trl (2.2.10) 

[要 el 

Eb ED 


式 (2.2.9) 可 由 式 (2.2. 8) 直 接 得 到 。 至 于 式 (2.2.10),YzE DCT),z 天 0, 则 有 y= 了 


满足 17‖ 一 1, 1 Ty 中 = 节 匡 目 。 自 工 的 范 数 的 定义 知 1 TH = ,sup, | Tz | 。 


ED 


又 YzED(T),0<< 1zl<1, 令 y= 了 TT' 则 lyl =1,17Tzl < Ty 上 ;从 而 知 


加 一 全 = TI。 
isu, ITrl = syp,l Trl = TI 
xD EDD 


例 2.2.8 赋 范 线性 空间 X 上 的 相似 算 子 Tz =azr 是 有 界线 性 算 子 , 且 1Tl =lel。 
特别 有 171 =1, 1 91 =0。 
例 2.2.9 设 K(s,t) 是 定义 在 0<t、s<1 上 的 连续 函数 , 则 C[0,1] 上 的 积分 算 子 


(Te = KGssDz(Dde, Yr € C0,1] 
， 
的 范 数 为 TH = saup 1 KGs,D | dr。 
bl 
, ， 
事实 上 , 令 M= sup| 1KGO 1 Tel = sup | (T2091< zl sp KesD | a 
知 ,| TI <M。 
, 
另 一 方面 ,| | Ks,0) | di 是 0 过 <1 上 的 连续 函数 , 34 € [os], 使 | 1 KGs,o 1d 
= M, 令 zo0(t)=sgnK(s,t),0<t<1, 则 
[KG dua = Keep | d=M 


由 Luzin 定理 知 ,对 任何 5 汪 >0, 有 [0,1] 上 的 连续 函数 y(1), 使 |y(2) | 志 1, 且 m({t|y(i) 关 
zo(t) ,tLE [0,1]))<6, 


任 给 se>0, 取 8 一 去, 这 里 c 一 .max | K(s,) |, 令 下 = (ly(0 天 ma(OvtE [0,1]), 则 


JK dEy -aoad| = J Gy -aold| <e 
于 是 
| CTy) Cs0) (=|] KG ,27 = 


卜 | KG) | | 可 keepry@ 一 aoad| >M-e 
从 而 Ty 宇 M 一 e。 所 以 TH 宇 M 一 e, 即 故 1 TH| 宇 M。 但 已 证 明 上 TM, 故 T=M。 


例 2.2.10 微分 算 子 Tz 一 dz/dt 是 线性 算 子 ,但 无 界 。 
记 C'L0,1] 是 [0,1] 上 全 体 连续 可 微 函 数 集合 ,C'[0,1] 是 CL0,1] 的 子 空间 。 取 z,(1) = 
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2, 则 Tz, 一 nz: 。 因 此 jz, = 人) 一 二 1 Tr。 | = Rar me™ 三 nn, 由 于 n=1,2," 
为 无 界 序列 , 故 徽 分 算 子 荆 虽 是 C'[0,1] 到 CL[0,1] 上 的 线性 算 子 ,但 不 是 有 界 的 。 

下 面 给 出 线性 算 子 和 线性 泛 函 的 有 界 性 和 连续 性 的 有 关 结果 。 

定理 2.2.2 设 X,Y 是 赋 范 线性 空间 。T 是 定义 在 X 的 子 空间 D 上 ,而 值 域 含 在 Y 中 
的 线性 算 子 , 则 T 有 界 的 充 要 条 件 是 了 将 了 中 任 一 有 界 集 映 成 Y 中 的 有 界 集 。 

证 必要 性 : 设 工 有 界 , 即 存在 M>>0,YzEDD, 有 | Tz1<M1lzll。 设 4CD 为 一 有 
界 集 , 则 存在 K>0, 使 对 YzEA, 有 | z1 入 K, 故 当 zEA 时 ,1 Tzll<MllzlsMK, 即 A 
的 像 TA 是 Y 中 有 界 集 。 

充分 性 ; 在 D 内 取 单 位 球面 S$={z| lz 一 1,x€ D}。 由 假定 知 ,存在 正 数 M, 使 当 


ze 5 时 ,| Trl <M. vzeD,z#0, 则 TETES'|T( TET)|<M.m 


1Tzl 和 MIzl (2.2.11) 
当 z=0 时 , 式 (2.2.11) 显 然 成 立 ,因此 YzED, 式 (2.2.11) 成 立 。 证 毕 。 
由 定理 2. 2. 2 的 证 明 可 知 ,验证 定义 在 D 上 的 线性 算 子 是 否 有 界 , 只 要 看 它 是 否 能 将 了 
中 以 等 点 为 中 心 的 单位 球面 映 成 有 界 集 就 可 以 了 。 
定理 2.2.3 设 X,Y 是 赋 范 线性 空间 ,T:X 一 Y 线性 算 子 , 则 工 连续 的 充 要 条 件 是 工 
有 界 。 
证 充分 性 ; 设 了 有 界 ,那么 存在 M>0,YzEX, llTzl<Mllzll. 任 取 z,EX， 
使 zz(n>oo), 则 
1Tz. 一 Trl 和 1TI1z 一 zl 和 MIlz, 一 zl 
所 以 上 Tz, 一 Tz 上 一 0(n>o0), 即 Tz, 一 Tz(n>oo0), 即 本 在 X 上 连续 。 
必要 性 : 若 工 连 续 但 无 界 ,这 时 X 中 必 有 {z,),zs 天 0(m 一 1,2,…), 使 Tz,l 二 


oz。 令 六 = 林芝 下, 则 1 有 二 一 0(wco), 所 以 w% 一 0。 由 于 卫 连 续 ,Ty-T0 一 


0(n-—>00)。 


另 一 方面 ,1 Tyo1 -| 二 ET|- 
证 毕 。 

由 定理 2. 2. 3 知 , 对 于 线性 算 子 而 言 , 有 界 性 与 连续 性 是 等 价 的 。 

对 于 线性 泛 函 ,我 们 还 有 下 面 的 结果 : 

定理 2.2.4 设 X 是 赋 范 线性 空间 ,了 是 X 上 的 线性 泛 函 ,那么 是 X 上 的 连续 泛 函 的 
充 要 条 件 为 f 的 零 空间 N(/) 是 XX 中 的 闭 子 空间 。N( 有 )={z|f(z)=0,rEX}。 

证 设 f 是 连续 线性 泛 函 , 当 z, EN(/),n=1,2,…, 并 且 zx, 一 z+ 时 ,由 /的 连续 性 知 ， 
f(z)=limf(z,) 二 0, 所 以 ZEN(/), 即 N(/) 是 闭 集 。 

反之 ,车 N(/) 是 闭 集 , 而 无界, 则 存在 {z,}CX, | xz, | 关 0,n 二 1,2,… 使 得 | f(z,) | 之 


nl zl 


1 Tz, | 


EE 


过 1, 此 与 Ty, 一 0(Cn~co) 矛 盾 , 故 了 有 界 。 


信 y=T 这 和 , 则 1 > =1, 且 IF(yo)1>m 作 = 一 ， 则 f(z,)=0, 所 以 


EA 
f(y.) ey 


<i— 一 oo x 
On ), 所 以 = Fe 而 


1 


EN(f), 但 由 于 1 >y./FCx)1 = T7GjT < 
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a 5 ) 一 一 1, 即 7 元 和 ao N(/), 这 与 NCP) 为 闭 集 的 条 件 矛 盾 ,因此 f 是 有 界线 性 泛 函 。 
证 毕 。 
2.2.3 线性 算 子 空间 和 共用 空间 


设 X 和 Y 是 赋 范 线性 空间 , 记 3(X 一 Y) 为 全 体 X 一 Y 的 有 界线 性 算 子 的 集合 。 
称 F(X 一 Y) 为 有 界线 性 算 子 空间 。 
在 83(XY) 中 定义 加 法 和 数 乘 如 下 : 
(A+B)rz=Ar+Br A,BEBX—Y),rEX 
(aA)z=ohr AE 3(X 一 Y), a 为 数 
则 多 (XY) 是 一 个 线性 空间 。 
定理 2.2.5 ”9(X-~~Y) 是 一 个 赋 范 线性 空间 。 
证 要 证 2(X~~Y) 为 赋 范 线性 空间 ,只 须 验 证 有 界线 性 算 子 A 的 范 数 | A | 满足 范 数 的 
三 个 条 件 即 可 。VY A,BE 3(X-=Y), 有 
(1) 1 41 关 0 显然 。 若 A=0, 则 1 Al =0, 反 之 , 若 上 A1 =0, 则 VzEX,Az=0, 故 
A=0; 
(2) llaAll = ,syp, | aAzl = syp,lel | Azll 一 le syp, | Azl =|lel lAl, 
C3) 14+B1 = ,syp, (A+B)zl = syp, | Ar 十 Br < svp,C Arl + 1Brl) 
< syp,l Arl + sup, lBrl = 一 1141 十 1B1。 
由 上 可 知 ,9(X-~*Y) 是 赋 范 线性 空间 。 证 毕 。 
一 般 说 来 ,2(X-~~Y) 作 为 赋 范 线性 空间 ,不 一 定 是 完备 的 ,但 若 Y 完备, 则 有 下 面 的 结果 。 
定理 2.2.6 ” 当 Y 是 Banach 空间 时 ,9(X-~Y) 也 是 Banach 空间 。 
证 已 知 3(X~~Y) 是 赋 范 线性 空间 ,下面 证 明 它 是 完备 的 , 即 对 多 (XY) 中 的 任 一 
Cauchy 序列 {T,} ,要 证 明 它 在 9CX-~~Y) 中 收敛 。 
(1) 先 求 T, 可 能 收敛 的 极限 T。 由 于 {T,) 是 Cauchy 列 , 故 Ye>>0, 则 存在 N, 使 当 m， 
nN 时, T, 一 T。 <e。 于 是 YzEX, 当 n,m>N 时 ,有 
1 Tez 一 Tezl = 1T 一 TD)zlsl7 一 Tilzl<elzl (2.2.12) 
所 以 当 z 固定 时 ,点 列 {Tz} 是 Y 中 Cauchy 序列 ,由 YY 的 完备 性 ,存在 yEY, 使 Tr 一 y(n 一 
co)， 作 到 了 中 的 算 子 了 为 ;: YzEX, 令 Tz = limT.z, 由 此 给 出 的 算 子 T:X-*Y 显 然 是 
线性 算 子 。 
(2) 证 明 TE 有 (XY)。 在 式 (2.2. 12) 中 令 m-*co, 由 范 数 的 连续 性 , YzEX, 有 
1T 一 TDzl <elzll (n> N) (2.2.13) 
由 式 (2.2.13) 知 (T, 一 T) € 名 (X 一 Y), 而 F(X 一 Y) 是 线性 空间 , 故 T=T, 一 (T, 一 T)€ 
B(X—Y), 
(3) 证 明 T, 一 T。 由 式 (2.2.13) 得 
1T.—TH = sup, 1(T,— Dzrl <e 
即 {T,} 依 范 数 收 化 于 全 ,所 以 ,2(X 一 Y) 是 Banach 空间 。 证 毕 。 
设 AE3(ZY),BE (XZ), 令 (AB)z = A(Bzr),z EX, 显然 AB 是 线性 算 子 , 称 为 
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B 与 A 的 乘积 。 又 对 每 个 <E X, 因 为 (AB)zll = 1 4(CBz)1 < 1 41 Bz 入 
1A1ILBI zi ,所 以 | 4AB1 生 14AINILB1E<c, 即 ABEGCX 一 Y)。 

定义 2.2.5 设 X 是 赋 范 线性 空间 ,X 上 的 线性 连续 泛 函 的 全 体 记 为 X  , 它 按照 通常 的 
线性 运算 及 泛 函 的 范 数 作 范 数 ,也 构成 一 个 赋 范 线性 空间 , 称 为 X 的 共 开 空 间 ( 或 对 偶 空 间 ) 。 

由 于 实数 全 体 (或 者 复数 全 体 ) 按 照 绝对 值 作 范 数 时 ,构成 完备 的 赋 范 线性 空间 ,所 以 由 
定理 2.2.6, 可 得 如 下 重要 结论 : 

定理 2.2.7 任何 赋 范 线性 空间 X 的 共 轿 空间 X* 是 Banach 空间 ，。 

在 逻辑 上 ,X* 是 一 个 完全 确定 的 Banach 空间 , 它 的 元 素 就 是 X 上 的 有 界线 性 泛 函 ,似乎 
不 存在 求 出 X* 的 问题 。 但 车 X* 缺乏 某 种 直观 形象 ,就 难以 有 效 地 思考 和 运用 ,实际 上 我 们 
会 把 它 当 成 一 种 未 知 的 东西 。 这 就 提出 了 一 个 问题 :如 何 把 X* 具体 地 表示 出 来 ? 为 此 ,我 们 
引入 两 个 线性 空间 同 构 的 概念 。 

定义 2.2.6 设 X,Y 是 两 个 赋 范 线性 空间 ,T 是 X 到 Y 中 的 线性 算 子 ,并 且 对 所 有 
zEX, 有 | Tzrll = 1 zl, 则 称 工 是 X 到 Y 中 的 保 范 算 子 。 如 果 人 又 是 映 上 的 , 则 称 T 是 
同 构 映 射 , 此 时 称 X 与 Y 同 构 。 

显然 保 范 算 子 是 一 一 的 ,而 同 构 映 射 是 等 距 映射 。 由 于 同 构 映 射 保持 线性 运算 及 范 数 不 
变 , 所 以 撤 开 X 与 中 点 的 具体 内 容 ,可 以 将 赋 范 线性 空间 X 与 Y 看 成 同一 抽象 空间 而 不 加 
区 别 , 在 这 个 意义 上 ,可 以 认为 X=Y。 因 此 ,对 于 看 起 来 很 抽象 的 空间 X* 来 说 ,通过 等 距 
同 构 , 就 可 得 到 X" 的 一 种 具体 表示 。 


例 2.2. 11 空间 /AQ<p<oo) 的 共 久 空间 是 4, 即 (1)* 二, 其 中 广 十 让 一 1。 
例 2.2.12 空间 L’[a,b](1<p<oo) 的 共 轧 空 间 是 Le[a,b], 即 (L?[a,5)* =L*[a,b]， 
WE 
其 中 方 十 可 =1。 
对 于 亚 [e,b,2,R" 来 说 ,它们 的 共 二 空间 就 是 它们 自己 , 即 满足 关系 (L* [a,6])* = 
Li[a,6],(L)* = ,(R")" 一 R" ,我 们 称 它们 是 自 共 示 空间 。 


关于 例 2.2. 11 和 例 2.2. 12 的 证 明 , 读 者 可 参阅 参考 文献 [6]。 
2.2.4 远 函 分 析 中 的 基本 定理 


本 小 节 将 介绍 泛 函 分 析 中 的 一 些 基本 定理 ,其 中 包括 著名 的 Hahn - Banach 延 拓 定理 、 
共鸣 定理 、 逆 算 子 定理 和 闭 图 像 定理 等 。 这 些 定理 充分 显示 了 泛 函 分 析 的 强大 作用 及 其 应 用 
的 广泛 性 。 

我 们 首先 介绍 Hahn - Banach 延 拓 定 理 。 它 告诉 我 们 ,如果 X 是 赋 范 线性 空间 ,G 是 它 的 
真子 空间 , 则 G 上 的 有 界线 性 泛 函 /都 可 以 延 拓 到 全 空间 X 上 并 保持 范 数 不 变 。 这 是 泛 函 
分 析 中 最 基本 的 一 个 定理 ,定理 本 身 及 其 推论 在 理论 上 有 重要 应 用 。 

定理 2.2.8(Hahn - Banach 延 拓 定理 ) 设 XX 是 赋 范 线性 空间 ,G 是 X 的 于 空间 ,是 
定义 在 G 上 的 任 一 有 界线 性 泛 函 , 则 f 可 以 延 拓 到 整个 X 上 且 保持 范 数 不 变 , 即 存在 定义 在 
X 上 的 有 界线 性 泛 函 下 满足 

(1) 对 zEG,F(z) 一 CCz); 

(2) FI = 中 fll6, 这 里 上 fs 表示 了 作为 G 上 有 界线 性 泛 函 的 范 数 。 
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定理 2. 2. 8 的 证 明 较 长 ,限于 篇 幅 , 这 里 从 略 (参看 参考 文献 [5]) 。 

下 面 介 绍 Hahn - Banach 定理 的 几 个 推论 ,它们 与 定理 本 身 一 样 ,在 理论 上 和 应 用 上 被 
经 常 引 用 。 

推论 1 设 X 是 赋 范 线性 空间 , Y zx。E XX, 只 要 zx, 关 0, 必 存在 定义 在 X 上 的 有 界线 性 
泛 函 f, 满 足 上 f=1,f(zo)= zol. 

证 令 G={azo), 其 中 a 取 遍 复数 域 或 实数 域 。 在 G 上 定义 线性 泛 函 为 

flaro) =allzol 

则 当 z=azo 时 ,1f(z)|=|al 上 zo 上 = 上 azol = 中 zl, 故 1 i。=1, 特 别 还 有 f(z。)= 
1 zo 上。 由 Hahn - Banach 定理 ,f 可 以 延 拓 到 整个 X 上 且 延 拓 后 泛 函 的 范 数 与 | /1 
相等 。 将 延 拓 后 的 泛 函 仍 记 为 f, 则 推论 1 的 结论 成 立 。 证 毕 。 

推论 2 设 G 为 赋 范 线性 空间 X 的 子 空间 , 若 mmEX, 且 ptzo,G) 一 i 记 | zo 一 z| =6> 


0, 则 必 存 在 X 上 的 有 界线 性 泛 函 万 ,使 1 fl = 译 ,/(zo)=1, 且 VzEG 有 f(z)=0。 


证 邻 Gl={azo 十 T|zEG,a 为数 }, 则 Gi 是 X 的 子 空 间 。 再 令 f(azo 十 7)=a, 那 么 了 
是 G, 上 惟一 确定 的 有 界线 性 泛 函 ,满足 f(z。)=1, f(x)=0( YrEG)。 


下 面 证 明 | /| = 南 。 由 于 1azs 十 z‖ 一 lel| 二 过 | >lala, 即 lel 太 于 lars 二 zl , 故 


1 ar, 十 z) 1=1a| 生 去 |lare 十 zl ,因此 ,71o< 襄 。 
另 一 方面 , 取 x,EGln 二 1,2,…), 使 | zo 一 zx, ‖ 一 Sn 一 co), 于 是 上 fllo lz 一 zl 二 
1 fm 一 z) 1=| f(x) |=， 故 1f1a 之 Ta 令 wco, 有 171o>> 南 ,所 以 


1fl6 = 村 . 


再 由 Hahn - Banach 定理 知 ,f 可 以 延 拓 到 整个 X 上 , 且 延 拓 后 的 泛 函 的 范 数 与 | /| 
相等 。 将 延 拓 后 的 泛 函 仍 记 为 f, 则 推论 2 结论 成 立 。 证 毕 。 

在 推论 2 中 , 若 令 用 二 6f, 则 上 有 =1, f(zo)=6, 于 是 推论 2 可 以 改写 成 下 面 的 推 
论 3。 

推论 3 设 G 是 赋 范 线性 空间 X 的 子 空间 , 若 zsEX, 且 pzo,X) =inflz -zl =6> 
0, 则 存在 XX 上 的 有 界线 性 泛 丁 /1 ,使 1 fi =1,f1(zo)=6,f1(z)=0(YzEG)。 

定义 2.2.7 设 X 为 一 距离 空间 ,ACX, 则 

(1) 若 人 的 内 部 是 空 集 , 即 (4)" 一 纪 , 则 称 A 为 疏 朗 集 ; 

《2) 若 A 能 表 成 至 多 可 数 个 疏 朗 集 的 并 集 , 则 称 A 为 第 一 纲 集 , 非 第 一 纲 集 称 为 第 二 
纲 集 。 

例 2.2.13 在 R 上 ,有 理 点 集 是 第 一 纲 集 , 更 一 般 地 ,可 数 点 集 总 是 第 一 纲 集 。 

定理 2. 2.9( Baire 纲 定理 ) 完备 的 距离 空间 必 是 第 二 纲 集 。 

定理 2. 2. 9 的 证 明 可 参看 参考 文献 [6]。 

定义 2.2.8 设 X,Y 为 赋 范 线性 空间 ,T.E 3B(X—>Y) (n=1,2,…), 则 


@@ ”由 本 推论 可 以 看 出 ,如 果 对 于 关上 的 一 切 有 界线 性 泛 西 , 有 f(zo) = 0, 则 zo 二 0。 
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(1) 如 果 YVzEX, 序 列 {T.z} 有 界 , 即 有 数 C:(C- 是 仅 与 有 关 的 一 个 常数 ), 使 得 对 于 
任意 正 整数 ”… | T,z | 三 C,, 则 称 {T.) 在 X 上 逐 点 有 界 ; 

《2) 如 果 存 在 常数 C, 使 得 对 于 任意 正 整数 a, | T, | 过 C, 则 称 {T,) 在 XX 上 一 致 有 界 。 

因为 1 Tzl 和 iT ll lzl ,所 以 如 果 {T.) 在 X 上 一 致 有 界 , 则 {T.} 必 逐 点 有 界 。 

定义 2.2.9 设 T.ES(CX-Y), 如 果 YzEX,fTz} 都 收 全 , 则 称 {T.} 在 X 上 是 逐 点 
收敛 的 。 

接着 介绍 的 共鸣 定理 ,又 称 为 一 致 有 界 性 原理 。 它 是 Banach 空间 理论 中 最 重要 的 定理 之 
一 ,是 由 Banach 和 Steinhaus 在 1927 年 给 出 的 ,因此 也 称 为 Banach - Steinhaus 定理 。 许 多 
古典 的 分 析 问题 ,经 过 抽象 后 ,都 可 以 归纳 为 这 一 原理 ,显示 了 泛 函 分 析 的 重要 作用 。 

定理 2. 2. 10( 共 网 定理 ,Banach - Steinhaus 定理 ) 设 X 是 Banach 空间 ,Y 是 赋 范 线性 
空间 ,T,ES(X-*Y)。 若 T, 在 X 上 逐 点 有 界 , 则 {T.} 一 致 有 界 。 

证 设 人 =(zlzEX,1Tz1l 和 tn=1,2,…}) 一 1,2,…，, 则 A, 为 闭 集 。 事 实 上 , 若 
在 A 中 有 一 个 序列 {xz} 收敛 于 工 , 则 对 每 个 n 和 j, 都 有 Tx; | 入 4。 令 j 一 co, 由 范 数 的 连 
续 性 知 , | T,z ‖ 和 An 一 1,2,…, 故 zE A,, 即 A 为 闭 集 。 

由 于 VzEX,T, 逐 点 有 界 , 故 有 T,x ‖ 志 C,。 因 此 ,对 每 个 xz€E X, 存 在 正 整 数 , 使 


zxEAi, 因 而 X= 山 A,。 由 于 XX 是 完备 的 ,根据 Baire 网 定 理 , 必 有 某 个 A 包含 着 一 个 开 球 
BCzo,r),r>0, 使 得 YzEB(ror), 必 有 |‖ Tez 过 k,n=1,2,…。 现 在 要 估计 中 T, | = 
,si 人 Taz | ,只 需 估计 { | T,z | } 当 z 属于 单位 球 时 的 上 界 。 由 于 VxE B(0,1), 有 rz 十 xn 
EB(zo,r), 因 而 上 T(rzx 十 zo) | 过 be。 于 是 对 任意 xE B(0,1) ,有 

1Tzl = 二 1Trzl = +1T,0z+a m2) < 


To Tz tr + 1TzolD < 2 


上 式 对 一 切 自然 数 者 成立 , 取 C=26, 则 上 T= ,syp, 1 Tz 中 <<Cn 一 1,2,…。 证 毕 。 


推论 设 X 是 Banach 空 间 ,T,. 和 工 是 X 上 的 有 界线 性 算 子 ,A 是 X 上 的 稠密 子 集 , 则 
T, 在 X 上 逐 点 收敛 于 了 的 充 要 条 件 是 T, 一 致 有 界 并 且 在 4 上 逐 点 收 剑 于 T。 

证 必要 性 可 直接 由 共鸣 定理 推出 ,下 面 证 明 充分 性 。 

由 于 人 =X,YzEX, 有 {z}CA, 使 二 一 z。 由 题 设 条 件 知 ,存在 C>0, 使 1 T, 上 之 C。 


若 M 一 maxt Tl ,C}, 由 羽 z，Ve>0, 存 在 训 , 当 j>jo 时 ,由 zx; 一 x 中 3 和 i。 再 由 Twzj 一 


Tzj, 存 在 自然 数 Ni, 当 n>Ni 时 ,| Tri 一 Tz < 于。 取 N=maxijo,Ni), 则 当 x>N 时 ， 
有 
HTz—Trl SITx—Tzrl+lTz,— Tel+ TT < 
IT zz 十 合十 ITI lz—zl <e 
故 T,r 一 Tr(n->oo)。 证 毕 。 


作为 共鸣 定理 的 特例 ,有 下 述 定理 : 
定理 2.2.11 设 {/.) 是 Banach 空间 X 上 的 一 列 泛 函 , 如 果 {f,(zx)} 在 X 的 每 点 zx 处 有 


第 二 章 ” 远 函 分 析 71 


界 , 那 么 {f,) 一 致 有 界 。 

这 只 需 在 定理 2. 2. 10 中 用 实数 域 R 或 复数 域 C 代 替 Y 即 可 。 

下 面 我 们 介绍 Banach 空间 中 的 另外 一 些 基 本 定理 ,如 逆 算 子 定理 . 开 映射 定理 和 闭 图 像 
定理 等 。 

设 X,Y 都 是 Banach 空间 ,TE 3B(X>Y)。 记 R(T)={yEY: 存 在 zxEX, 使 y*= Tzr}, 称 
R(T) 为 工 的 值 域 ,如 果 R(T)=Y, 则 称 为 满 射 。 如果 YW yE R(T), 只 有 惟一 的 TEX, 使 y 
三 Tz, 则 称 为 单 射 ,这 时 可 以 定义 从 R(T) 到 X 中 的 算 子 

Tiy=z 当 y= Tz 时 ， 
T' 称 为 了 的 逆 算 子 。 显 然 T-' 是 线性 算 子 ,但 其 定义 域 却 不 一 定 是 全 空间 Y。 

如 果 工 既 是 单 射 又 是 满 射 , 则 称 是 X 到 Y 上 的 一 一 对 应 。 这 时 T-!' 是 从 Y 到 X 上 的 
一 个 线性 算 子 。 于 是 ,我 们 自然 要 问 ,T :是 不 是 有 界 的 ? 有 例子 表明 ,即使 XX 是 完备 的 ,了 
也 不 一 定 是 有 界 的 。 但 是 如 果 Y 是 完备 的 ,情况 就 不 同 了 ,这 就 是 下 面 的 Banach 逆 算 子 
定理 。 

定理 2. 2.12( 逆 算 子 定理 ) 设 X,Y 都 是 Banach 空间 ,TE 2(X--Y)。 若 工 是 一 一 对 应 
的 算 子 , 则 T7'E€ 2B(Y 一 X)。 

为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 先 介绍 重要 的 开 映 射 定理 。 

定义 2.2.10 设 X,Y 是 两 个 距离 空间 ,了 是 X 到 Y 中 的 映射 , 若 工 将 X 中 的 开 集 映 为 
Y 中 的 开 集 , 则 称 了 是 开 映 射 。 

定理 2.2. 13( 开 映 射 定理 ) 设 X,Y 都 是 Banach 空间 , 若 TE F(X 一 Y) 是 一 个 满 射 , 则 
工 是 开 映射 。 

定理 2. 2. 13 的 证 明 比 较 长 ,我 们 仅 叙 述 一 下 证 明 的 大 致 思路 。 证 明 分 为 三 步 。 对 于 Yr 


>0, 令 BC0,7)={z1 zl < 下。 首先 证 明 0 是 TBC0,7) 的 内 点 ,其 次 证 明 TB(0, 互 ) 己 


TB(0,7) ,最 后 证 明 ,对 于 X 中 的 任 一 开 集 G,TC(G) 是 Y 中 的 开 集 。 

定理 2. 2.12 的 证 明 : 由 于 了 是 X 到 Y 上 的 一 一 对 应 算 子 ,所 以 7T-' :YX 存在 , 且 为 线 
性 算 子 。 由 开 映 射 定理 ,对 于 X 中 任 一 开 集 G,T(G) 为 开 集 。 因 为 T-:(TG)=G, 由 定理 2. 
1.8 知 ,T 是 连续 的 ,因而 是 有 界 的 。 证 毕 。 

定义 2.2.11 设 X,Y 是 两 个 赋 范 线性 空间 , 称 XXY = ((z,y) |zE X,y EY) 为 空间 
与 Y 的 乘积 。 如 果 在 XXY 上 定义 范 数 

Iz,wh = zl+ yl (zy E XXY 

易 知 XXY 是 赋 范 线性 空间 , 称 它 为 乘积 赋 范 线性 空间 。 

可 以 证 明 , 若 X 和 Y 都 是 Banach 空间 , 则 XXY 也 是 Banach 空间 。 

定义 2.2.12 设 X,Y 都 是 赋 范 线性 空间 ,T:D(T)(CX)-*Y 是 线性 算 子 , 称 XXY 中 的 
集合 G(T) = {(z,y) 1zE D(T)，y= Tz} 为 算 子 工 的 图 像 。 如 果 G(T) 是 XXY 中 的 闭 集 ， 
则 称 了 是 闭 算 子 。 


例 2.2.14 微分 算 子 了 一 量 ,Tz(D)= 飞 (0)。 已 知 该 算 子 了 :CO [0,1]-“C[o,1] 不 是 


有 界线 性 算 子 。 下 面 证 明 它 是 闭 算 子 。 
任 给 (zx,,Tz,)EG(T), 即 zx.ECV[0,1],Tz,€E CL0,1], 而 zx,Tz,>y, 要 证 (7,y)E 
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GCT) 
由 于 TxD)=z 《Dy(D), 故 上 一 y 二 max 1 一 y(1)1 一 0, 即 在 [0,1] 上 ， 


Zz,(1) 一 致 收 化 于 y(1) ,于 是 y(t) 连 续 。- 现 在 证 明 z(t) EC [a,6] 且 y=Tz。 
由 于 dr = im zdr= lim(zv(D) 一 zs(0)) 一 z(b 一 z(0)， 即 z(D 一 z(0) 十 
。 oo Po 


[yenar. 则 (DOECo[0,1], zz (?)=y(2), 即 y= 二 Tr。 因 此 (xz,y)EG(T),G(T) 为 闭 集 ， 
0 


即 微分 算 子 是 闭 算 子 。 

定理 2.2. 14( 闭 图 像 定理 ) 设 X,Y 都 是 Banach 空间 ,T:D(T)CX->Y 是 闭 线性 算 子 。 
车 D(T) 是 闭 的 , 则 工 有 界 。 

证 因 了 是 闭 线性 算 子 , 故 GCT) 是 Banach 空间 XXY 中 的 闭 集 ,G(T) 也 是 XXY 的 
线性 子 空间 ,因此 G(T) 和 D(T) 都 可 以 看 作 是 Banach 空间 。 定 义 算 子 P:G(T) 一 D(T) 为 

Plz,Tr)=r (zx,Tr) € G(T) 

显然 卫 是 线性 算 子 , 且 因 上 PCz,y) 上 = 上 zl 寺 上 zl 十 yl = 上 (x,y) 上 , 知 P 是 有 界 
算 子 。 又 若 (z,Tz) 天 (y,Ty), 必 有 z 关 >, 故 P(z,Tz) 关 P(y,Ty), 因而 是 一 对 一 的 ,P 
显然 是 到 D(T) 上 的 映射 ,由 逆 算 子 定理 ,P-' 存 在 , 即 上 P-zl 过 1 P-1 zl .而 Tr 
委 |‖zl 十 1Tzl = 有 (zyTz)1 = 人 Pizl 所 以 1Tzl 和 llP-i Ilzl, 即 人 是 有 界 
线性 算 子 。 证 毕 。 

定理 2. 2. 14 是 泛 函 分 析 中 一 个 比较 重要 的 定理 , 它 将 判断 算 子 是 否 有 界 转 化 为 判断 算 子 
是 否 是 闭 算 子 ,这 在 不 少 情况 下 是 比较 容易 的 。 


2.2.5 共 罗 算 子 


设 X,Y 是 两 个 赋 范 线性 空间 ,X* ,Y* 分 别 是 X 和 了 的 苍 空间 ,对 于 TE 3(X_>Y)， 
8EY" ,定义 f(z) =g(Tz),zE X, 则 /是 X 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 ,显然 对 于 每 个 gEY， 
对 应 惟一 的 /EX" ,用 "表示 这 个 对 应 关系 , 即 Tg 二 /, 则 了 * 就 是 Y* 到 X' 中 的 算 子 。 
称 T" 为 的 共 二 e 算 子 (或 伴随 算 子 ) 。 

由 了 的 定义 可 知 , YzEX 以 及 任 一 gEY"* ,有 


(T"g)(z) = g(Tz) (2.2.14) 
下 面 给 出 共 示 算 子 的 一 些 基本 性 质 。 
定理 2.2.15 ”有 界线 性 算 子 T 的 共 权 算 子 了 " 也 是 有 界线 性 算 子 , 且 中 T* 1 = IT1 。 


证 了 "的 线性 是 显然 的 。 现 在 证 明 T" 的 有 界 性 。 由 式 2. 2. 14 知 , VzEX,YVgEY'， 
有 1(Tg)(Cz) 1 一 1gTz)is gl1TIILzl，, 于 是 1T glslleglNTI ,所 以 工 :有 
界 且 1T 1 和 1T1 。 

另 一 方面 , YzE X,TzEY, 由 Hahn - Banach 延 拓 定理 的 推论 1, 存在 gvEY' ,使 


lgl=1, 有 8 go (Tr)= | Tz1l。 故 1Tzl =| eg(Tz) |=| Te)Cz |< 
IT*gl lzl < Tl lal zl = IT zh, 由 zxEX 的 任意 性 得 , | T1 入 
1T* ,于 是 1T" 上 = 中川。 证 毕 。 


定理 2.2.16 设 T,SE (XY),AE 3(Y->Z),a,8 是 数 , 则 
(1) (aT+8S)* =aT* +BS* ; 
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(2) (AT) 一 TA 3 

(3) 车 工 有 界 可 道 , 则 工 "也 有 界 可 递 , 且 (T ) 一 一 (T) 。 

证 (1),(2) 的 证 明 比 较 简单 ,这 里 只 证 (3)。 由 于 TE 8B(Y 一 XX), 所 以 (TT')*€ 
(XY°),. VfEX' TD) FEY ,YrEX, 有 LTT) fz) = [TD f(Tz) 
三 ATI'Tz)= f(z)。 所 以 YfEX*,T* (TT)'f=f, 即 T* (TT')"=Ix* 。 这 里 Ix* 是 X* 
上 的 恒 等 算 子 。 

另 一 方面 ,VY gE€Y* ,yEY, 有 (CT *T*g)(y) = [Tg](Ty) = g(TT™!y) = g(»y), 
所 以 Vg€EY*,(T I)*"T*g==g。 即 (T')*T* = 二 1y* 。 这 里 Jy* 是 Y* 上 的 恒 等 算 子 。 所 以 
(T* ) 一 存在 , 且 (T )"'=(T™')* 。 证 毕 。 


2.2.6 全 连续 算 子 


本 段 我 们 介绍 一 类 重要 的 算 子 一 一 全 连续 算 子 , 它 在 积分 方程 论 和 数学 物理 中 具有 广泛 
的 应 用 。 

定义 2.2.13 设 X,Y 是 赋 范 线性 空间 ,T:X->Y 为 线性 算 子 , 如 果 工 将 X 中 任 一 有 界 集 
映 成 Y 中 的 列 紧 集 , 则 称 T 为 全 连续 线性 算 子 (或 紧 线性 算 子 ) 。 

由 定义 可 以 看 出 ,T 是 全 连续 线性 算 子 的 充 要 条 件 是 :对 于 X 中 的 任何 有 界 点 列 {zv}， 
{Tz,) 必 有 收敛 子 列 。 

在 有 限 维 赋 范 线性 空间 上 ,任何 线性 算 子 都 是 有 界 的 ,并 把 有 界 集 映 成 有 界 集 。 又 在 有 限 
维 赋 范 线性 空间 中 ,任何 有 界 集 都 是 列 紧 集 ,因此 ,定义 在 其 上 的 线性 算 子 都 是 全 连续 线性 
算 子 。 

在 无 穷 维 赋 范 线性 空间 X 中 ,由 于 列 紧 集 必 为 有 界 集 , 所 以 线性 算 子 是 有 界 的 。 但 有 界 
线性 算 子 不 一 定 是 全 连续 的 。 例 如 , 便 等 算 子 IT:X-~~X,Iz=z,zEX, 它 是 有 界 的 ,T 把 单位 
球 映 成 单位 球 ,而 无 穷 维 赋 范 线性 空间 中 的 单位 球 不 是 列 紧 的 ,因此 I 不 是 全 连续 线性 算 子 。 

设 TE 级 X->Y) ,如 果 了 的 值 域 RCT) 为 有 限 维 的 , 即 工 把 X 中 每 一 有 界 集 映 成 有 限 维 
空间 R(T) 中 的 有 界 集 , 因 而 是 列 紧 的 , 故 T 为 全 连续 算 子 。 值 域 为 有 限 维 的 有 界线 性 算 子 称 
为 有 限 秩 算 子 。 有 限 秩 线性 算 子 是 全 连续 算 子 。 


例 2.2.15 设 天 (ec,s) 在 [a, 扫 X[a, 轨 上 和 连续 , 则 由 (Tz)(O) 二 KC,9DzCs)ds 定 义 的 算 


子 本 是 CL[a,5] 到 CLa,5] 的 全 连续 线性 算 子 。 
证 设 A 是 CLa,b] 中 任 一 有 界 集 , 则 存在 正 数 M, 使 对 一 切 zEA, 有 上 zx <M, 于 是 


| TG) — T2000) [< 1 KO) — Koss) | z() 1 ds < 


mh | KGas) — Kia,s) | ds 
由 于 KC,s) 在 [a,6]X[a,6] 上 连续 ,从 而 Ye>>0, 存 在 >0, 使 对 任意 的 44,t,E [a, 扫 ,只 要 
la 一 41<6, 就 有 |K(t,s) 一 K(f,s) | < ms Ca,b]. 因此 ,对 一 切 zE A, 有 


1(Tz)(4) 一 (Tz)(4.)|<e, 即 TA 是 等 度 连续 的 。 又 由 例 2. 2. 9 知 , 算 子 工 有 界 ,因此 TA 
有 界 。 由 Arzela - Ascoli 定理 (定理 2.1. 11) 知 ,TA 是 列 紧 集 ,所 以 工 是 全 连续 线性 算 子 。 
下 面 给 出 全 连续 线性 算 子 的 一 些 性 质 。 
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设 X,Y 均 为 赋 范 线性 空间 ,以 C(X-~~Y) 表 示 从 X 到 Y 的 全 连续 线性 算 子 的 集合 。 

定理 2.2.17 全 连续 线性 算 子 的 线性 组 合 仍 为 全 连续 线性 算 子 。 因 此 ,C(X 一 Y) 是 
久 (XY) 的 子 空间 。 

定理 2. 2. 17 的 证 明 由 读者 自己 完成 。 

定理 2. 2.18 若 Y 是 Banach 空间 ,{T,)CC(X>Y),TE 3(X>Y), | T,—TI|— 
0(n>o0), 则 TEC(XY)。 

证 设 A 为 X 中 任 一 有 界 集 。 由 假设 知 ,对 于 每 个 n,T.A 是 Y 中 的 列 紧 集 。 由 于 


1 T, 一 T1 一 0tno0), 帮 对 任 给 e>0, 存 在 mw, 使 Tz 一 Tz 中 一 务 对 一 切 xEA 成 立 , 即 
TA 是 TA 的 列 紧 去 e- 网 。 由 于 T。A 列 紧 , 则 T。A 是 全 有 界 的 。 设 G 是 TA 的 有 限 


过 -网 , 即 对 于 YVzEehA,yEG, 有 Tuz 一 ?| 二 重 . 从 而 1Tr 一 y1 < 1Tz 一 Tuzl + 


| Tz 一 yl <e, 即 G 是 TA 的 有 限 e -网 , 故 TA 是 全 有 界 的 。 注 意 到 Y 为 Banach 空间 ,由 
定理 2.1, 10 知 ,TA 是 列 紧 的 。 由 于 A 的 任意 性 , 则 TEC(CX-*Y)。 证 毕 。 

由 以 上 两 个 定理 可 知 , 若 X 为 赋 范 线性 空间 ,Y 为 Banach 空间 ,CCX-~~Y) 也 是 Banach 
空间 。 

定理 2. 2. 19 ”全 连续 线性 算 子 与 有 界线 性 算 子 的 复合 是 全 连续 线性 算 子 , 即 若 
TECCX-Y),4AE3(0Y-~Z),BE2(Z-X), 则 ATECCX--Z),TBEC(Z--Y)。 

这 个 定理 的 证 明 由 读者 自己 完成 。 

推论 设 赋 范 线性 空间 X,Y 中 有 一 个 是 无 穷 维 的 ,TE 38(X 一 Y) 全 连续 , 则 T 不 可 能 
存在 有 界 的 逆 算 子 。 

证 只 证 X 是 无 穷 维 的 情形 。 若 T 有 有 界 的 逆 算 子 T-:, 由 定理 2. 2. 19 知 ,T= T-! 工 
全 连续 ,于 是 X 中 任 一 有 界 集 是 列 紧 的 , 故 X 是 有 限 维 的 ,矛盾 。 证 毕 。 

关于 全 连续 线性 算 子 ,还 有 如 下 结果 。 

定理 2.2.20 设 X,Y 都 是 赋 范 线性 空间 ,TE CCX-=Y), 则 T "ECCY 一 X* )。 


2.2.7 有 界线 性 算 子 的 谱 理 论 


线性 算 子 的 谱 理论 是 泛 函 分 析 中 极为 重要 的 内 容 。 它 起 源 于 代数 方程 .积分 方程 和 微分 
方程 的 特征 值 问题 ,建立 在 更 加 广泛 的 研究 基础 之 上 ,对 数学 ,物理 以 及 工程 中 的 各 类 理论 和 
应 用 问题 的 研究 起 着 十 分 重要 的 作用 。 在 本 小 节 中 ,将 对 算 子 谱 的 最 基本 的 概念 和 性 质 作 
一 简单 介绍 。 

定义 2.2.14 设 X 为 复 Banach 空间 ,TE SCX-~X) 人 ICX) ,4 为 一 复数 。 

(DD 如 果 (AT 一 TD E38(X), 称 为 算 子 了 的 正则 点 ,正则 点 的 全 体 称 为 工 的 正则 集 , 记 
为 p(T) ,R(T) 二 (XI 一 T) 称 为 工 的 预 解 式 。 

(2) 如 果 A 不 是 工 的 正则 点 , 称 为 工 的 谱 点 , 谱 点 的 全 体 称 为 工 的 谱 , 记 为 ncCT)。 

(3) 对 于 MEz(7T), 若 (MT 一 T)z=0 有 非 零 解 , 则 称 为 工 的 特征 值 ,相应 的 非 零 解 z 称 
为 的 关于 特征 值 的 特征 向 量 。NCMT 一 T) 称 为 工 关 于 特征 值 人 的 特征 向 量 空间 。T 的 
特征 值 的 全 体 记 为 o,(T) , 称 为 工 的 点 谱 。 
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(4) (X41 一 T)-! 存 在 ,R(XI 一 T) 关 X, 但 RGQI 一 T) 二 X, 这 部 分 A 称 为 的 连续 谱 , 记 为 
o.(T), 

(5) (A1 一 T) 存在 , 且 RGQI 一 了 ) 隆 X, 这 部 分 称 为 的 剩余 谱 , 记 为 o,(T)。 

由 定义 知 , 复 平面 C=pC(T)Uo(T), 并 且 p(T)No(T)=@,o,《T),o.(T),o,(T) 互 不 
相交 ,并 且 oT)=6o,(T)Uo(T)Uo,(T)。 

例子 表明 , 当 X 为 无 穷 维 时 ,定义 中 各 类 型 的 谱 都 可 能 出 现 , 限 于 篇 幅 , 这 里 不 再 介绍 。 

为 了 讨论 有 界线 性 算 子 谱 的 性 质 , 先 介绍 一 个 基本 定理 。 

定理 2.2.21 设 X 为 Banach 空间 ,TES(CX), 1 Ti 天 1, 则 


(1) (I— TD € HX); (2.2.15) 

(2) ([ 一 TD = 了 IT (规定 T= 了 D， (2.2. 16) 
了 1 

1- TH 和。 2.2.17 

(3) 6 1< TT 《 


应 用 压缩 映射 原理 容易 证 明 该 定理 ,请 读者 自己 完成 。 

定理 2.2.22 设 X 为 复 Banach 空间 ,TE 儿 (X), 则 p(T) 为 开 集 ,o(T) 为 闭 集 。 

证 若 p(T)= 放 , 则 定理 成 立 。 设 p(T) 了 @@。 对 Ep(T),AEC, 有 

一 T= (一 xn)TI 十 (1 一 T) 一 
(neT 一 T)[T 十 (一 2)(oT 一 T)-] 

当 |4 一 如 | 过 上 O01 一 TD 时 ,上 2 一 ) (hI 一 T)7! 中 过 1。 由 定理 2.2.21 知 ,[I1 十 
(一 io)(hT 一 TD 一 ] 'E 甸 (X), 从 而 (A1 一 T)-E FB3(X), 即 XEp(T), 因 此 p(T) 为 开 集 。 注 
意 到 ol(T)=C\p(T), 故 ao( 了 T) 为 闭 集 。 

为 了 证 明 谱 点 的 存在 性 定理 ,需要 下 面 的 一 个 简单 结论 。 

定理 2.2. 23 预 解 式 R(T) 在 p(T) 内 是 算 子 值 解析 函数 。 

定理 2.2. 24 (Gelfand - Mazur) 设 X 是 复 的 Banach 空间 ,X 关 {10}, TE F(X), 则 
oT)zO, 

证 反 证 法 。 倘 若 PC(T) =C, 那 么 R(T) 在 C 上 解析 ,并 且 由 式 (2. 2. 16) 知 , 当 14| > 
THI 时 ,有 


RT) = 2 


Ee 


T™ (2.2.18) 


以 及 lIRDI < 


VfE RX)* , 则 /(R;(T)) 在 全 平面 上 解析 , 且 


FROTD HN < NFATRDI < TI 一 ii 


令 4 吕 ,有 f(R(T))->0。 由 复 变 函数 的 Liouville 定理 知 , 对 任 一 复数 ,CR,(T)) 一 0。 

X 为 非 0 空间 ,3(X) 为 非 0 的 Banach 空间 ,从 "CT) = 纪 知 ,0Ep(T), 从 而 TiE 
3KX)。 由 Hahn ~ Banach 定理 推论 1, 存 在 FE 3CX) ,使 FT-)= | T-: | 尖 0。 这 与 任意 
复数 和 ,/(Ri(T)) 二 0 矛盾 。 故 olT) 非 空 。 

定义 2.2.15 设 X 是 复 Banach 空间 ,TE 2(CX) , 称 数 7.(T) 二 ,sup 1X| 为 工 的 谱 半径 。 


1 
TREETTT (2.2.19) 
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由 式 (2. 2.18) 和 式 (2. 2. 19) 知 ,r (TD 入 外 工 | 外 ,下 面 给 出 谱 半 径 的 准确 表达 式 。 

定理 2.2.25(Gelfand) 设 X 为 复 Banach 空间 ,TEB(X), 那 么 7,(T)=limy TT 

定理 2. 2. 25 的 证 明 较 长 ,这 里 略 去 。 

例 2.2.16 考虑 算 子 T:2 一 忆 ,T(zzy…) 一 (zz 和 mw)，Vz 一 (zyz)EL。 
容易 算出 上 TH =1, 所 以 oT)C{4:14|<1}。 

对 于 任意 的 4EC,14| 过 1, 车 令 mm 一 (1 …), 则 Tzo 二 C4, 本,……) E48 ,从 而 Tzo 二 
hz 或 (MT 一 T)zo 一 0, 由 于 zo 关 0, 所 以 XEo,(T)。 于 是 (2: 141 一 1) ColT)CoT)C 
从; 141 入 1)。.o(T) 是 闭 集 ,o(T) = {4; | 41<< 1}。 

关于 全 连续 算 子 的 谱 , 有 如 下 结果 : 

定理 2.2.26 设 X 是 复 Banach 空间 ,TEC(CX), 则 

(1) 工 的 非 零 谱 点 都 是 特征 值 ; 

(2) a(T) 是 可 数 集 ,0 是 "(T) 惟 一 可 能 的 聚 点 ; 

(3) 如 果 X 是 无 穷 维 的 , 则 0Ec(T); 

(4) 对 应 于 每 个 非 零 特征 值 *,N(X1 一 T) 是 有 限 维 的 。 

由 这 个 定理 可 知 ,对 于 全 连续 算 子 来 说 , 任 一 非 0 数值 ,要 么 MEp(T) ,要么 MEm(T)， 
此 外 不 存在 其 他 谱 点 。 这 通常 被 称 为 全 连续 算 子 的 择 一 定理 。 相 应 于 算 子 方程 (MT 一 T)z 一 y 
来 讲 , 这 相当 于 要 么 该 方程 对 任何 yYE X 有 惟一 解 ,要 么 相应 的 齐 次 方程 (7 一 T)z=0 有 非 零 
解 。 这 和 代数 方程 组 的 情况 是 一 致 的 ,和 积分 方程 中 很 多 情况 也 是 吻合 的 。 泛 函 分 析 将 它们 
归结 为 很 一 般 的 全 连续 算 子 类 ,并 给 予 彻底 解决 。 

定理 2.2.27 设 X 为 复 Banach 空间 ,TEC(X) ,和 0,T" 是 工 的 共 罗 算 子 。 

(1) 车 yEX, 则 方程 41 一 T)z=y 可 解 的 充 要 条 件 是 > 上 | NGT 一 T" ),N(X1 一 T' ) 是 
T* 的 相应 于 4 的 特征 向 量 空间 ; 

(2) 若 y" EX“, 则 方程 (41 一 T* )zx* =y* 可 解 的 充 要 条 件 是 y* | Na1 一 T)， 
NGQI 一 T) 是 的 相应 于 4 的 特征 向 量 空间 。 

定理 2.2.28 设 X 为 复 Banach 空间 ,TE 3B(X),T'* 是 工 的 共 生 算 子 , 则 

(1) oCT)=cCT ); 

(2) 设 4,nEa(T),x 是 TT 的 相应 于 4 的 特征 向 量 ,x* 是 T* 的 相应 于 p 的 特征 向 量 ， 
2 关 p 则 x 上 Lx" ,从 而 NGQI 一 T) NCpI 一 T*); 

(3) 若 MEaCT) ,天 0, 则 dimNG21 一 T) = dimN(pl 一 下 )。 

关于 这 些 定理 的 证 明和 应 用 ,请 读者 参阅 参考 文献 [12]。 


2.3 ” Hilbert 空间 


在 有 限 维 欧 氏 空间 R* 中 ,除去 向 量 的 长 度 外 ,还 要 讨论 两 个 向 量 的 夹 角 ,特别 是 两 个 向 
量 的 正 交 性 ,为 此 需要 引入 “内 积 ” 的 概念 。 在 本 节 中 ,我 们 将 把 这 一 概念 引入 到 无 穷 维 空间 中 
去 ,从 而 形成 一 类 特殊 的 Banach 空间 一 一 Hilbert 空间 。 


2.3.1 内 积 空间 
定义 2.3.1 设 六 为 复线 性 空间 ,如 果 对 任意 z,yE XX, 都 有 一 复数 (x,y) 与 之 对 应 ,并 且 
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满足 下 列 条 件 
(1) (z,z) 过 0;(r,z) 一 0 的 充 要 条 件 是 z 一 0,zEX， 
(2) (art+By,z)=a(z,z) 十 B(y,z),T，,y,zE XX,a,B 为 复数 ， 
(3) (z,y) 一 (yzJ,z,yEX， 
则 称 (z,y) 为 zx,y 的 内 积 ,X 为 内 积 空间 。 
若 X 是 实 线性 空间 , 则 条 件 (3) 可 改 为 (z,y) = (>,z)。 由 内 积 的 定义 可 以 得 到 下 述 等 式 


(zyay 十 应 ) 一 a(Cz,y) 十 PCzz) (2.3.1) 
设 X 为 内 积 空间 ,对 于 zxEX, 定 义 
1zl =WCz'z) (2.3.2) 


则 |z|‖ 是 一 个 范 数 , 称 为 X 上 由 内 积 定义 的 范 数 。 
由 内 积 的 定义 及 式 (2. 3. 1), 即 知 | 。|| 满足 范 数 定义 的 (1) 和 (2), 为 了 证 明 它 也 满足 
三 角 不 等 式 上 zx 十 y1 入 | zl 十 | 上 > | ,需要 证 明 下 面 的 定理 。 
定理 2. 3. 1(Schwarz 不 等 式 ) ”对 内 积 空间 X 中 任意 的 元 素 x,y, 成 立 
1 (zy2) 1 zl lyll (2. 3.3) 
证 ”对 任何 复数 <, 有 
0<(zrtay,rtay) = rl:+a(y,r) +a(r,y) +aa | yl)’ 
当 ?=0 时 , 式 (2.3.3) 显 然 成 立 。 设 ?天 0, 则 (y,y)>0, 取 = 一 (z,y)/(>,y), 整 理 后 即 得 
式 (2.3.3)。 证 毕 。 
现在 利用 Schwarz 不 等 式 来 验证 三 角 不 等 式 。Yz,yEX, 有 
“1z 十 3y 咱 一 (z 十 yz 十 ?) 一 (zyz) 十 (zy) 十 (yyz) + yy) 一 
lzl?+2Re(z,y+ lyl< 
Nz?+2lzl yl + lyl:= Czl+ yl): 
即 上 z+y 上 三 上 zl 十 yl 。 这 表明 (X, 上 ， 1) 是 一 个 赋 范 线性 空间 , 当 XX 完备 时 , 则 称 X 
为 Hilbert 空间 。 
在 内 积 空间 X 中 ,内 积 是 两 个 变 元 的 连续 函数 , 即 当 x, 一 zx,y, 一 y 时 ,有 (zx,,y,) 一 
(zyy)。 
定理 2.3.2 赋 范 线性 空间 X 成 为 内 积 空间 的 充 要 条 件 是 它 的 范 数 满足 
外 z 十 ?用 十 1z 一 ?有 一 2 人 zz 人 十 2 和 1: (2. 3. 4) 
其 中 ,x,y 是 X 中 任意 两 个 元 素 , 式 (2. 3.4) 称 为 中 线 公式 。 
关于 式 (2. 3.4) 的 证 明 , 读 者 可 参看 参考 文献 [5]。 
式 (2. 3. 4) 的 几何 意义 是 ,平行 四 边 形 各 边 长 度 平方 之 和 等 于 两 对 角 线 长 度 的 平方 之 和 。 
因此 也 把 式 (2. 3. 4) 称 为 平行 四 边 形 公式 。 
除了 线性 代数 中 介绍 过 的 有 限 维 内 积 空间 R",C" 之 外 ,下 面 举 两 个 无 穷 维 内 积 空间 的 
重要 例子 。 
例 2.3.1 空间 己 [a,b。 对 [a, 妇 中 任意 z,y, 定 义 
(zn 一 = Tod (2.3.5) 
容易 验证 L*[a,5] 按 式 (2. 3. 5) 中 的 内 积 成 为 内 积 空间 。 又 由 式 (2. 3. 5) 导 出 的 范 数 为 


1z1 = (fz re): 
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由 例 2. 2.4 知 ,L*[a,5b] 为 Hilbert 空间 。 
例 2.3.2 空间 。 对 于 L 中 任意 z,y,T=( 生 ,各 ,…),y 二 (加 ,加 ，…) ,定义 


(1,y) = Fes, (2.3.6) 
则 中 按 式 (2. 3.6) 定 义 的 内 积 成 为 Hilbert 空间 。 
2.3.2 投影 定理 与 Riesz 表现 定理 


定义 2.3.2 设 XX 是 内 积 空间 ,z,yE X。 如 果 (z,y) 一 0, 则 称 z 与 y 正 交 , 记 为 z|y; 
设 A,BCX, 如 果 VYzEA,yEB, 有 xz]y, 则 称 A 与 B 正 交 , 记 为 ALB; 如 果 z 与 B 中 所 有 
元 素 正 交 , 则 称 z 与 B 正 交 , 记 为 z|B;X 中 一 切 与 A 正 交 的 元 素 的 集合 称 为 A 的 正 交 补 ， 
记 为 4+。 

当 zy 正 交 时 ,上 z++y* 二 上 zx 十 上 y |*。 这 是 勾 股 定理 在 内 积 空间 的 推广 。 

引 理 2. 3.1( 变 分 引 理 ) 设 X 是 内 积 空间 ,M 是 X 中 的 一 个 非 空 闭 凸 集 ,那么 VzEX， 
存在 惟一 的 yEM, 使 1y 一 zl = inf lz—ul. 

证 令 d=inf 上 x 一 ul| 。 由 下 确 界 的 定义 知 ,存在 (zx.}CM, 使 im 上 zx, 一 z=d。 由 中 
线 公 式 , 有 

?| a = 

因为 MA 为止 集 ,去 (zu 十 EM 所 以 | 天 于-z| > 由 式 (2. 3.7) 得 


OS lz —zl S21 zr —zrl:+2) zr ~—zrl:—4d 
上 式 中 令 m,n-*oo, 即 知 {z,} 是 M 中 的 Cauchy 列 。 由 于 M 是 闭 集 ,存在 yE M, 使 x, 一 y。 


显然 | y 一 z=d。 
如 果 M 中 还 有 xz, 使 得 x 一 z=4d, 由 中 线 公式 得 
ly—zl*=|(y—z)— (~—z) := 


213y 一 zl: 十 211 < 一 zl 一 1 (一 z) 十 (= 一 z)1: 一 
2d: +2d: —4| +» -了 | 


由 M 的 凸 性 得 ,去 (? 十 =) EM, 所 以 上 | 十 (y++z) 一 z 上 之 4, 因 此 ,0< yz :<0， 
2 2 


即 上 y 一 xz 中 ==0, 故 y=z, 惟 一 性 获 证 。 证 毕 。 

变 分 引 理 是 内 积 空间 的 一 个 基本 引 理 ,在 微分 方程 现代 控制 论 和 逼近 论 中 有 重要 应 用 。 

定理 2. 3. 3( 投 影 定理 ) 设 M 是 Hilbert 空间 X 的 一 个 闭 线性 子 空间 ,那么 VzEX， 
存在 着 下 列 惟一 的 正 交 分 解 

T=y+z ?EM >zEAML 
证 由 变 分 引 理 得 ,存在 惟一 的 yEM, 使 1z 一 >| 二 ipf zx 一 uw1 ,现在 证 明 z 一 > 上 M。 
YuE M,u 了 0, 对 于 任意 数 a,y 十 ax€ AM, 则 
lz—yl?<lz—Gy+ad) l= (zm — al:= 
Iz—yl?—az— yD —au ry +lal: lal? 
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即 a(z—yu) talu,r—y) lol lull: <o 
令 o- 全 站 总, 代入 上 式 得 |( 一 ?vO 1 <0, 因 此 (z 一 yo 一 0, 即 一 yw, 由 于 “是 M 中 
任 一 元 素 , 所 以 z 一 > 上 M。 令 = 一 z 一 》, 则 z=y 十 z,yEM,zEM- 。 证 毕 。 

定理 2. 3. 3 中 的 y 称 为 x 在 M 上 的 正 交 投影 。 投 影 定理 是 Hilbert 空间 理论 中 的 一 个 
重要 基本 定理 ,反映 了 Hilbert 空间 的 一 个 重要 性 质 , 在 一 般 的 Banach 空间 中 ,这 个 定理 是 不 
成 立 的 。 

推论 设 M 为 Hilbert 空间 X 中 的 闭 线性 子 空间 ,M 天 X, 则 M+ 中 有 非 零 元 素 。 

证 由 于 XM, 取 rzEX 一 M,z 在 M 上 投影 记 为 y, 则 x 一 y|LM. 因 z&M,yEM, 故 x 
一 y 关 0。 证 毕 。 

现在 应 用 上 述 结果 来 研究 Hilbert 空间 上 连续 线性 泛 函 的 一 般 表示 形式 。 

定理 2.3.4(Riesz 表现 定理 ) 设 X 是 Hilbert 空间 ,f 是 X 上 的 连续 线性 泛 函 , 则 必 
存在 惟一 的 yYEX, 使 得 YIEX, 有 

f(x) = (zy) (2. 3. 8) 
且 171=1yl1 。 

证 若 /=0, 取 y=0, 则 结论 成 立 。 着/ 了 0, 令 N()={zrlf(x)=0,zEX}, 由 于 /为 
连续 线性 泛 函 ,由 定理 2.2.4 得 ,N(/) 为 X 的 闭 线性 子 空间 。 因 / 尖 0, 则 N( 记 天 X。 由 定理 
2.3,3 的 推论 知 , 必 有 zo 隆 0,z。]N(/)。 由 于 zoN(/), 所 以 f(zxo) 隆 0。 不 妨 设 f(x。)= 
1。 对 于 VzEX,f(z 一 f(z)zo)=f(z) 一 f(z)f(zo)=0, 于 是 zx 一 f(x)zxo EN(/), 故 


网 To Xo 
(z 一 F(z)zovzs) 一 0, 即 7CoD=(z,TEiz)。 令 y= 二 二 7* 则 式 (2.3.8) 成 立 。 又 车 另 有 


yy EX, 使 对 任何 zEX,f(z)=(z,y), 则 (zx,y 一 y )==0, 特 别 取 z=y 一 y , 即 知 y 二 y。 惟 一 
性 成 立 。 

最 后 证 明 | 了 | = y 上。 由 式 (2. 3. 8) 得 ,| f(z)| 二 zl yl (YrzEX), 所 以 
1 fl 和 1y 趾 。 另 一 方面 , 取 z=y, 由 式 (2. 3.8) 得 ,|y 上 ?=1(y,y1=|fCW1<N FN | y1， 
故 1 fl 宇 ly1 ,于 是 1 AI1=1y1。 证 毕 。 


2.3.3 标准 正 交 和 集 与 Fourier 展 式 


定义 2.3.3 设 X 为 一 个 内 积 空间 ,S={e,|aEA} 是 它 的 一 个 子 集 。 若 Va,BE A,az 有 
时 ,ee 上 ep, 则 称 S 为 X 的 一 个 正 交集 。 如 果 YeEA, 还 有 | e. ‖| =1, 则 称 S 为 X 的 一 个 标准 
正 交集 。 


例 2.3.3 LC0,2] 内 的 画 数 族 ( 喜 ”] on 一 0, 十 1, 土 2,…) 是 己 [0,2m] 中 的 一 个 标准 


正 交集 。 
例 2.3.4 ZL 中 的 元 素 列 {e,}) 
一 (0 0,1,0…) (n=1,2,") 
办 
是 忆 中 的 一 个 标准 正 交集 。 
定义 2.3.4 设 X 为 内 积 空间 ,S={e.|eEA} 是 X 的 一 个 标准 正 交集 ,zEX, 则 称 {(z， 
。)laE A} 为 z 关 于 标准 正 交集 S 的 Fourier 系数 。 
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若 me "vev 是 一 个 标准 正 交集 , z = > ce， 则 
可 
c 一 (zyei) (1<i<n (2.3.9) 
lzl?= D1el (2.3.10) 


定理 2.3.5 设 S 是 内 积 空间 X 中 的 一 个 标准 正 交集 ,zEX, 对 于 任 一 组 ae ，…eE 
S, 则 有 


[Ea 六 ce 本 = zh:— Dr (2.3.11) 
台 各 
及 [Es 立 se| =|z— Frewal (2.3. 12) 
“ 1 1 


其 中 ,a ,Qs，… ,a, 为 任意 二 个 常数 。 
证 因 对 任意 ”个 数 ai ,as ，…as, 有 


|z- De EDS= (Doesr)— (2 Boe)+t (Dre, Dee)= 


Nzl:—2ReDaz,e) + Dal 
令 @=(z,e0) ,i=1,2,…,n, 代 人 上 式 即 得 式 (2.3.11), 由 上 式 及 式 (2.3.11) ,又 可 得 到 


|z— Boel’ —|z— Drse)el’ = 2 1o— (ze) :>0 
由 此 即 知 式 (2. 3. 12) 成 立 。 证 毕 。 
由 式 (2. 3. 12) 可 以 看 出 ,车 用 {e1 ,e:,…，,e,) 的 线性 组 合 通 近 z, 则 以 取 as = (zx,e) ,i=1， 
2,… 光 时 为 最 佳 。 
推论 ( Bessel 不 等 式 ) 设 S={e,la€ 有 A) 是 内 积 空间 X 中 的 标准 正 交集 ,那么 YzEX,z 
的 Fourier 系数 {(z,e,)|a€ A} 中 最 多 只 有 可 数 个 不 为 零 ,而 且 
Dre F< zl "We (2.3.13) 
Ca 


证 如 果 有 A 为 有 限 集 ,S={el,e,,…,e,) ,由 式 (2.3.11) 得 


Dlrelzal: (2.3.14) 
全 
如 果 A 为 可 数 集 ,S 二 {el ,ez ,…，*ev,…}。 由 于 对 任何 自然 数 n, 式 (2. 3. 14) 成 立 , 令 nr 一 co, 则 
Ded =D 1rd) < zl (2.3.15) 
bz 名 


如 果 A 是 不 可 数 集 , 由 式 (2. 3.14) 知 ,对 任何 自然 数 n,S 中 使 |(z,e.) | 之 二 的 e, 至 多 为 


有 限 个 。 记 S, = (6.la€ A,l(z,e.) 1 之 二 , 则 总 S. 至 多 为 可 数 集 ,而 当 ce S 一 凯 S, 时 ， 


(ze)=0。 记 局 ,=$, 则 由 式 (2.3.15) 知 六 | ze) 有 一 忆 | (zye) < 1 zl 证 毕 。 
人 a€EA “EE: 
车 式 (2. 3. 13) 中 的 等 号 成 立 , 即 
lzl*:= 31 Cre) 1 《2.3. 16) 


EA 
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称 式 (2. 3. 16) 为 z+ 关于 {e.1laE A} 的 Parseval 公式 。 
由 于 对 xEX, 即 使 5 二 {e.1a€ A} 是 不 可 数 集 , 而 其 中 使 (z,e,) 关 0 的 e。 至 多 为 可 数 个 ， 
不 妨 记 为 es(i==1,2,…)。 于 是 式 (2. 3. 13) 可 写 为 


Dre dF = Dd) < lz 
台 


eA 


从 式 (2. 3. 11) 不 难 推出 ,对 于 zE X,Parseval 公式 成 立 的 充 要 条 件 是 
lz— ae | 一 0 一 co) 


这 意味 着 此 时 zxE X 可 以 表 成 级 数 
X= ze) 十 (zyez)es ttre)e, t+ (2.3.17) 

式 (2. 3.17) 的 右 端 称 为 关于 {e,) 的 Fourier 展 式 或 Fourier 级 数 。 

在 什么 条 件 下 Parseval 公式 成 立 ,或 者 说 工 在 什么 时 候 可 以 表 成 关于 标准 正 交 集 {e,) 的 
Fourier 级 数 呢 ? 下 面 解决 这 一 问题 。 

定义 2.3.5 设 X 是 内 积 空间 ,SCX。 若 S 是 线性 无 关 集 , 且 S- 一 {0}, 则 称 S 为 X 的 
极 大 线性 无 关 集 。 

定义 2.3.6 Hilbert 空间 X 的 一 个 极 大 线性 无 关 集 S 称 为 X 的 基 , 若 S 又 是 X 的 极 大 
标准 正 交集 , 则 S 称 为 X 的 标准 正 交 基 。 

定理 2.3.6 设 S={e.|eEA} 是 Hilbert 空间 X 中 的 标准 正 交集 , 则 以 下 条 件 互相 等 价 

(1)S 是 X 的 标准 正 交 基 ; 

(2) span S 在 X 中 稠密 (span S 表示 由 S 张 成 的 线性 包 ); 

(3) YzEX, 有 zll*= 3 | (ze.) 1 


(4) Yzy € X, 有 (zr,y) = Dz,e) CTyve。 
bz 


证 (1)(2)。 若 span S 在 X 中 不 稠密 , 则 span S 天 X, 由 定理 2. 3. 3 的 推论 知 ， 
(span S)+ 中 有 非 零 元 素 。 这 样 S 就 不 是 X 的 极 大 线性 无 关 集 ,从 而 也 就 不 为 X 的 标准 
正 交 基 。 

(2) 二 (3)。 若 (2) 成 立 。 任 取 zxEX, Ye>0, 由 于 span S 在 XX 中 稠密 ,存在 有 限 集 


{es ves se}CS, 使 得 上 z 一 了 ce, | 过 ,这 里 ci(1<i 过 为 常数 。 由 定理 2.3.5 知 ,这 
加 
个 逼近 式 只 有 取 6。 的 系数 为 (x,e ) 时 才能 改善 。 这 样 , 当 == (ze )e 十 (zves )es 十 … 十 
(ze )en 时 ,就 有 | z 一 =‖ <s。 于 是 1 zl 过 1 zl 十 e。 由 式 (2.3.10) 有 
(zl -ee< lzl:= 2 I (ze) [< D1 (ze) E 
Ez 


由 于 。 的 任意 性 以 及 Bessel 不 等 式 即 知 (3) 成 立 。 
(3) 一 (4)。 假 定 对 X 中 任 一 元 素 Parseval 等 式 成 立 。 
设 r,>EX。 eg S={e.| er 和 (ye) 天 0 e. 都 最 多 
只 有 可 数 个 ， ee = 6) 以 及 S, = fei,e en), 令 Si 二 5S 
U 5, = {em ,en, ee a 3. 5 中 式 (2.3.11) 有 
3 Sa a 十 … 十 (zyem)en 十 … 一 (zeo)e 
bz 
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以 及 y= (en )em 十 (ven )en 十 …… 十 (ven)en + = > (yeo)es 
所 
注意 到 内 积 的 连续 性 , 则 
(z13) -全 cr， EE 


| 


各 ( 袜 (zem )enm ， Bo )e-, )= 


lim D(zven ) Ten) = 


~~ tt 


Dem) Tay yem) = SZ ) Oe) 


Ea 
(4) 过 (1)。 若 (1) 不 成 立 , 则 XX 中 必 存 在 一 一 个 非 军 元 素 。， 使 得 (e,e,) 二 0(YV aE A)。 若 取 
z=y=e; 则 (x,y)= el * 取 0; 男 一 方面 ,对 于 Ya€A,(e,e,)==0, 这 时 (x,y) = 二 0, 了 矛盾 。 从 
而 (01) 成立 。 证 毕 。 
由 定理 2. 3. 6 可 以 得 到 如 下 结果 ， 
推论 若 S={e.leEA} 是 Hilbert 空间 X 的 标准 正 交 基 , 则 YzEX, 有 
X= D(z,e)e, 


ba 
下 面 我 们 研究 是 否 每 个 非 零 Hilbert 空间 都 有 标准 正 交 基 ,如 何 得 到 标准 正 交 基 。 先 
介绍 把 一 组 线性 无 关 元 素 作成 标准 正 交集 的 方法 一 一 Gram - Schmidt 方法 。 
定理 2.3.7 设 {zi ,zs，,…) 是 内 积 空间 X 中 的 有 限 或 可 数 个 线性 无 关 的 元 素 ,那么 必 有 
区 中 的 标准 正 交集 {e ,e:,，… 小 使 得 对 于 任何 自然 数 ,有 spanfel es,vev) = spanlzivza， 
Ta) 
证 令 ee 一 zz 1, 则 人 e | =1, 且 span{e1}=span{1}。 令 yi 二 zi 一 (zi,e)e1, 因 
为 zi ,zs 线性 无 关 , 所 以 yy 隆 0, 且 y, | 上 e。 令 aa 31 , 则 eol=1, 且 elLe, 
span{e ,e:) 二 span{z;,z;)。 假 设 已 经 作 好 了 ei ,es，…,e,-, ,其 中 ei =10<i<n 一 1) ,并 


且 两 两 正 交 , 满 足 span{el ，*…*,e,1} 二 span{ 工 ,1) , 则 令 y= 工 -Do sei)e ,由 xi， 


Ta 大多 天 0, 令 .=y/ ysl, 则 le, =1, 且 <。 Lall<i<n-D, 满足 
span{fe ve,} 一 spanfzi,…yze} ,这 样 一 直 进行 下 去 , 即 得 所 求 标准 正 交集 。 证 毕 。 

着 六 是 可 分 的 Hilbert 空间 , 则 X ead } ,那么 其 中 必 有 一 i 
无 关子 集 {y,) ,使 得 span{y,) 一 span{z.)}。 由 定理 2.3.7 可 构造 出 一 个 标准 正 交集 {e,)。 
因为 spanfevj 一 spanfysJ 一 X, 由 定理 2. 3. 6 知 {e,} 是 X 的 标准 正 交 基 。 ep 
结果 : 

推论 可 分 Hilbert 空间 X 存在 至 多 可 数 的 标准 正 交 基 。 

对 于 一 般 的 非 零 Hilbert 空间 ,应 用 Zorn 引 理 , 可 以 证 明 它 也 存在 标准 正 交 基 , 有 兴趣 的 
读者 可 参阅 参考 文献 [2]。 

以 上 的 结果 表明 ,对 于 Hilbert 空间 X 中 的 任 一 元 素 < 才 让 内 通过 村 着 下 交卷 
{eolaEA} 表 成 Fourien 级 数 


I= > (zye)e 
:eA 
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这 个 结果 是 数学 分 析 中 函数 的 Fourier 展开 在 Hilbert 空间 中 的 推广 。 由 于 任 一 Hilbert 空间 
必 存 在 标准 正 交 基 ， 因此 只 要 找到 这 种 标准 正 交 基 , 空 间 中 的 任 一 元 素 均 可 表 成 一 个 Fourier 
级 数 的 形式 。 

函数 的 标准 正 交 展开 在 工程 技术 中 有 许多 重要 应 用 。 例 如 ,在 信号 处 理 中 ,一 个 周期 信号 
在 一 定 条 件 下 可 以 展 成 以 正弦 ,余弦 函数 为 正 交 基 的 Fourier 级 数 。 正 弦 和 余弦 函数 不 仅 是 
工程 中 最 简单 、 最 容易 生成 的 函数 ,而 且 相 应 级 数 的 Fourier 系数 还 隐 含 了 很 多 信息 规律 。 
这 类 Fourier 级 数 可 由 L*[0,2*] 空 间 中 的 三 角 多 项 式 来 最 佳 远 近 ( 实 际 上 这 个 最 佳 逗 近 多 项 
式 就 是 Fourier 展 式 的 前 2n 十 1 项 之 和 ) ,从 而 使 信号 输出 过 程 中 的 能 量 损 失 达 到 最 小 。 

下 面 研究 Hilbert 空间 的 同 构 。 

定义 2.3.7 设 X 与 X: 是 两 个 内 积 空间 , 若 存在 XX, 到 XX; 上 的 一 一 映射 ,使 对 任何 
X,YyEX 以 及 数 a,B, 满 足 

Tl(ar +Py) =aTr+BTy (Tr,Ty) = (x,y) 

则 称 Xi 与 X, 同 构 , 称 T 为 X, 到 X: 上 的 同 构 映射 。 

对 于 可 分 的 Hilbert 空间 X ,我们 已 证 明 它 存在 标准 正 交 基 S, 并 且 至 多 是 可 数 的 。 设 S 
为 {ej (CN< co 或 N 一 co), 作 映射 

Tizv{(z,e)) TN, YrEX 

由 Parseval 等 式 得 


lz = De) lvrex 
可 知 荆 是 X 一 R* 或 CY( 当 NN<oo) 或 XL( 当 N= 的 一 一 到 上 的 线性 同 构 。 此 外 ， 
(zy) = (Be Yo. ei)e;) = De te, VzyEX 


Fe 


因此 人 还 是 保 内 积 的 。 于 是 N<co 时 ,X 同 同 构 于 有 限 维 欧 氏 空间 R*( 或 C*);N=o0 时 ,XX 
同 构 于 空间 !*。 


2.3.4 Hilbert 空间 中 的 共 孝 算 子 和 自 共 范 算 于 


设 X 和 YY 都 是 Hilbert 空间 ,TE 8(X-~~Y)。 对 于 Y 中 每 个 固定 的 y, 设 
f(DA(Tr,y) rExX 
则 f(x) 是 XX 上 的 一 个 连续 线性 泛 函 。 由 Riesz 表现 定理 知 , 恰 有 一 个 》E XX, 使 
f(D=(zy) Arex 
这 个 y 是 由 y 惟一 确定 的 。 定义 T* y = 》, 则 容易 验证 T 是 从 Y 到 XX 的 有 界线 性 算 子 。 
称 了 "为 的 Hilbert 共 志 算 子 ,通常 也 称 为 了 的 伴随 算 子 。Hilbert 空间 中 的 共 罗 算 子 概 念 
是 一 般 赋 范 线性 空间 中 的 共 思 算 子 概念 的 特殊 情形 。 
由 T* 的 定义 可 知 
(Try)=(aTy) Vr€EXyEY (2.3.18) 
总 之 ,对 于 每 个 TE 2(X--Y) ,总 存在 一 个 TE 3(Y->X), 使 式 (2. 3. 18) 成 立 。 显 然 工 
是 由 了 惟一 确定 的 。 
例 2.3.5 设 {e,es，…,e,} 是 C' 的 一 个 标准 正 交 基 ,T:C" 一 C" 线性 算 子 , (av )。, 是 工 


在 基 {ea ,e:，…,e,} 上 的 矩阵 表示 。 于 是 Te = ase ,j 一 1,2,…,n, 从 而 对 每 个 hj 二 1， 
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2,…,n, 有 


(T’@ 0) = (etye) = (et Dasei) = ay 
Ce 


克 了 "6 一 Daejk 一 1,2,…wn, 于 是 "在 (ei,es,…e,} 上 的 短 阵 表示 为 (2),, 它 为 答 


Fr 


阵 (ov ),x 的 转 置 苍 阵 。 
例 2.3.6 设 K(z,s) 是 定义 在 a<<!<b,as<b 上 的 平方 可 积 函数 。 由 K(t,s) 定 义 了 从 
[a,b]>L*[a, 媚 的 有 界线 性 算 子 工 
(TAD) = 站 kesozcods 


现在 求 了 的 共 罗 算 子 。 任 取 y(t)EL?[a,5], 有 
(ZiT 9) (Ty | Pk Gz(s) ydsdt = 


f= 由. Ky dr |ds =— 
fz 全 KDy0ds |dt 


故 T yD) 二 KC5rDyCs)ds, 即 "是 以 K* (4,s) = KRCSYT 为 核 的 积分 算 子 。 


由 共 配 算 子 的 定义 ,容易 得 到 如 下 一 些 性 质 ; 

定理 2.3.8 设 X,Y 为 Hilbert 空间 ,TE2(X-=Y),a 是 数 , 则 

(1) (S 十 T) =S 十 TSESCX-Y)， 

(2) (aT)* =aT*, 

(3) (T*)* =T, 

(4) 若 工 可 逆 , 且 TiE BCY-X), 则 T" 可 道 , 上 (IT )-: 一 (T-0 

(5) 车 TE BCX—>Y) ,SE 2B(Y 一 2) ,其 中 X,Y,Z 均 为 Hilbert 空间 , 则 (ST) =T* S* 。 

下 面 介 绍 一 类 重要 有 界线 性 算 子 。 

定义 2.3.8 设 工 是 Hilbert 空间 X 一 X 的 有 界线 性 算 子 ,如 果 T* =T, 即 Yz,yEX, 有 
(Tz,y) 二 (zx,Ty), 则 称 人 是 自 共 思 算 子 , 亦 称 自 伴 算 子 。 

在 ” 维 Hilbert 空间 R" 中 ,TE 3(R" 一 R") , 若 T 的 矩阵 表示 为 实 对 称 阵 , 则 T 为 自 共 轰 
算 子 。 

在 例 2. 3.6 中 ,是 自 共 孝 算 子 的 充 要 条 件 是 K(x,y) = K(y,z)。 当 K(x,y) 为 实 值 
函数 时 ,K(z,y) 二 K(y,z) , 即 它 为 对 称 函数 。 

定理 2.3.9 设 工 为 复 Hilbert 空间 X 上 的 有 界线 性 算 子 , 那 么 T 为 自 共 思 算 子 的 充 要 
条 件 是 对 于 一 切 zEX, 有 (Tz,z) 为 实数 。 

证 必要 性 。 设 T*==T, 由 (Tz,z)==(z,Tz) 二 (Tz,z), 故 (Tr,z) 为 实数 。 

充分 性 。 如 果 对 于 所 有 zE X,(Tz,z) 都 为 实数 , 则 

(Tr,x) = (Tr,7) = (7,T°7) = (CT zyz) 

所 以 CT 一 T* )z,zx)=0, 由 习题 21 知 ,T= 二 T* , 即 T 为 自 共 斩 算 子 。 证 毕 。 

定理 2.3.10 若 芽 为 Hilbert 空间 X 上 的 自 共 罗 算 子 , 则 外 | 工 | 一 Sup, | CTrz) | 。 
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证 明 从 略 。 

最 后 给 出 自 共 簿 算 子 的 运算 性 质 : 

(1) 车 S,T 都 是 Hilbert 空间 X 上 的 自 共 本 算 子 , 则 S 士 工 仍 为 X 上 的 自 共 配 算 子 ， 

(2) 若 S,T 都 是 Hilbert 空间 关上 的 自 共 思 e 算 子 , 且 ST=TS, 则 ST 人 访 为 X 上 的 自 共 配 
算 子 ; 

(3) 若 {T,} 是 Hilbert 空间 X 上 一 列 自 共 思 算 子 , 并 且 limT, 二 了 , 则 了 仍 为 X 上 的 
自 共 罗 算 子 。 

下 面 介绍 复 Hilbert 空间 X 上 有 界 自 共 二 算 子 谱 的 一 些 性 质 。 

定理 2.3.11 设 X 为 复 Hilbert 空 间 ,TE 9(X) 为 自 共 和 算 子 , 则 

(1) T 的 特征 值 都 是 实数 ; 

(2) 对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 彼此 正 交 。 

定理 2.3.12 设 XX 为 复 Hilbert 空间 ,TE 多 (X) 为 自 共 固 算 子 ,m= inf (Tr, x), 
M= 1434p,《Tz,z), 则 [m,M] 是 包含 ol(T) 的 最 小 区 间 , 且 

TH = maxtlmi, MT) 一 Sup, | (Tr,z) | 

由 定理 2. 3. 12 立刻 看 出 , 自 共 思 算 子 T 的 谱 半 径 是 1 T| , 且 m,MEa(T)。 

当 工 是 全 连续 自 共 二 算 子 时 ,由 定理 2. 2. 26 知 , 它 的 非 零 谱 点 都 是 T 的 特征 值 ,而 且 都 
是 孤立 点 ,因此 ,T 的 全 部 非 零 特征 值 可 排 成 

EPALSbE | 三 … 

与 每 个 特征 值 %, 对 应 的 特征 向 量 空 间 L, 都 是 有 限 维 的 。 由 定理 2. 3. 11 知 ,{L,) 彼 此 正 交 ， 
而 每 个 L, 又 有 相应 的 标准 正 交 向 量 组 张 成 。 

设 P, 是 X 在 L, 上 的 投影 算 子 , 则 有 如 下 定理 。 

定理 2.3.13 设 X 是 复 Hilbert 空间 ,TECCX) 为 自 共 思 算 子 , 则 

(1) 存在 有 限 或 无 穷 非 零 实数 列 {h,} ,4, 为 的 特征 值 ,| | 三 |4, | 三 … 若 {4,) 是 无 穷 的 ， 
则 %, 一 0(n->oo)。 相 应 地 存在 标准 正 交 序列 {e,} ,使 Te, 二 A,e, ,并且 对 于 每 个 x-EX 有 Tz = 


ede 
气 


(2) 若 P, 是 X 到 由 e, 张 成 的 线性 子 空 间 上 的 投影 算 子 , 则 T = Dap,s 


(3) 车 0 不 是 丁 的 特征 值 , 则 {e,:n 宇 1) 是 X 的 标准 正 交 基 。 

以 上 定理 的 证 明 , 读 者 可 参阅 参考 文献 [4] 或 [12]。 

自 共 思 算 子 谱 论 在 积分 方程 理论 和 数学 物理 中 有 重要 应 用 。 在 数学 物理 方程 的 分 离 变量 
解法 中 ,一 个 关键 问题 是 研究 常 微分 方程 的 边 值 问题 ,我 们 可 以 把 其 转化 为 积分 方程 问题 。 在 
适当 的 条 件 下 ,这 些微 分 算 子 的 逆 算 子 一 一 积分 算 子 是 自 共 堪 全 连续 算 子 ,于 是 可 以 利用 
Hilbert 空间 的 算 子 理论 去 讨论 相应 的 特征 值 理论 和 Fourier 解法 等 。 关 于 这 方面 的 内 容 ， 
读者 可 参阅 参考 文献 [4] 和 [7]。 


2.4” 非 线性 算 子 


本 节 主 要 讨论 Banach 空间 中 非 线性 算 子 ( 即 映射 ) 的 一 些 性 质 ,其 中 包括 它 的 有 界 性 、 
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连续 性 ,微分 .积分 、 隐 函数 存在 定理 等 。 这 些 都 是 非 线性 泛 函 分 析 中 最 基本 的 内 容 。 
2.4.1 非 线性 算 子 的 有 界 性 和 过 村 性 


设 X,Y 是 两 个 实 Banach 空间 , DCX。 设 算 子 f:D 一 Y。 一般 地 ,可 以 假设 是 
非 线性 的 。 

定义 2.4.1 设 zED, 若 Ye>0,36=6(zo,e) 之 0, 使 当 |z 一 zo || <8 时 ,全 有 
1 f(z) 一 f(zo) <e, 则 称 算 子 f 在 zx。 连续 ; 若 f 在 D 内 每 一 点 都 连续 , 则 称 f 在 D 内 连 
续 ; 若 上 述 连续 定义 中 的 了 仅 与 6 有 关 而 与 x。 无 关 , 则 称 了 在 D 上 一 致 连续 。 

定义 2.4.2 若 算 子 将 DD 内 任 一 有 界 集 映 为 Y 中 的 有 界 集 , 则 称 f 在 D 上 有 界 。 

上 述 连续 性 的 定义 ,几乎 和 古典 分 析 中 函数 连续 性 的 定义 一 模 一 样 ,有 界 性 的 定义 也 与 
线性 算 子 有 界 性 的 定义 是 吻合 的 。 但 由 于 空间 是 无 穷 维 的 , 算 子 太一 般 是 非 线性 的 ,这 些 形 
式 上 相同 的 定义 可 能 导出 极 不 相同 的 特性 。 例 如 ,在 n 维 欧 氏 空 间 R" 中 , 设 DCX=R" 是 有 
界 闭 集 ,f:D->R=Y 的 连续 映射 , 则 f 在 D 上 有 界 ,并 且 可 达到 最 大 (小 ) 值 。 对 无 穷 维 空间 ， 
这 些 结论 就 不 一 定 成 立 。 对 于 线性 算 子 来 说 ,连续 性 和 有 界 性 是 等 价 的 ;对 于 非 线性 算 子 , 则 
没有 这 种 等 价 关系 。 


例 2.4.1 考察 空间 皇上 的 泛 函 f(z) = 3 EW, 其 中 ,7,= 
max{|zi|—1,0}, k=1,2,."。 
由 于 也 一 0CAee), 故 上 述 和 式 中 只 有 有 限 项 不 为 夫 , 即 /Cx) 存 在 。 易 知 ,着 x 一 
(zi x 0) EL ,r=(T172.") EL 有 
lz" -zl = {Tz 一 zoom-co) 


Eat 


则 必 有 f(z”) 一 f(z), 故 /是 1* 上 的 连续 泛 西 。 但 /在 1* 上 不 是 有 界 的 。 事实 上 , 任 取 
>>0, 令 z=(z1 四 ,209 ) ,其 中 
st 当 & 一 ?时 
0， 当 k 关 n 时 
则 {z”")JCB(0,1+e), 其 中 互 (0,1+e)={zlzEe,lzlsl+e》 而 (zi ) 一 ne 一 co 
Cn 一 co), 故 了 无 界 。 
由 于 巨 (0,1 十 @) 是 有 界 闭 集 , 例 2.4. 1 说 明 对 于 在 无 穷 维 空间 中 的 有 界 闭 集 上 的 非 线性 
算 子 , 它 的 连续 性 并 不 保证 其 有 界 性 。 
例 2.4.2 设 C, 为 空间 CL0,1] 中 满足 条 件 xz(0)=zx(1)=0 的 元 素 的 集合 , 它 是 C[0,1] 
的 子 空间 。 考 察 C。 上 的 泛 函 . 


/w= J lz zec 
对 于 Co 中 的 任何 连续 函数 列 {z,(4)》, 并 设 它 收 剑 于 z(t) € C, ,是 指 max | ro(D — x(n) 1 一 


0Cn 一 co)， 即 Ce 中 的 收敛 是 连续 函数 列 的 一 致 收敛。 由 于 在 一 致 收敛 的 条 件 下 ,极限 号 和 
积分 号 可 以 交换 , 故 必 有 f(z,) 一 f(z) (n>oo), 因此 ,f 是 C。 上 的 连续 泛 函 。 显然 , f(z) 在 
C, 内 的 单位 闭 球 巨 = {zlzEeC,j zl <l1) 上 有 界 ， ,并 且 suBPA(z) 一 1。 


但 是 ,由 条 件 z(0)==x(1)=0, YzE 巨 ， 取 避 一 去,38>0， 当 0 入 :< 以 及 1 一 5<: 雯 1 
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时 ,有 | z(D ‖ < 去 。 于 是 
AD = zw a= (f+ + ,) 1 tar< 


舍 )s+1-28+ 人 )s<1-28+8=1-3<1 


这 个 例子 表明 , 泛 函 了 在 有 界 闭 集 巨 上 连续 ` 有 界 ,但 不 能 达到 最 大 值 。 

定理 2.4.1 闭 球 上 的 一 致 连续 算 子 必 为 有 界 算 子 。 

证 设 算 于 /在 B(xo,r)={z| zx 一 zo 上 <<r,zEX} 上 一 致 连续 , 则 对 于 e=1, 36>0， 
当 z ,xEB(zo,r) 且 上 zx 一 x <8 时 ,有 f(z) 一 f(x) 中 <1。 选取 自然 数 NN, 使 


7/N<6。 对 于 VzE (zowr), 令 一 z 十 调 (z 一 2) (1<i<N), 由 于 zi 一 zi 中 一 
广 1z 一 ml < 站 <8 则 1 (zc 一 fr) 1 <1。 因此 


1 Foz)1 Sf dN + lf) fz) < fz) | f(z) -f(z < 


f(x) +N 

即 了 是 有 界 算 子 。 证 毕 。 

由 定理 2.4, 1 和 例 2. 4. 1 可 以 看 出 ,无 穷 维 空间 中 有 界 闭 集 上 的 连续 算 子 不 一 定 是 一 致 
连续 的 。 

在 2. 2.6 中 ,我 们 就 一 般 的 赋 范 线性 空间 定义 了 全 连续 线性 算 子 , 它 具 有 良好 的 性 质 ,这 
些 性 质 在 许多 方面 接近 于 有 限 维 空间 中 的 线性 算 子 。 现 在 提出 类 似 的 问题 :在 非 线性 算 子 中 ， 
是 否 存在 一 类 算 子 , 也 具有 较 好 的 性 质 ,在 某 些 方面 接近 于 有 限 维 空间 中 的 连续 算 子 ? 下 面 将 
看 到 ,这 一 设想 完全 可 以 实现 。 

定义 2.4.3 设 X,Y 是 两 个 实 Banach 空间 ,DCX。 如 果 算 子 了 把 D 中 任何 有 界 集 S 
映 成 Y 中 的 列 紧 集 /(S) , 则 称 /:D->Y 是 紧 算 子 。 如 果 /:D->Y 是 连续 且 紧 的 , 则 称 f: DY 
为 全 连续 算 子 。 

车 /(D) 包 含 在 Y 的 有 限 维 子 空间 中 , 则 称 f 为 有 限 秩 算 子 。 

例 2.4.3 设 函 数 k(s,t,u) 在 0 三 s,t<1,1u|< 吕 上 连续 , 邻 (Ku)(s) = 


| esseeko dr, 则 积分 算 子 K:CL0,1]~C[0,1] 为 全 连续 算 子 。 
证 先 证 K 连续 。 设 (u.)CC[0,1],u 地 un->oo)( 一 致 收 )。 令 Bsup 上 we | 。 因 上 
在 闭 区 域 0<s,1<1, 一 8<u<B 上 连续 ,从 而 一 臻 连续 , Ye 之 0, 存 在 89> 0, 使 当 |* 一 "| 一 人 
| 一 + 1<6,1z 一 z'| 二 6( 这 里 sss t,t E01] ,zx EL—B,B)N, [kGs,t,2) — ks ,2’) | <e, 
对 于 上 面 >0, 由 xz 六 wx, 3NEN+, 当 nm 二 和 时, | wu, 一 u 上 二 3。 于 是 当 n 宇 N, 且 
sE[0,1] 时 ,有 


1 
| (Ku,)(s) — (Ku)(s) Is | Rlsstsus(t)) — klssts u(t)) | dt < e 


即 Ku, 字 Kuln 一 00), 所 以 K 连续 。 
其 次 ,证 明 K 为 紧 算 子 。 任 给 有 界 集 BCCL0,1], 令 a=stp Null ,M=sup{ lk(s,i,z)|| 
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， 
0<svt<1,1z|<a)。 对 于 Yu€EB,sE[0,1], 有 | (Ku)(s) Is 1&Cstva(D) | dt 过 M, 即 
KB 一致 有 界 。 设 e,6 如 上 , 则 当 s,s' EL0,1],|s 一 s1<6 时 ,对 任何 wE€B, 有 
“ | (CKz)(Cs) — (Kw) (s') I<[ | kta(D) — ks tr u(t) | di <e 


于 是 KB 等 度 连续 ,由 Arzela - Ascoli 定理 知 ,KB 为 列 紧 集 ,因此 K 为 全 连续 算 子 。 

定理 2.4.2 设 X,Y 是 实 Banach 空间 ,D 是 X 中 的 有 界 集 ,f:D->Y 是 全 连续 算 子 , 则 
Ye>0, 存 在 连续 有 界 算 子 f.:D->Y. ,使 对 一 切 zED, 均 有 f(z) 一 f.(z) ‖ <e。 这 里 Y, 是 
Y 的 某 个 有 限 维 子 空间 。 

证 由 假设 /(D) 是 Y 中 列 紧 集 , 故 对 于 Ye>>0, 3 yi,ys，…,ynE f(D), 构 成 f(D) 的 有 
限 e- 网 。 用 Y. 表示 由 yi,y,…，,?w 张 成 的 有 限 维 子 空间 。YyEY, 令 mi(y) = maxfe 一 
1 > 一 站,0)G 一 1,2,…,N), 那么 固定 e 时 ,m; 关于 y 连续 , 且 只 在 球 目 y 一 y, ‖ <e 内 为 


正 ,。 令 m(y)= Sm 。 当 zxE D 时 , 必 有 某 个 y, 使 | f(z) 一 y <e, 故 m(f(z))>0, 从 
而 m(f(z))>0。 令 

f(z) = rr vzeD 
显然 /.:DY, 连续 。 注 意 到 上 7(z) 一 % >e 时 ,有 mi(f(z))=0, 则 知 当 xED 时 


1 一 co =| 二 mo 一 | < 
名 


说 
HFEF DSDNAD ul e241 


由 于 f(D) 列 紧 , 故 /(D) 有 界 , 从 而 存在 M0, 使 得 | f(z) ‖ 入 M, YzEeDi; 由 式 (2.4.1) 又 
知 , | f.(z) M+e,YzED。 故 f, 有 界 。 证 毕 。 

定理 2.4.2 中 大 的 值 域 全 于 Y 中 的 一 个 有 限 维 子 空间 Y,, 所 以 它 是 有 限 秩 算 子 。 这 个 
定理 的 意义 在 于 ,全 连续 算 子 可 以 用 连续 有 界 的 有 限 秩 算 子 一 致 禹 近 。 

下 面 给 出 全 连续 算 子 的 延 拓 定理 ,关于 它 的 证 明 , 可 参看 参考 文献 [9]。 

定理 2.4.3( 全 连续 算 子 的 延 拓 定 理 ) 设 X,Y 是 实 Banach 空间 ,DCX 是 闭 集 ,j:D-=Y 
全 连续 。 那 么 必 存 在 算 子 了 :X->Y 全 连续 ,使 当 zED 时 , 恒 有 f(D=f07), 并 且 了 (X)C 
cof(D)。 这 里 cof(D) 表 示 了 的 值 域 CD) 在 了 中 的 凸 闭 包 。 


2.4.2 了 -微分 和 G -微分 


现在 我 们 介绍 Fréchet 微分 (简称 下 -微分 ) 和 Gateaux 微分 (简称 G -微分 ) 的 概念 和 性 
“ 质 , 其 目的 是 把 数学 分 析 中 全 微分 概念 和 方向 导数 概念 推广 到 作用 在 Banach 空间 中 的 算 子 
上 去 。 
定义 2.4.4 设 X,Y 为 实 Banach 空间 ,DCX 为 开 集 , 算 子 F:D-=Y, meD。 若 存在 
AE 名 (XY), 使 得 hEX,zo 十 hED 人 时 ,有 
flzo th) — flzo) = Ah+ w(xo,h) (2.4.2) 
其 中 ,w(xzo,h) 二 0《 | 大 二 ), 即 
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， olzon)l (2.4.3) 
3 i 加 


则 称 算 子 在 x。 处 F- 可 微 ,Ah 称 为 了 在 ze 处 对 大 的 了 -微分 , 记 为 dC7(Cze)h), 算 子 A 称 
为 了 在 点 re 的 F- 导 算 子 , 记 为 广 (ze)。 

车 f 在 D 内 每 一 点 F -可 微 , 则 称 f 在 D 内 下 -可 微 ,并 称 广 (z)(zED) 为 算 子 了 的 
FF- 导 册 射 。 若 导 映射 在 点 +。 处 连续 , 则 称 算 子 f 在 点 x。 处 连续 可 微 。 

由 定义 2. 4. 4 不 难得 到 如 下 结论 : 

(1) F - 导 算 子 是 惟一 的 ; 

(2) 求 导 运算 是 线性 的 ; 

《3) 有 界线 性 算 子 的 F - 导 映 射 为 常 映射 , 即 若 f(z) 二 Az,AE3B(XY), 则 f(z)= 
ACYzEX); 

(4) 常 算 子 的 F - 导 算 子 为 0, 即 若 f(z) 三 yo EY,YrEX, 则 f(x)=0,Y rzEX。 

例 2.4.4 设 由 普 个 元 函数 太 (zi,zs,…yzo)(Gi 一 1,2,，m) 确 定 算 子 上 如 下 : 

一 (Co ，x 一 (ziyzawyzo)T， y= 其 中 ,y=f. (Ti Tin) i=1, 
2 me 

设 每 个 六 都 在 点 ze 一 (zi ,zi ,zt2)7 的 某 邻 域内 具有 连续 的 一 阶 偏 导数 ,于 是 对 
hh 二 (hi ,he，,…,h,)", 当 上川 充 分 小 时 ,利用 中 值 定理 ,有 

fx +h) — flx0) =(fi (zh +h ,0 十 各) 一 
fz ez) 


faz + hz +h) 一 所 (zzto))T 一 


5) 


根据 3 人 的 连续 性 , 即 知 了 在 xm 处 下- 可 微 ,并 且 (x) 由 下 式 表 示 


(> 反 | 3 区 


Sek 9z; i=l 


T 


fo)h= ( 闷 强 


全 97 |。 


,所 确定 的 线性 变换 :二 六 (x)h 相当 于 (+ 一 (z， 


hi 区 |。 2 (2.4.4) 


Pe 


亦 即 线性 算 子 疡 (x) 是 由 矩阵 2 到) 


Za ) 
of af 
Zl dzi az | (hi 
so) Jaf ofa, 
az Dr 


由 式 (2. 4. 2) 和 式 (2. 4. 3) 可 知 , 若 :D>Y 在 z。 ED 处 -可 微 , 则 /在 xz。 处 连续 。 
定理 2. 4. 4( 链 锁 规则 ) 设 X,Y,Z 为 实 Banach 空间 , 开 集 DCX, 开 集 HCY, f; DY， 
8:H>2, 且 f(D)CH。 车 /在 zo。ED 处 F- 可 微 ,g 在 y。=f(zo) 处 F -可 微 , 则 复合 算 子 
gf 在 zo 处 F- 可 微 , 且 
(gf) (zo) = g' (y)F (zo) (2.4.5) 
证 因为 /在 zx, 处 ,g 在 x 处 均 F- 可 微 ,于 是 3 (zo)EB(X>Y),g'(y,)E (YZ), 使 
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fxroth)— fro) = f (rh+ oro,h) 
g(t+hk)—g(y0) = g (yk wyo sk) (2.4.6) 
其 中 ,wzo,h)=o 上 hh) ,wy sk)=o0( | |)。 
在 式 (2.4.6) 中 取 k=f(zy 十 h) 一 f(zo) 二 f(zo 十 h) 一 yo, 则 当 上 hi 上 -0 时 , ki 一 0。 
这 时 式 (2. 4. 6) 可 写成 
Bf (To +h) — gf (zo) =g (yk+ wyo sk) = 
B yo) CroOh+ wrosh)) + wyok) = 


& yOF (zoho rosh) (2.4.7) 
其 中 ,wm (zo sh) 二 g (yo)w(zosh) 十 w(yo,k)。 于 是 
| Czo,h) , oCzo il Nel olyo,k) 
一 一 一 一 < (2.4.8) 
Tat < le AT + i 
Mel froth flr) 外 PCzo)h 十 wz) | NwCzo,h) | 
因为 上 AT 一 TaT TaT lf edt TT 


并 且 注 意 到 g(xo),/ (zo) 有 界 , 且 当 上 hh 上 一 0 时, | 一 0, 由 式 (2. 4.8) 得 


,人 侣 记 由 一 0。 由 式 (2.4.7) 知 复合 算 子 gr 在 zx。 处 下 -可 微 ,并 且 式 (2.4. 5) 成 立 。 


定理 2.4.5 用 /表示 直线 段 {xz|z=zxo 二 ih,0<1<1,zo,hEX}, 且 ICD。 
(1) 若 泛 函 /:D>R' 在 1 上 下 -可 微 , 则 存在 0<r<1, 使 如 下 中 值 公式 成 立 


flzo th)— fro) = f(zo +th)h (2.4.9) 
(2) 若 算 子 /:D->Y 在 1 上 下 -可 微 , 则 存在 0<r<1, 使 
flreth) — /rl < fzot+m hl (2.4. 10) 


证 〈1) 令 p(D=f(zo 二 th),0<t<1。 由 定理 2.4.4 知 p(w) 在 [0,1] 上 下 -可 微 ,并 且 
9 (DD) 三 (zo 十 th)h。 由 微分 中 值 定理 ,30 二 + 二 1, 使 9(1) 一 pg(0) 二 y (7), 从 而 式 (2. 4. 9) 
成 立 。 

《2) 车 f(zo 十 Ah) 一 f(zo)=0, 式 (2.4.10) 显 然 成 立 ,不 妨 设 它 不 为 0。 由 Hahn - Banach 
定理 的 推论 1 知 , 3yEY" ,使 y=1, 且 f(zo+h) 一 f(z0))= f(zo+h) 一 f(zo) 1 。 
考察 函数 (2) 二 WK/(zo 十 th)),0<1S1。 易 知 (2) 二 pf (zo 十 th)h,0<1<1( 这 是 由 于 若 g 
是 线性 有 界 算 子 ,定理 2. 4. 4 中 式 (2. 4. 5) 为 (gf)'(z,) 一 gf (zxo))。 于 是 由 中 值 公式 ， 
30<r<1, 使 pC) 一 p960)=Y (7), 即 (fCzo 十 h) 一 f(zo)) 二 f(zo 十 确 )h, 从 而 有 
fCzoth) for) 有 一 4 (zo tr yt = (zo 十 砍 ) 有 A 。 证 毕 。 

对 于 泛 函 ,中 值 公式 (2. 4.9) 成 立 ,但 对 于 通常 的 算 子 ,公式 (2. 4. 9) 一 般 不 成 立 。 例 如 
了:R' 一 R ,由 下 式 定义 

了 一 7(xz),x 一 (zyz)T y= (yoy), y= 7 y= 
考察 和 一 (0,0)7 一 (1,1)7, 则 f(xo 十 h) 一 f(xo)= 二 (1,1)7, 由 例 2.4.4 中 式 (2.4.4) 知 ， 
(xo 二 rh)h 二 (27,3z)"。 若 中 值 公式 (2. 4. 9) 成 立 , 则 有 (1,1)7 一 (2r,3e)r。 但 无 论 
TE (0,1) 为 何 值 , 方 程 组 1 一 2r,1 一 3 都 没有 公共 解 。 因 此 对 于 算 子 而 言 ,中 值 公式 (2. 4. 9) 
一 般 不 成 立 。 
定义 2.4.5 设 DCX 为 开 集 ,f:D~Y,zx,ED。 若 YhEX,zo 十 hE DD, 极 限 
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lim £ B+ ) f(zo) (2.4.11) 


0 t 
都 存在 (是 Y 中 的 元 素 ), 则 称 f 在 点 xz。 处 G- 可 微 ,极限 (2.4. 11) 称 为 f 在 zx。 处 ( 沿 着 方向 
4) 的 G- 微 分 , 记 为 D(f(zo)h), 即 


D(f(zo)h) = lim 


若 G -微分 可 以 表 为 D(f(zo)h)=gh,gE€ 儿 (XY), 则 称 在 zx。 处 具有 有 界线 性 的 

G -微分 ,g 叫做 /在 zx。 处 的 G- 导 算 子 , 亦 可 记 为 (zo), 即 
DCOf (zo)h) = f (zoOh (2.4.13) 

车 VxED,/ 在 x 处 都 具有 有 界线 性 的 G -微分 , 则 称 f 在 D 内 具有 有 界线 性 的 
G -微分 。 

对 于 G -微分 ,我 们 也 有 类 似 于 下 -微分 的 中 值 公式 。 

定理 2.4.6 用 /表示 直线 段 {r|z=zo 十 th,0<1<1}) (zo,hEX)。 

(1) 着 泛 函 /:D>R!' 在 :上 G -可 微 , 则 存在 0<r<1, 使 如 下 中 值 公式 成 立 


Ls th) fen) (2.4. 12) 


flzo th)— f(zo) = DOf(zo ttm)h) (2.4.14) 
(2) 若 算 子 f;:D>Y(UCD) 在 1 上 G -可 微 , 则 存在 0 二 +r<1, 使 
1 flzo th — fz) < DOCzot+ tm)hl (2.4. 15) 


关于 算 子 的 F -可 微 性 与 G -可 微 性 的 关系 ,我 们 有 如 下 定理 。 

定理 2.4.7 设 /:D->Y(D 是 X 的 开 集 ),zoED, 那 么 

(1) 车 /在 xz。 处 F -可 微 , 则 /在 zo。 处 具有 有 界线 性 的 G -微分 , 且 D(/(zo)h)= 
d(f(z)h)=f (zo)h; 

(2) 若 了 首 点 zs 的 某 邻 域内 具有 有 界线 性 的 G -微分 ,并 且 G - 导 算 子 六 (zx) 在 点 =z 
处 连续 , 则 了 在 点 re 处 下- 可 微 。 

证 〈1) 由 假定 知 ,f(zo 十 hh) 一 f(zo) 一 六 (zo)h=w(zxo1h), 其 中 (zo) 为 F- 导 算 子 ， 


os 一 oh)。 于 是 天 mm 十 四 ) 一 Fn) 一 六 Cn) 由 一 oz 本) 即 人 十 息 一 ACzo) 


一 f(z)h = 
limxzo 十 亿 —f(zxo) 
m0 


sh). 而 lim 


0 


wzooth) | | _ 1 Cro ,th) 站 PE 
| = tim nl = o 故 
二 了 (zo)h。 因此 ,f 在 zo 处 具有 有 界线 性 G -微分 , 且 DCfCz6)h) = 


f (zo)h=d(f(ro)h), 
(2) 因 G - 导 算 子 /(z) 在 zo 处 连续 ,Ye>>0,36>0, 使 当 上 <8 时 , 恒 有 


1 Pr 十 从 一 Frz)1 <e (2.4. 16) 
其 中 ,了 (zo 十 h),f'(zo) 均 为 G- 导 算 子 。 要 证 明 当 0 二 hl 号 6 时 , 鸽 有 
1 flzo ti flr)—f zh Selhl (2.4.17) 


现 给 定 h, 满 足 0< | h 1 一 5。 不 失 一 般 性 ,可 设 f(zo 十 ) 一 (zo) 一 六 (zo)h 关 0( 否 则 
式 (2.4.17) 自 然 成 立 )。 由 Hahn - Banach 定理 知 ,存在 y* EY" ,使 |y* 上 =1, 且 

3 fro th — fz) —f ro)h) = flroth) — fr) — fron (2.4. 18) 
考查 函数 9() 二 y "(f(zo 十 埠 )) ,0<t<1, 易 知 CD) 一》 (了 (zo 十 th)h) ,其 中 (zo 十 th) 为 
G - 导 算 子 。 于 是 由 中 值 公式 知 ,30<9<1, 使 9(1) 一 pg(0)=g (0), 即 
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3 (flzo th — fz0)) = y° (Ff (zo +Oh)h) (2.4. 19) 
由 式 (2.4. 18), 式 (2. 4.19) 及 式 (2. 4. 16)( 注 意 ‖ 6h <5) 得 
f(xzo th — fr) — f(rOh) =y° (fro +h) — fz) — f(r)h) = 
yf ztOR)— fz hE Ny f(rot+0h)— f(z)) hl = 
If lzot+0h)—f zr) al <elal 
即 知 式 (2. 4. 17) 成 立 , 故 在 ze 处 下- 可 微 ,并 且 d(f(zo)h)= 二 (zo)h。 证 毕 。 
注意 ,车 了 在 ze 处 具有 有 界线 性 的 G -微分 , 则 一 般 推导 不 出 f 在 zx。 处 -可 微 。 
例 2.4.5 考察 R: 上 的 泛 函 f:R? 一 R' 如 下 


zz 


人 7， 当 x 二 (zi,z2)T 关 (0,0)T 时 
f(x) = Zi+zx2 


0， 当 x= (zza)7 = (0,0)7 时 
ia 
才 十 好 


因为 


芭 寺 |zi 1, 故 了 在 点 (0,0) 处 也 是 连续 的 。 令 二 (0,0)",h 一 Chi,hs)", 则 有 


hih, 

执 十 坝 : 十 DT 3 

hi tehs 
4 


Ls t+ th) — fl) 二 


lim 


故 了 在 点 xe 处 G -可 微 ,并 且 具有 有 界线 性 的 G -微分 DCF(xo)i = (xo)h 二 hh 十 h, ,其 
中 ,了 (x。) 表 示 G - 导 算 子 。 下 面 证 了 在 zx 处 不 F -可 微 。 
若 在 zw 处 F -可 微 , 则 由 定理 2.4.7 知 d(f(zOh) 二 DCfCzOh) = (xDh = hy 十 hs， 
局 ia ， 故 区 Gxa iD 局 和 置 
局 十 避 Ta ht 二 局) 及 二 启 * 


去 ,此 与 wm ,和 =s(C 1 由) 矛盾 。 


于 是 ww(xe,j) = f(xo+h)— fx) — f(x)h= 


二 局 + 得 jim 加 
hh 二 局, 并 令 hh 一 0 ' 得 im lm 
2.4.3 积 分 


下 面 讨论 抽象 函数 的 Riemann 积分 , 它 是 数学 分 析 中 Riemann 积分 的 推广 。 

设 X 是 一 个 实 Banach 空间 , 算 子 z(z):[a, 妇 -~X 称 为 抽象 函数 , 即 定义 域 为 R 中 的 区 间 
[a,b], 而 值 域 在 一 个 实 Banach 空间 X 中 的 算 子 称 为 抽象 函数 。 

定义 2.4.6 设 z(1):[a,b] 一 X 是 一 个 抽象 函数 ,对 [a,6] 的 任 一 分 法 P: a = 4 过 4 二 
之 4 二 5b, 作 积 分 和 o(P) = 和 xz(e)At ,其 中 A6 = 右 一 纪委 i 委 四 ,5 为 [56] 中 
任意 一 点 ,如 果 当 d(P) = max{At) 一 0 时 ,o(P) 在 X 中 趋 于 菜 极限 1, 即 存在 TE X, 使 
1 ceCP) 一 [| 一 0CdCP) 一 0), 则 称 z(t) 在 [a,b] 上 Riemann 可 积 ,元 素 了 称 为 z(t) 在 [a,b] 


上 的 Riemann 积分 ,简称 积分 , 记 为 | =(2)dz , 妈 


a -2 
fzwa=1= dm, D2)a (2.4.20) 


定理 2.4.8 设 X 是 Banach 空间 ,z(1) 在 [a,6] 上 连续 , 则 z(#) 在 [a,6] 上 可 积 。 
证 Ye>0, 由 于 z(t) 在 [a,b] 上 连续 ,从 而 一 致 连续 ,因此 存在 3 二 6(e) 汪 0, 使 当 /， 


ELas],-w"|<6 时 , 恒 有 Iz(2) 一 x(t) <acpzy: 
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设 呈 是 [a,6] 的 一 个 分 划 , 且 d(P)<6,P' 是 P 的 加 细 , 则 d(P )<d(P)<8 时 ,应 用 zz(4) 
在 [a,b] 上 的 一 致 连续 性 ,容易 证 明 
lacP)—oPp YN < (2.4.21) 
取 [a,65] 的 一 列 分 划 {P,})1, 其 中 P,-! 是 P. 的 加 细 , 且 d(P.) 一 0(n 一 oo)。 由 
式 (2.4.21) 知 ,{oCP.)} 是 X 中 的 Cauchy 序列 。 由 于 X 完备 ,存在 TEX, 使 o(P,) 一 
I(n 一 oo), 即 存在 自然 数 N, 当 n 宇 N 时 ,有 


d(PJ <6, lop)—1Il < (2.4. 22) 


设 P 是 [a,5] 的 任 一 分 划 ,d(P)<6(e), 并 记 记 是 P 与 Pw 合成 的 [a,6] 的 分 划 , 则 由 式 
(2. 4. 21) 和 式 (2.4. 22) 得 
leCP) 一 TI < olP)—o(B)N + lo(PB)—o Pr) 二 1eCPv) 一 IT 天 e 
即 zx(2) 在 [ae, 妇 上 可 积 。 证 毕 。 
抽象 函数 积分 具有 如 下 性 质 : 
设 zx(0,zi (0 ,zz(1) 都 在 [a,6] 上 连续 ,a,8 为 实数 ,fEX* , 则 


i 
G) f ac t) +Bra()dr = of zat A za dr 
(2) | 六 oo|sy Hz ades 


(9 (fra)= /eye 

(4) 设 z,(z) 在 [a,6b] 连续 , 且 在 [a,b] 上 zz,(2) 一 致 收 伍 于 z(z), 则 z(z) 在 [a,6b] 连续 , 且 
ze 一 frar, 

证 仅 证 (4) ,其余 情况 读者 自己 完成 。 


显然 z(t) 是 [a, 亲 一 X 的 连续 算 子 .由 于 || (z,Co -zya|< CO 一 a) max lz.(t) — 


y 
xD 一 0Gn co), 从 而 lim| ,cod: 一 ou 


定义 2.4.7 设 z(t):[a,b] 一 X 是 一 抽象 函数 ,toE€[a,5]。 若 存在 yo, EX, 使 


lim | Z(to t+ At)— z(to) 
[re At 


则 称 z(D 在 :一 b 点 可 微 ,yo 叫做 z(#) 在 t。 点 的 导数 , 记 为 z(t,), 即 


Z 十 At) 一 zto) 
At 


车 z(0) 在 [a, 执 中 每 一 点 均 可 微 ( 在 a 点 右 可 微 ,5 点 左 可 微 ), 则 称 z(z) 在 [a, 思 上 可 微 ， 
导 函 数 z (1):[a,6] 一 XX 也 是 一 个 抽象 函数 。 
定理 2.4.9 (1) 车 zx (w) 在 [a,6b] 上 存在 且 连 续 , 则 Newton - Leibniz 公式 


N 
[ou = zz (2.4.23) 


一 


| =。 


X41) = lim 
0 


成 立 。 
(2) 车 z(#) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 微 , 则 必 存 在 sE (a,5) ,使 
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Nz 一 zCa) SG—o) Nz (2.4.24) 
成 立 。 
(3) 设 z(0) 在 [a, 拉 上 连续 , 令 
yD= [zd (<i<h (2.4. 25) 


则 yD 在 [a,b] 上 可 微 ,并 且 y (2)=z(2) (a<t<b)。 
证 (1) 设 fEX' ,考察 [a,6] 上 的 实 函 数 g(1)=f(z(z)), 易 知 g (2)=f(z'(1)),a<it<< 
b。 故 5 (2) 在 [ae, 扫 连续 ,由 数学 分 析 中 Newton - Leibniz 公式 知 


[eeou = g(6) 一 g(a)》 
由 抽象 函数 积分 性 质 (3) 知 
Hod)j= fa) de = rzd) — fz(a)) 


亦 即 [| ewar az) 十 z(a) ]= 0. 再 根据 /EX* 的 任意 性 , 即 得 [ou 一 z(b) 十 


ZX(a) = 0, 从 而 式 (2.4. 23) 成 立 。 
(2) 不 妨 设 zx(0) 一 z(a) 天 0, 由 Hahn - Banach 定理 知 ,存在 EX' ,18 =1, 且 
Jr(O) 一 rz(a)) 一 ‖z(0) 一 z(a) | 。 
令 gD)=/(z(4)), 应 用 中 值 公式 ,存在 SE (ab) ,使 1z(b) 一 z(a) =g(b) 一 g(a)= 
g (Hb—a)=f 7 ba SIF Ce (一 a)= | zr 8) 1 (6 一 a)， 即 为 
式 (2.4.24)。 
(3) 设 tE [a,6]。VYe>0, 由 于 xz(s) 连 续 ,36>0, 使 当 |s 一 t|<8 时 ,有 上 x(s) 一 z(2) 1 
<e。 于 是 , 当 0<|At|<6 时 ,由 式 (2.4.25) 知 , 必 有 (这 里 假设 At>0) 
| += -0 |- | 二 ee 一 zeood| < 
1 


Vz) -zDD ds< Ll eds = 
2 | z(s) 一 工人 s< Beds=e 


故 y (2)=z(t)。 证 毕 。 
2.4.4 多 重 线性 算 子 ,高 阶 微分 


定义 2.4.8 设 Xi ,X:，…,X。,Y 均 为 实 的 赋 范 线性 空间 , 称 积 空间 X= Xi X XX …X 

X, 到 Y 的 映射 
Us (Ti Ta Ts) -一 Miyziyeyro) 
为 重 线性 算 子 ， 是 指 对 于 任意 固定 的 zi za，yz-iyzriy zya(riyzyeyziyzyzisiy 
…"zo) 是 XX 到 Y 的 线性 算 子 (i=1,2,…,n)。 如果 存 在 NC0, 便 对 VO eR 六 
Mumia sz) SM zl zs ez, 

则 称 4 为 n 重 有 界线 性 算 子 。 

对 于 重 线性 算 子 ,我 们 有 

定理 2.4.10 设 Xi ,X:,…,X,,Y 为 实 赋 范 线性 空间 ,u: X, XX,X…XX,~Y 为 n 重 
线性 算 子 , 则 x 为 连续 算 子 的 充 要 条 件 是 为 # 重 有 界线 性 算 子 。 

记 (XiXXsX…XX,>Y) 为 XX XX…XX, 到 Y 的 nn 重 有 界线 性 算 子 的 全 体 ,在 
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其 上 定义 加 法 与 数 乘 运算 为 
(1 + us) zs Ta Ts) = ta Tis Ts Ty) + ta (Ti s Ta Te) 
(qn) (TT ) 二 ou (TisT2, Ts) 《a 为 数 ) 
则 它 为 一 线性 空间 。 
Vu € BX XK XXKX YM ull = sup | ulziszs,…,z,) | 作为 


ne Piste 

& 的 范 数 , 则 3(X, xX X, X … X X, 一 7) 成 为 一 赋 范 线性 空间 。 若 Y 为 Banach 空间 , 则 

2(X X Xs X… XX, 一 Y) 亦 为 Banach 空间 。 特 别 地 , 当 X, = X: 一 …X,=X 时 , 记 

X= = BX ,BX = BX,B XD ,BX—Y) 一 3CX,2。CX 一 Y))。 
关于 (XXXX… XX 一 Y) 与 入 (XY) ,我 们 有 如 下 定理 : 


a 个 

定理 2.4.11 (XXXX… 又 习 mY) 与 3.(X-*Y) 等 距 同 构 。 

证 仅 就 n=2 的 情形 证 之 ,一 般 情形 可 由 归纳 法 得 到 。 首先 建立 3(XX XY) 到 
另 ,(X-*Y) 之 间 的 一 个 一 一 对 应 。 任 取 wE€ (XXX>Y), 对 YrIEX, 记 =ulz,，), 则 
wu ERX>Y)(TEX), 令 u(r)=u, (rEX), 则 wu 是 X 到 多 (XY) 的 线性 算 子 , 且 有 
jx(z) = ul = 42, ulzsy) 和 1zl zl , 故 w€E 纹 (XY) 且 ul Sliul。 

取 p:u->u, 则 不 难 验证 9 是 加 (XXX—Y) 到 名 (X->Y) 的 一 一 映射 。 

下 面 证 明 p 是 满 映 射 。 对 于 Yu€ 我 (X—>Y), 令 w(x,y)=u(z)(y),z,yEX, 则 wu 是 XX 
XX 到 Y 的 双重 线性 算 子 , 且 有 uz 有 = 上 uz 1<NanD yh<lallzl 
1 >1 , 故 xESXXX-Y) 且 zl 过 1 zl。 所 以 9 是 满 的 。 因 此 9 为 和 CXXX-Y) 到 办 
(XY 了 ) 的 一 一 到 上 映射 。 

又 对 于 u,vE€E 久 (XXXY) ,a,B 为 实数 ,可 以 推出 pCau 十 有 ?) 二 ag(u) 十 Bqp(v), 且 从 前 面 
证 明 的 不 等 式 上 | 过 ul 和 wl 二 中 知 ,= 中 wl , 即 吓 g0w) 用 = 中 uj。 因此 ， 
3B(XXX—Y) 与 (XY) 等 距 同 构 。 证 毕 。 

定义 2.4.9 设 X,Y 为 实 Banach 空间 ,了 为 X 中 开 集 。 若 /:D->Y 在 D 中 每 一 点 都 
下 -可 微 , 则 下 - 导 算 子 /“(z) 随 而 变 ,因此 /':D 一 务 (X 一 Y)。 车 又 在 点 zo。 ED 处 
FF- 可 微 , 则 /在 点 zx。 处 的 下 - 导 算 子 (/')'(zx。) 称 为 算 子 在 zx。 处 的 二 阶 F - 导 算 子 , 记 为 
六 (xzo)。 同 理 , 二 阶 F - 导 算 子 /的 导 算 子 (假如 存在 的 话 ) 称 为 算 子 f 的 三 阶 F- 导 算 子 , 记 
为 /”(z)。 一 般 地 ,n 一 1 阶 导 算 子 /“"”(z) 的 下 - 导 算 子 (假如 存在 的 话 ) 称 为 算 子 的 n 阶 
FE - 导 算 子 , 记 为 f(z)。 

根据 定义 ,显然 六 (z)E ZX-~-Y) ,f(z)E 久 (XY), f(T) ED XY) ,f(r) 


a 个 
E93,(XY)。 由 定理 2.4.11 知 ,3(XXXX…XXX>Y) 与 名 (XY) 等 距 同 构 , 因 此 ,f(z) 


a 个 
EBXAXKEY) ,fz)E BKKXKXKKEY) ,ef EDKXNHX AROY), YY x 
三 二 ,二 有 时 ,J (T(z Tan sT) 二 f(z) (hh,…,h), 简 记 为 f(r)h"。 
定理 2.4.12 设 f:D~~R'(D 为 X 中 开 集 ) 是 D 上 的 泛 函 ,l={z|z=zo 十 th,0<1<1， 
TorhEX}CD。 设 在 1 上 每 一 点 处 ,f 是 z 十 1 阶 下 - 可 微 的 , 则 存在 0<9<1, 使 下 面 的 Taylor 
公式 
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fz 二 局 一 ma) 十 玫 Gzo)i 十 直 太 Cr) 居 十 …… 十 赴 F (mp) 庆 十 
Ce TA (2.4.26) 
成 立 。 

证 考察 函数 g(t)=f(zo+th),0<t<1。 易 知 (CD 一 广 (zo 十 雪 )j,8 (D)=f" (rot+th) 
(二 f+ (zo 十 圾 )h"*' ,0 之 1 过 1。 由 数学 分 析 中 的 Taylor 公式 知 ,存在 
0<<9<1, 使 


PD = 9(0) 十 YC) 十 站 ?0) 十 … 十 十 zf” (0) 十 


此 即 式 (2. 4. 26)。 证 毕 。 
定理 2.4.13 设 /:D->Y(D 为 X 中 开 集 ),!={z|z=zo+th,0<1<1,z6,hEX}CD。 
设 在 1 上 每 一 点 处 ,f 是 n 十 1 阶 F -可 微 的 , 则 存在 0<0<1, 使 


Nf th fa) — f(z)" zl < 


1 pr 
tT (0) (2.4.27) 


1 ob ol 
trl zt+Oh hm 


{2.4.28) 

证 令吉 一 帮 mm 十 有 一 fm) 一 六 (za01 一 全 一 下 Am (xo) 如 ,可 设 < 关 0( 否 则 

式 (2.4. 28) 显 然 成 立 )。 由 Hahn - Banach 定理 知 ,3gEY" ,使 1g|| =1 且 &g(x)=|z, | 。 

考察 函数 p(t) 二 gf(z 十 th),0<t<1。 易 知 (0)=gf (zotth)h, g(t) =gf "(zro tth)h:, 
;9 (人 一 8 (zo 十 th)h"*!。 由 Taylor 公式 知 ,存在 0<9<1, 使 式 (2.4.27) 成 立 , 即 


1 ~ . 
B80) = tI Co + 0h)h™ 
由 此 知 
lal =8(%) SHOT i Nel fm zt+Oh)h") = 
or i 
milf (ze 十 ghj | 


此 即 式 (2. 4. 28) 。 证 毕 。 
由 式 (2. 4. 26), 式 (2. 4. 28) 可 以 看 出 ,它们 分 别 是 中 值 公式 (2. 4.9) 和 (2. 4. 10) 的 推广 。 


2.4.5 隐 函 数 定理 与 反 函 数 定理 


隐 函 数 定理 是 数学 分 析 中 的 重要 定理 之 一 , 它 有 许多 重要 的 应 用 。 下 面 我 们 把 它 推广 到 
算 子 方程 中 去 。 

设 XX,Y,Z 是 Banach 空间 ,DD 为 乘积 空间 XXY 中 的 一 个 开 集 。F:D-~Z 映射 ,zo ,yo) 
ED。 如果 F(z,yo)( 或 F(zo,y)) 在 zo(yo) 处 对 (或 对 y) 的 下 - 导 算 子 存在 , 则 称 它 为 对 工 
(或 对 y) 的 偏 导 算 子 , 记 作 F(zo,y。)( 或 F(z,,y,))。 如 果 下 在 DD 内 每 一 点 对 z( 或 对 >) 的 
F - 导 算 子 都 存在 , 则 确定 了 一 个 下 对 z( 或 对 y) 的 下 - 导 映 射 F(z,y) (或 F(z,y)), 

下 面 来 证 明 著名 的 隐 和 函数 定理 。 

定理 2.4. 14( 隐 函数 定理 ) 设 X,Y,Z 是 实 Banach 空间 ,U,V 分 别 是 zo EX,y,EY 的 
邻 域 。 假设 F:UXV 一 Z 连续 ,F(z。,yo) 二 0,F'(z,y) 在 UXV 上 存在 且 F (zx,y) 在 (zo ,yo)》 
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处 连续 。 又 设 Fy(zo,y) 是 了 到 2Z 的 线性 同 胚 , 则 存在 开 球 B(zo,mCU,B(y ,3)CV 和 
惟一 的 连续 算 子 有:B(zx。,r) 一 B(y。,6) ,使 得 f(z) 二 yo 且 F(z,f(z)) 一 0CzEB(zoyr))。 
证 不 失 一 般 性 ,可 设 xz, 二 0,y。 二 0, 这 是 因为 一 般 情 形 可 经 过 平移 化 为 这 种 情形 。 
由 Banach 逆 算 子 定理 ,[Fy(0,0)]“ 存在 且 为 线性 有 界 算 子 。 对 于 给 定 的 U 中 的 工 , 定 义 算 子 
A(z,y) = 一 (F',(0,0)] -Fry) 十 ? 
显然 ,存在 惟一 的 y 满足 方程 F(z,y)=0 等 价 于 A(z,y) 有 不 动 点 。 
因为 A,(0,0)=0 及 A'(z,y) 在 (0,0) 连 续 , 故 存在 6>0 及 办 一 1) 二 0, 使 得 在 B(0,6) X 
B(0,6)CUXV 上 ,有 上 As,(z,y) 二 7。 于 是 当 zEB(0,6),y,y€E B(0,6) 时 ,有 
HACz,y) —Alz HN <7ly—yl (2. 4. 29) 
因为 F(z,0) 连 续 ,F(0,0)=0 及 上 (F',(0,0))-! 是 定数 , 故 存在 r 壹 6, 使 得 
当 zEB(O,r) 时 ,有 
1 4(z,0) 1 = 外 一 (PC0,0))-FGz,0)‖ < (1— D6 
于 是 由 式 (2.4.29) 和 上 式 知 , 当 xE B(0,r) 时 ,有 
1 4A(z,y)1 SAG,y) —A(zO) 十 1 4ACz,o)1 < 
四 > 上 十 1 4(z,o)1 < 天 允 +G 一 站 = 人 
即 对 固定 的 xE B(0,r),A(z,y):B(0,6) 一 B(0,6) ,由 压缩 映像 原理 得 ,A(z,y) 在 B(0,6) 内 
有 惟一 不 动 点 y=f(z),F(z,f(z))=0(zE€ B(0,r))。 
下 面 证 y=/(z) 在 B(0,r) 内 连续 。 任 取 zi ,x EB(0,7), 令 y=/(z1) ,y= 二 f(x), 于 是 


Ty -x =A,y) —A(r,y)) < 
MACzisy) —Alzisy) | + ACzisy) —Alz,y)) < 
Ty — yl + F007 | FCO,y) — Flr ,yi) 
于 是 
1 一 1 < 让 (FC0,0)71 | FPCzsyyD) — Fzisy) 


注意 到 (F,(0,0))”' 为 有 界 算 子 ,F(zx,y) 为 连续 算 子 ,由 上 式 即 知 当 zx, 一 zi 时 ,y; 一 yi， 
即 f(z2) 一 f(z1), 从 而 y=f(z) 在 B(zo,r) 内 连续 。 证 毕 。 

类 似 于 数学 分 析 中 的 结果 ,我 们 还 有 下 面 的 隐 函 数 可 微 性 定理 。 

定理 2.4.15 在 定理 2. 4. 14 的 条 件 下 ,又 设 F(x,y),F,(z,y) 在 UXV 上 连续 , 则 
隐 算 子 /在 B(x,,r) 上 连续 可 微 ,上 且 

f(z) =— (F(z,f(2))) F(z, f(z)) 
这 个 定理 的 证 明 可 参看 参考 文献 [9]。 

下 面 给 出 反 函 数 定理 。 

定理 2.4. 16{( 反 函数 定理 ) 设 X,Y 是 实 Banach 空间 ,D 为 X 中 的 开 集 ,zuE D。 若 
算 子 /:D->Y 是 下 -可 微 的 , 且 广 (zo) 是 X 到 Y 上 的 线性 同 胚 , 则 三 是 从 z。 的 某 邻 域 U(x。) 
到 y。 二 f(zo) 的 某 邻 域 V(y。) 的 局 部 同 胚 。 

证 令 F(z,y)==/(z) 一 y, 则 :DXY->Y 连续 ,并 且 F(z,y)=f(z),Y (zx,y)€ 
DxXY。 由 假定 可 知 F*(zo,yo) 一 广 (z) 是 X 到 Y 上 的 线性 同 胚 。 根 据 定理 2. 4. 14 知 ， 
了 "一 0,68>0, 使 当 >E B(y。,7) 时 ,方程 F(z,y) 二 0 在 B(zo,6) 内 具有 惟一 解 xz 一 Pp(y) ,并且 
8(2) 在 B(y,r) 内 连续 。 令 V(y) 王 B(yor),U(zo) 一 P(V(y))。 显 然 U(zo)= 广 :(VCm)) 
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门 B(xo,6)。 由 于 f 连续 ,从 而 广 :(V(y)) 是 了 中 开 集 , 因 此 U(ze) 是 X 中 开 集 , 即 它 为 ro 
的 一 个 邻 域 。 显 然 了 是 U(zo) 到 V(y。) 的 一 一 映射 ,并 且 了 在 U(zo) 上 连续 , 广 :一 ?在 V(y) 
上 连续 , 即 了 是 U(ze) 与 VCye) 间 的 同 胚 映射 。 证 毕 。 

例 2.4.6 设 % 是 A。EC ”的 单 重 特 征 值 , 则 当 AEC"" 充 分 接近 于 A。 时 ,A 亦 有 单 重 
特征 值 44 ,44 充分 接近 于 ho。 

证 作 函 数 让 CXC™" 一 C 如 下 

FC,A) = det(OT — A) 

则 F(X,A。) 二 0。 因 为 % 是 4。 的 特征 多 项 式 F(X,A。) 的 单 零 点 , 故 PC,Ao) 天 0。 由 
隐 函 数 定理 ,在 (x ,A。) 的 邻 域内 方程 F(X,A) =0 有 连续 解 一 4 ,4 是 A 的 特征 值 。 因 
有 Ri(AA,4) 一 Fi(lo,4o) 天 0, 故 和 是 A 的 单 重 特征 值 。 


2.5 拓扑 度 理论 


拓扑 度 理论 是 研究 非 线性 算 子 定性 理论 的 有 力 工 具 ,用 它 可 以 推出 许多 著名 的 不 动 点 定 
理 。 众 所 周知 ,压缩 映像 原理 用 来 讨论 线性 算 子 方程 解 的 存在 性 和 惟一 性 。 但 是 许多 非 线性 
算 子 方程 的 解 并 不 惟一 ,实际 问题 需要 估计 解 的 个 数 , 这 时 压缩 映像 原理 就 无 能 为 力 了 ,而 
常常 要 用 到 拓扑 度 理论 。 

本 节 主 要 介绍 有 限 维 赋 范 线性 空间 上 的 Brouwer 度 和 无 限 维 空间 上 的 Leray - Schauder 
度 理论 ,并 给 出 它们 的 一 些 应 用 。 


2.5.1 Brouwer 度 


我 们 先 定义 有 限 维 空间 上 C* 映射 的 拓扑 度 , 然 后 用 C? 映射 去 通 近 连续 映射 ,通过 极限 
过 程 来 定义 连续 映射 的 拓扑 度 。 
设 映射 /:0 一 R",0 为 R" 中 的 有 界 开 集 ,pE R"。 我 们 的 目的 是 要 对 方程 
f(x)=p (2.5.1) 
在 内 解 的 个 数 进行 估计 ,并 且 要 求 这 个 估计 数 在 了 发 生 微小 变化 时 是 不 改变 的 。 这 里 假定 
式 (2.5.1) 在 0 的 边界 939 上 无 解 , 即 pg (a0)。 我 们 把 方程 (2. 5. 1) 在 Q 内 解 的 估计 数 记 为 
deg(f,0,p). 
在 给 出 拓扑 度 的 定义 之 前 ,我 们 先 看 一 个 例子 。 
例 2.5.1 /是 [a,b]CR' 上 的 连续 可 微 函数 ,由 连续 函数 的 介 值 定理 知 , 只 要 f(a) 一 p 
与 /(6) 一 p 正 负 相 反 , 则 方程 (2. 5. 1) 在 (a,b) 内 至 少 有 一 个 解 。 不 过 方程 (2. 5. 1) 在 (a,b) 内 
解 的 个 数 经 小 扰动 是 可 能 变化 的 。 例 如 , 求 f(x) 二 zx 十 e,p 二 0, 即 方程 z? 十 e=0 在 (一 1,1) 
内 解 的 个 数 。 当 。 从 负 变 到 0, 再 变 到 正 时 ,方程 的 解 从 2 变 到 1 再 变 到 0。 这样。 在 0 处 的 
微小 变化 就 引起 解 的 个 数 的 变化 。 因 此 ,不 能 简单 地 把 deg(f,(a,5b) , 思 ) 定 义 为 方程 (2. 5. 1) 
在 (a,b) 内 解 的 个 数 。 
设 mm 是 方程 (2. 5.1) 的 解 ,并 且 (xz) 关 0, 我 们 赋予 “符号 ”sgn 了 (zo) ,并且 把 所 有 这 种 
解 的 “符号 ?取代 数 和 , 记 作 
deg(f,(a,b),p) = > sgnf (zx) (2.5.2) 


fp 
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则 不 难 验证 它 经 过 小 扰动 是 不 变 的 ,并 且 有 


1， 当 f(a)<p<f6) 
stip =r 当 f(b) < p< fa) 
0， 当 f(a) 一 p 与 1(6b) 一 p 同 号 
对 于 ">1 的 一 般 情形 ,由 例 2.5.1 知 ,六 (x) 是 由 昌隆 (9 站 ) 。。 。 确 定 的 线性 变换 ， 


因此 公式 (2. 5.2) 中 的 sgnf (x) 应 由 sgnJy(x) 来 代替 。 这 里 Jj(x) 表 示 f 在 点 x 的 Jacobi 行 
列 式 ,为 


TD | 站 
于 是 , 受 式 (2. 5. 2) 的 启发 ,对 于 一 般 R" 的 情形 ,应 定义 
deg(f,0,p) 一 senJrce) (2.5.3) 


其 中 ,x (i 二 1,2,…,m) 表 示 方 程 (2. 5.D 在 0 内 的 解 。 虽 然 按 式 (2. 5. 3) 定 义 拓扑 度 
deg(J,D,p) 比 较 自 然 和 直观 ,但 讨论 的 步 又 要 多 一 些 显得 繁琐 。 因 此 我 们 宁愿 采用 比较 直接 
的 积分 方式 去 定义 ,此 后 我 们 将 发 现 ,这 两 种 定义 是 等 价 的 。 

定义 2.5.1 设 0 为 R" 中 的 有 界 开 集 ,1:5-~R",J 是 C: 映射 ( 即 了 一 (万 ， 户 ,7)T， 
AiCzizo) 在 万 上 具有 连续 的 各 二 阶 偏 导数 ,i= 1,2,…,n),pPER'\Jf(a0D)。 于 是 
5 一 1 7(x) 一 站 >>0。 作 连续 函数 $:[0, 十 oo] 一 Ri ,使 它 满足 下 面 两 个 条 件 ， 

(1) 存在 ,7, 满 足 0<o<y<r, 且 使 当 rE (c, 妨 时 , 恒 有 @(r) 一 0 

(| eclylbdy = 1. 

定义 在 p 处 关于 0 的 拓扑 度 deg(/,0,p) 为 

deg(f ,0p) = | eclyco pl Jax (2.5.4) 
注 ;满足 定义 2. 5. 1 中 条 件 (1)、(2) 的 连续 ( 非 负 ) 函数 B 是 很 多 的 ,例如 , (7) 一 


光 @,(), 其 中 
; 


.Xx(r—0) 

a 过 rr 牵 7 时 

i 的 当 o<r 入 ?时 
0 


当 0 入 < 及 ]<r< 十 co 时 


% = fg yl dy = s,s frisin 5 二 2dr,s， 表示 R' 中 单位 球面 积 , 即 S_， 一 


2zt 


要 证 明 上 述 定义 的 合理 性 ,必须 证 明 按 式 (2. 5. 4) 定 义 的 deg(f,0,p) 与 多 的 选取 无 关 ， 
同时 还 要 证 明 deg(f,0,p) 为 一 整数 。 , 

定理 2.5.1 (1) 定义 2. 5.1 中 所 定义 的 拓扑 度 deg(f,0,p) 与 函数 6 的 选取 无 关 ; 

(2) 定义 2. 5.1 中 所 定义 的 拓扑 度 deg(J,D,p) 是 一 个 整数 ,并 且 当 pE J(CNr)CNr = 
{xixEQ,J(x)=0)) 时 ,有 公式 
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deg(f ,0,p) = > sgnJr(z) (2.5.5) 
总 


其 中 ,zx(1<<i<m) 为 方程 f(x) 二 p 在 0 内 的 解 。 

这 个 定理 的 证 明 较 长 ,在 此 略 去 ,有 兴趣 的 读者 可 参看 参考 文献 [9] 或 L[10]。 

注 : 当 PE GD) 时 , 必 有 

deg(f,0,p)=0 (2.5.6) 

事实 上 ,这 时 志 二 inf (x) 一 p ‖ 0。 取 定义 2.5.1 中 函数 6, 使 它 除 了 满足 定义 2.5.1 中 
条 件 (1) 和 (2) 外 ,还 满足 当 之 m 时 , 恒 有 (7r) 一 0。 于 是 由 式 (2. 5. 4) 即 得 式 (2. 5. 6)。 
式 (2. 5. 6) 可 视 为 包含 在 式 (2.5. 5) 之 中 , 即 当 z; 不 存在 时 ,把 式 (2. 5. 5) 右 端 理 解 为 零 。 

下 面 我 们 给 出 几 个 重要 的 定理 。 

定理 2.5.2(Sard 定理 ) 设 9 为 R' 中 的 开 集 ,f:0 一 R" 是 C! 映射 , 令 Nj=={x|x€E0， 
JrGxz) 一 0}, 则 Nj 在 映射 /下 的 象 /Nj) 是 R" 中 Lebesgue 测度 为 零 的 集 。 

定理 2.5.3 设 0 为 R" 中 有 界 开 集 ,1:0-~R" 连续 , 则 Ye 二 0, 必 存在 g:f 一 R",gEC” 
( 即 8=(gi1,82，…… ,gn) ,每 个 g, (zi ,zi，…,z,) 都 在 上 具有 各 阶 连续 偏 导数 ) ,使 对 一 切 
xED, 都 有 上 f(x) 一 g(x) || <e。 

定理 2.5.4 设 0 为 R" 中 有 界 开 集 ,f :7 一 R" 为 C 映射 ,p& fC90) ,r= inf 1 yo) 一 ， 
则 当 g:6-R" 为 C* 映射 , 且 满 足 条 件 max | 7Cx) 一 8Cx) | 一 于 时 , 便 有 

deg(g,0,p) = deg(f,0,p). 

限于 篇 帆 , 以 上 定理 证 明 从 上 略 。 它 们 的 证 明 可 参阅 参考 文献 [9] 或 [10]。 

注 : 由 定理 2. 5. 1 和 定理 2. 5.4 知 ,定义 2. 5. 1 可 换 为 下 面 的 等 价 定义 : 

设 0 为 R" 中 某 有 界 开 集 ,1:0-~R" 是 C? 映射 ,pER"\f(30), 于 是 r= im fC)—pl 
二 0, 则 

(1) 若 pEJCNA)CNr=(zlxzED,JyrGr)=0}), 则 方程 (2.5. 1) 在 Q 内 至 多 有 有 限 个 解 ， 
设 为 za,…,xw。 这 时 定义 拓扑 度 为 


deg(f,0,p) = Fagn Cx) (2.5.7) 

各 

〈 当 (2.5. 1) 在 0 内 无 解 时 ,定义 deg(f,0,p)=0); 
(2) 车 pE /CN/) ,由 定理 2.5.2 知 ,存在 p11N,), 使 | pi 一 p | 一 也, 于 是 由 (1) 知 ， 


deg(/,0,p) 有 定义 。 这 时 ,定义 
deg(f,0,p) = deg(f,0,p1) (2.5.8) 
由 定理 2. 5. 4 与 定理 2. 5. 1 易 证 ,deg(f,0,p,) 不 随 户 的 选取 而 变 , 即 若 取 p; 4 (Nj)， 


上 ps 一 p 1 一 本 , 则 按 式 (2. 5.7) 定 义 的 拓扑 度 , 有 deg(f,0,p,) 二 deg(f,0,ps)。 因 此 , 按 
式 (2.5. 8) 定 义 的 拓扑 度 deg(f,0,p) 是 合理 的 。 

下 面 举 一 些 计算 R" 中 C: 映射 拓扑 度 的 例子 。 

例 2.5.2 设 了 是 常 算 子 , 即 (x) 三 zo ER",xER"。 显然 /是 C? 映射 ,并 且 Jr(xr) 三 0， 
VxER"。 于 是 ,对 于 R" 中 任何 有 界 开 集 纪 ,以 及 R" 中 任何 不 等 于 z, 的 p, 由 式 (2. 5.4) 知 都 
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有 deg(f,0,p) = 0。 

例 2.5.3 考察 R* 中 算 子 f(z,y)=(e* 一 1,y) 与 8(7z,y)=(y 一 x?,y)。 令 T,={(z,y) 
|x 十 y<r},r>0。 求 deg(f,T,,(0,0)) 与 deg(g,T,,(0,0))。 

显然 J:T, 一 R',g:T, 一 R* 都 是 C* 映 射 。 容易 得 到 Jr((z,y))=2ye ,js((7,y)) = 
一 3z:, 因 此 Jr((0,0)) 一 Je((0,0)) 一 0, 即 (0,0)E CNr),(0,O)EgCN1)。 

对 任何 0<e 一 ,考察 算 子 f.(z,y) 二 (e' 一 1,y* 一 ee)。 显 然 f. 是 C: 映射 ,并 且 方 程 
J.(z,y) 二 (0,0) 只 有 两 个 解 (0,e) 与 (0, 一 e)。 由 此 知 (0,0) 儿 f.(Nj,)。 由 定理 2. 5. 1 中 的 公 
式 (2. 5. 5) 知 , deg (f.,T,, (0,0))= 二 1 一 1==0。 再 由 定理 2. 5. 4 知 , 当 e 充分 小 时 ， 
deg(f.,T,,(0,0))=deg(f,T,,(0,0))。 因 此 deg(f,T,,(0,0))=0, 

同样 ,Ye(0<e<1) ,考察 算 子 g. (xz,y) = 二 (y 一 zx! 十 ex,y), 可 得 到 deg(g.,T,,(0,0))= 
一 1。 再 由 定理 2. 5.4 知 , 当 。 充 分 小 时 ,deg(g,T,,(0,0))=deg(g.,T,,(0,0))= 一 1。 

当然 ,逼近 映射 f.,g. 的 取 法 是 很 多 的 。 例 如 ,可 将 f 的 到 近 驶 射 取 成 /* (zx,y) = 
(e' 一 1,y* 一 ey)。 这 时 方程 六 (z,y) 二 (0,0) 只 有 两 个 解 (0,0) 与 (0,e)。 容 易 算得 
J (x1y))=(2y 一 Ee’, 歼 J((0,0))= 一 e<0,J*((0,e))=e 之 0, 于 是 由 公式 (2. 5.5) 知 
deg(f* ,T,,(0,0))== 一 1 十 1=0, 从 而 当 。 充 分 小 时 ,有 deg(f,T,,(0,0))=deg(f* ,T,,(0,0))=0， 
此 与 前 面 f. 所 获 结果 一 致 。 

下 面 我 们 把 C* 映 射 的 拓扑 度 推 广 到 一 般 的 连续 映射 ,从 而 得 到 Brouwer 度 的 概念 。 

定义 2.5.2 设 0 是 R" 中 的 一 个 有 界 开 集 ,f:5 一 R" 连续 ,pE R"\f(930)。 于 是 
r= in 7CoO 一 >0。 令 

T=1{8g18g:0 一 R" 是 C 映射 , 且 maz‖ 7(x) 一 8Cz) | 过 (2.5.9) 
由 定理 2.5.3 知 工 非 空 。 对 于 gET, 有 | g(z) 一 p‖ 三 外 yz) 一 站 1 一 下 7Gx) 一 gCc) | 过 
0, 因此 pER"\g(30),Y gET, 从 而 deg(g,0,p) 有 意义 。 规 定 了 关于 区 域 Q 对 点 p 的 Brouwer 
度 deg(f,0,p) 为 
deg(f,0,p) = deg(g,0,p), VYgET (2.5.10) 
定义 中 满足 条 件 (2. 5. 9) 的 8 是 很 多 的 ,要 使 定义 2. 5. 10 是 合理 的 ,必须 证 明 : 当 g, ET， 
gET 时 , 恒 有 deg(g1,0,p) = deg(g; ,0,p)。 
事实 上 , 令 有 h(x) 二 (1 一 Dg1(x) 十 82(x),0<t<1。 显然 ,hh:[ 一 R" 是 C: 映射 。 由 于 
Tf 一 和 (xz) = Der) — tg < 
-DN 一 8Cz) +f) — gx) 
从 而 max 上 f(x) 一 h(x) ‖ <r, 因 此 PE R"\h,(30)。 故 按 定义 2.5.2,deg(h,,0,p)(0<i<1) 
有 定义 。 由 于 站 各 (2 一 各 (x) 用 一 王 一 全 | 上 8 (2 一 8a(x) | , 故 may | h(x) 一 he (x) |= 
MI 一 六 | ,其 中 M 一 max 上 g1(x) 一 g:(x) ‖。 根 据 定理 2. 5. 4, 对 于 每 个 E [0,1], 都 存在 以 
4 为 中 心 的 某 小 开 区 间 , 当 :在 此 小 开 区 间 中 时 ,deg(h,,0,p) 保 持 不 变 。 由 此 ,根据 有 限 覆 盖 
定理 知 ,对 一 切 :€E[0,1],deg(h,,0,p) 均 取 相 同 的 数值 , 故 
deg(ho ,0,p) = deg(h; ,0,p) 
由 此 ,所 证 结论 成 立 。 Wy 

当 0 为 空 集 时 ,车 /是 C? 映射 , 则 按 定义 2. 5. 1 中 的 式 (2. 5.4),deg(f,0,p) 应 理解 为 

0; 从 而 , 若 f 为 连续 映射 , 按 定义 2. 5. 2, 也 应 理解 为 deg(f,0,p) 二 0。 
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下 面 讨 论 Brouwer 度 的 一 些 性 质 。 

定理 2.5.5 Brouwer 度 具 有 下 列 基本 性 质 : 

(1) 正规 性 。deg(1,2,p)=1,YPEO, 其 中 工 是 恒 等 映 射 , 即 xz 一 x, YxER'5 

(2) 可 加 性 。 设 2, ,2: 是 0 的 两 个 互 不 相交 的 开 子 集 ,并 且 pE (CD\CO UnD:)), 则 

deg(f,0,p) = deg(f ,0 ,p) + deg(f,0:,p) 

(3) 同 伦 不 变性 。 设 万:[0,1] XD 一 R" 连续 , 令 h(x) 二 H(t,x), 若 ph (930),Y0<i< 
1, 则 deg(h,,Q,p) 保 持 常数 (对 于 0<t<1); 

(4) 可 解 性 {Kronecker 存在 定理 )。 若 deg(f,Q,p) 取 0, 则 存在 xo ED, 使 f(x60)=p; 

(5) 切除 性 。 设 Qu 为 0 的 开 子 集 , 并 且 p& f(D\06), 则 deg(f ,0,p) 一 deg(f .00,p)s 

(6) 若 pgf(90), 则 deg(f,0,p) 二 deg(f 一 p,0.0), 其 中 /一 p 表 映 射 1(x) 一 p,xEn， 
0ER", 

证 (1) 由 于 Ji(zr) 和 1, 故 由 式 (2.5.5) 即 得 (1) 。 

(2) 由 于 6,=0\(Q, U9,) 是 有 界 闭 集 , 故 2r。 = 过 1 7 一 p -mi lf -pl > 


0。 取 CC 映射 :0 一 R" ,使 max | f(x)—g(x) <n。 于 是 ,inf ‖ f(x) 一 p >, 并 且 根据 定 


义 2.5.2 知 
deg(f,0,p) = deg(g,0,p),deg(f ,Ni,p) = deg(g,0,p),deg(f ,1,p) = deg(g ,2,p) 
选取 多 满 足 定义 2. 5. 1 并且 当 z>r 时 , 恒 有 B(x)=0, 于 是 


deg(f,0,p) = [0 ec) —p 1) Jc) dr = 
(J + + )ecleoo pl) dr = 


(| + )B Cl gC — ph) dx = 
a 


deg(g,01,p) + deg(g,0;,p) 


由 此 即 得 (2) 。 
(3) 由 假定 知 一 ,min ,lH(x) 一 pl 0. 取 C’ 映 射 G: [0,1] X56 一 R", 使 . 
nas a HOR) — G0) < gx) = Gx), 则 p & g.(00),0 <<1<1, 并 且 


由 定义 2.5.2, 有 
deg(h,,N,p) = deg(g 0,p)，0 二 :过 1 

由 GCt,x) 在 [0,1]X& 的 一 致 连续 性 知 , 对 任何 0<w<1, 有 lim max | g(x)—g, (x) | 一 0。 
于 是 ,由 定理 2, 5.4 知 ,对 每 个 t。€ [0,1], 存 在 以 为 中 心 的 小 开 区 间 , 使 当 1 在 其 中 时 ， 
deg(g,, 人 2,p) 不 变 。 由 此 ,利用 有 限 覆 盖 定 理 知 ,对 于 一 切 0<t<1,deg(g,,0,p) 都 保持 不 变 ， 
从 而 证 明了 deg(h, ,0,p) 在 0<t<1 内 保持 不 变 。 

(4) 假定 f(x)=p 在 0 内 无 解 ,于 是 pg f(B)(p&f(30)), 从 而 25 =minl f(x)—pl 
>0。 取 C" 获 身 8 一 R" ,使 max 17Cx) 一 8Cx) ll 二 am ,从 而 mi 让 上 g(x) 一 pi 之 rm。 由 定义 
2.5.2 知 , deg(f,0,p) = deg(g,0,p)。 取 定义 2.5.1 中 的 函数 多 ,使 当 r>>t 使 @(r)=0, 从 


而 deg(g,0,P) = | ,6 ecw) — pl Teds 二 0, 由 此 我 们 推出 deg(f,09,p) 一 0, 此 与 假设 
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矛盾 。 

(5) 由 可 加 性 , 知 deg(f,0,p)=deg(f,0,p)+deg(f,0\f,,p)。 由 于 pgf(f\0,)， 
os=OND。 故 由 (4) 知 deg(f,Q\s,p) 二 0, 由 此 即 得 deg(f.0,p) 二 deg(f ,0,1p)。 

(6) 根据 定义 2. 5. 1 中 式 (2. 5. 4) 及 定义 2. 5. 2, 显 然 (6) 成 立 。 证 毕 。 

定理 2.5.6 ”Brouwer 度 还 有 下 列 性 质 : 

(1) 边界 值 性 质 。deg(J,2,p) 只 与 了 在 30 上 的 值 有 关 , 即 : 若 1,g 都 是 映 人 入 R' 的 
连续 映射 ,PE R"\f(30) ,并 且 当 zxE90 时 恒 有 f(x) 二 g(x), 则 必 有 deg(/,0,p)==deg(g,0,p)。 

(2) 连通 分 支 性 质 。 当 p 在 R"\f(30) 的 连通 分 支 中 变动 时 ,deg(f,0,p) 保 持 不 变 , 即 ; 
若 pi ,ps E R"\f(30) 的 同一 连通 分 支 , 那 么 deg(f ,0,p1) = deg(f ,0,p:)。 

(3) 缺 方向 性 质 。 若 存在 mnE R",y。 关 0, 使 x*E90,r 之 0 时 f(x) 关 p 十 .那么 必 有 
deg(f ,0,p)=0。 

(4) 降 维 性质 。 若 了 映 品 入 R" 的 低 维 子 空间 R"(m 一 nn) , 则 对 YpER"\f(30), 都 有 
deg(f,0,p)=0。 

定理 2. 5.6 的 证 明 , 请 读者 自己 给 出 ,这 里 从 略 。 

定义 2.5.3 设 f:0~R" 连续 ,zo。EQ 是 了 的 孤立 零点 , 即 J(xo)=0, 且 存在 8>0, 使 当 
上 x 一 x 上 二 5,x 关 x 时 , 恒 有 /f(x) 关 0。 根 据 切 除 性 质 易 知 ,对 于 含 于 球 B(xo,5) = 
{x| 上 x 一 x <<) 内 且 含 有 点 x。 的 任何 区 域 w,Brouwer 度 deg(f,w,0) 都 取 相 同 的 数值 。 此 
数值 叫做 /的 零点 x。 的 指数 , 记 为 ind(J,xo) 即 

ind(f,xo) = deg(f,%,0), Vxo € B(xo ,6) (2.5.11) 
定理 2.5.7 设 1:0-~R' 连续 ,又 设 /(x) 在 909 上 没有 零点 , 且 在 Q 内 只 有 有 限 个 零点 


,m4 ox, 则 有 指数 公式 deg(1,0,0) 二 indCf ox)。 


证 对 z, 取 ww 充分 小 ,使 诸 w(1<i<m) 互 不 相交 , 且 均 含 于 Q 内 ,于 是 /在 Q\(Uw) 
上 没有 零点 。 由 可 加 性 及 式 (2. 5. 11) 得 


deg(f,0,0) = > deg(J,w ,0) = Dind(f ,x,) 
台 | 


定理 2.5.8 设 f:0->R" 是 C!' 映射 ,zeED。 若 J(xo) 一 0,Jr(xzo) 天 0, 则 xo 是 了 的 孤立 
零点 ,并 且 


ind(7,xo) = ind(f (x0),0) = sgnJyr(xo) = sgn[ [4 = (一 02 
i 


其 中 ,A ，…,, 为 线性 算 子 (x。) :R" 一 R" 的 全 部 特征 值 ( 按 代数 重 数 计算 ) ,8 为 这 些 特征 值 
中 满足 4;,<0 的 个 数 。 

证 由 反 函数 定理 知 ze 是 了 的 孤立 零点 。 由 degf(xo) 二 Jj(xo) 取 0 知 ,有 界线 性 算 子 
了 (xm) 是 可 逆 的 ,从 而 存在 常数 >0, 使 | 广 (xo)ill zall ,VaneR'。 取 r>0 充 分 小 ,使 
当 0< hr 时 ,有 f(xo+h) 关 0, 7Cm 十 和 一 Foxo) 一 普 (xo) 大 | < 上 。 令 mm 一 
{hl | hl <r} ,w={x| | x 一 xo <7) , 则 当 hE9w,0<t<1 时 ,及 (xo)h+t[f(xo 十 hh) 一 
Co)8] 是 GxDh 一 2 了 x 十 有) 一 扩 (xo)h 有 | >a hl 一 a 中 = 二 0, 由 同 伦 不 变性 
知 ,deg( 扩 (xo) ,ww5,0) 二 deg(f,w,0), 即 ind( 扩 (xo),0)=ind(f ,x。)。 由 于 (x6) 是 C? 映 射 ， 
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从 而 
ind(f (x,),0) = sgn degf’ (xo) = sgnJr(zo)》 
又 det(f x0) —21) = 01 — A mA, —A) 
令 4=0 得 detf (x。) = 和 A0…4,。 去 掉 正 的 4 和 复数 X, 不 影响 I 的 符号 ,因此 sgn 了 = 
(一 1)7,。 证 毕 。 
最 后 ,我 们 给 出 Brouwer 度 的 两 个 重要 性 质 , 即 乘积 定理 和 简化 定理 ,它们 的 证 明 ,可 
参阅 参考 文献 [9] 。 


定理 2. 5.9 (乘积 定理 ) 设 /:0 一 R" 连续 ,用 D,(i=1,2,…) 表 示 R"\f(90) 的 连通 
分 支 。 设 g:1(0) 一 R" 连续 ,PE R"\gf(30)。 那 么 ,有 下 列 公式 
deg(gf ,0,p) = D) deg(f,0,D,). deg(g,D,,p) 


no 
并 且 , 当 D, 有 无 穷 多 个 时 , 必 存 在 正 整数 ,使 当 ;i>i 时 , 恒 有 deg(8g,Di,p)=0CYD,C 
J(Q)), 因 此 上 式 右 端 实际 为 有 限 项 的 和 。 其 中 ,deg(f,0,D;)=deg(f,0,y),yE Di。 由 于 
D, 为 连通 分 支 ,从 而 拓扑 度 deg(f,0,D,) 与 D; 中 y 的 选取 无 关 。 
简化 定理 刻 划 的 是 如 何 将 高 维 空间 的 拓扑 度 转化 为 较 低 维 空间 的 拓扑 度 。 在 后 面 定义 的 
Leray - Schauder 度 的 时 候 ,Brouwer 度 的 简化 定理 起 了 十 分 重要 的 作用 。 
定理 2. 5. 10( 简 化 定理 ) 设 0 是 R" 中 有 界 开 集 ,F:f 一 R"(m<n) 连 续 ( 其 中 R" 为 R" 
的 子 空间 )。 令 (x)=x 一 F(x),YVxEN。 显 然 :0 一 R" 连续 。 设 PER"\J(30), 用 8 表示 
了 在 R" 几 6 上 的 限制 ,于 是 ,可 以 给 出 R" 中 Brouwer 度 化 为 R" 中 Brouwer 度 的 公式 
S deg,(f ,0,p) = deg, (g1R” (\ Q,p) 


2.5.2 Leray 一 Schauder 度 


本 小 节 的 目的 是 把 有 限 维 连续 映射 的 拓扑 度 推 广 到 一 般 的 Banach 空间 中 的 映射 中 去 。 
首先 ,我 们 考虑 的 自然 是 连续 映射 。 但 是 ,对 于 一 般 的 实 Banach 空间 ,有 例子 表明 ,不 可 能 对 
所 有 的 连续 映射 都 定义 拓扑 度 ,使 其 具有 定理 2. 5. 5 中 的 基本 性 质 。 这 就 要 求 我 们 是 否 可 以 
从 Banach 空间 的 连续 映射 中 分 离 出 一 部 分 性 质 较 好 的 映射 ,来 定义 它 的 拓扑 度 。 

由 定理 2. 4. 2 知 , 实 Banach 空间 X 中 的 全 连续 算 子 可 用 有 限 维 算 子 来 一 致 吉 近 。 这 就 
启发 我 们 可 以 用 有 限 维 空间 中 连续 映射 的 拓扑 度 来 定义 Banach 空间 中 全 连续 算 子 的 拓扑 度 ， 
这 里 当然 要 求 所 定义 的 拓扑 度 与 逼近 映射 的 选择 无 关 。 

如 何 使 高 维 空间 上 的 拓扑 度 由 低 维 空间 上 的 拓扑 度 来 表示 呢 ? 简化 定理 启发 我 们 应 考虑 
形 如 f(z) 二 xz 一 F(x) 的 映射 ,其 中 下 :5 一 X 全 连续 算 子 (其 中 X 为 实 Banach 空间 ,0 为 X 中 
的 有 界 开 集 ), 令 1 表示 中 的 恒 等 映 射 ,二 1 一 F 可 把 高 维 空间 (无 穷 维 空间 ) 上 的 拓扑 度 
转化 为 较 低 维 空间 (有 限 维 空间 ) 上 的 拓扑 度 。 由 此 可 得 到 定义 在 无 穷 维 空间 上 拓扑 度 的 基 
本 想法 ,就 是 通过 有 限 维 空间 上 的 连续 映射 对 Banach 空间 中 全 连续 算 子 定义 拓扑 度 。 

定义 2.5.4 设 X 为 实 Banach 空间 ,QCX 为 有 界 开 集 。 :5 一 X 为 全 连续 算 子 ,7 为 
便 等 映射 , 则 称 f=1 一 下 为 全 连续 场 。 

引 理 2.5.1 设 0 为 实 Banach 空间 XX 中 的 有 界 开 集 ,f=1 一 F:5 一 XX 是 全 连续 场 , 则 

(1) 了 是 固有 映射 , 即 任何 紧 集 DCX 的 原 象 /1'(D) 都 是 紧 集 ; 
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(2) 是 闭 映射 , 即 任何 闭 集 SC 的 象 /(S) 为 闭 集 。 

证 (1) 设 z,Ef'(D), 则 zx,EN 且 y,=f(z。) 二 zs 一 F(x,)ED, 由 DD 紧 及 F 全 连续 
知 ,存在 子 列 ,使 y, 一 yo ED,F(z,) 一 zo EX, 从 而 zx, 二 y, 十 F(x) 一 yo 十 zo EWH。 再 根据 
下 的 连续 性 知 ,y 一 zo 一 F(zo) 一 (zxzo), 故 zeE 广 :(D)。 因 此 广 '(D) 是 紧 集 。 

(2) 设 z.E€f(S),z, 一 zo EX, 要 证 zo€f(S)。 存 在 xz,ES, 使 z,=f(zx,)==z, 一 F(z,)。 
由 下 全 连续 ,存在 子 列 F(x, ) 一 yoEX, 从 而 ,注意 到 S 闭 , 知 zu 一 xz 十 FCzu ) 一 zo 十 yo 二 
zo€S, 再 根据 下 的 连续 性 得 ,z= 二 zo 一 F(zo)=f(z。), 故 zo€/(S)。 证 毕 。 

设 X 为 实 Banach 空间 ,QCX 为 有 界 开 集 , 下 :5-~X 为 全 连续 算 子 , 令 f(r) 二 x 一 F(x)， 
YrED, 即 /=1 一 F。 设 pEX\f(30), 由 引 理 2.5.1 知 ,f 是 闭 映射 , 故 /(30) 是 X 中 闭 集 。 
因此 ,r=d(p,f(90))= inf 上 f(z) 一 p10。 由 定理 2.4.2 知 ,存在 X 的 有 限 维 子 空间 X” 
(这 里 x 与 "有 关 ), 使 PEX" 及 有 界 连续 算 子 F,:D->X" ,使 

| F(z) 一 Fo(z)1 <rvren 

考察 X" 中 的 有 界 开 集 02, = 二 X" 2(a0.Ca2) 和 算 子 广 (z)=z 一 FCz) ,显然 矿 :0, 一 
X" 连续 , 且 pg f,(30,)( 事 实 上 , 当 zE90,Can 时 ,上 f(z) 一 p= 上 zx 一 F,(z)--p|= 
fCDHFCOD -Fn -pl f(r) pl ol Fr)—F,(r)l>r—r=0,d, 
Pf,(90,))。 于 是 Xm 中 的 拓扑 度 deg,(f,,0,,p) 有 意义 。 

定义 2.5.5 全 连续 场 /的 Leray - Schauder 度 deg(f,0,p) 定 义 为 deg,(f/,,0,,p), 即 

deg(f,0,p) = deg,(f,,0,,p) (2.5.12) 
其 中 ,f, ,02, 的 意义 如 前 所 述 。 

要 使 定义 式 (2. 5. 5 合理 ,必须 证 明 按 照 上 述 定义 的 deg( ,9,z) 与 空间 X'" 及 算 子 F， 
的 选择 均 无 关 。 

定理 2.5.11 按 式 (2. 5.12) 定 义 的 拓扑 度 deg(f,0,p) 与 X" 及 算 子 F, 的 选择 无 关 。 

证 先 证 X” 固定 时 ,deg,(f,,0,, 记 ) 与 F, 的 选择 无 关 。 设 G,:0 一 X" 有 界 、 连 续 ,也 
满足 | F(z) 一 G,(z) 上 ‖<r,YzEN。 令 ga(z)=z 一 G,(z)。 又 令 H(t,7)=tf,(z) 十 (1 一 1) 
&v(z) 一 并 一 F(z) 十 tKCFCz) 一 Fu(z)) 十 (1 一 DOF(Cz) 一 G(z)),0<t 生 1,zE5, 则 当 0 过 : 均 
1,zE3a0 时 ,有 

IHG,z)— pl lf 一 关上 一 上 FCz) 一 Fo(z) 1 一 (1 一 D 1 FGz) 一 G,(z)‖ 之 
z 一 红 一 (1 一 上 t)rz 一 0 
故 由 有 限 维 空间 中 拓扑 度 的 同 伦 不 变性 知 
deg, (g» ,0,,p) = deg,(f. ,00,,p) 
再 证 deg.( 太 ,9,,z) 与 X" 的 选取 无 关 。 设 另 取 Xm" (pEX™ ) 及 Ff, 二 1 一 F,, 需 证 
deg.(f.,0,,p) = degn (fa ,mp) 
用 X" 表 示 X" 与 X 的 线性 和 , 则 Xw 是 X 的 有 限 维 子 空间 ,并 且 X CCXo ,Xe CXw。 
令 0=Xe na, 则 广 : 本 一 X9 。 由 简化 定理 知 deg,(f,,01,p) 二 deg,(f,,0,,p)。 同 理 还 有 
degi(fm,01,p) 二 deg- (7 ,Oo,)。 由 于 当 X'e 固定 时 ,deg,(f.,0,,p) 与 F,( 从 而 广 ) 的 选择 
无 关 , 故 deg.(f,,Q4,p) 二 deg,(f。,01,p)。 于 是 ,degn(f,,0,,p) 一 dega(f,0.,p)。 证 毕 。 

下 面 的 定理 表明 全 连续 场 的 Leray - Schauder 度 保持 有 限 维 空间 中 Brouwer 度 的 基本 

性 质 。 
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定理 2. 5.12 Leray - Schauder 度 具 有 下 列 基本 性 质 : 

(1) 正规 性 :deg(1,0,p)=1, VpEn; 

(2) 可 加 性 : 设 Q, ,9: 是 0 的 两 个 互 不 相交 的 开 子 集 ,并 且 pE f(D\ (QUQ,)) ,那么 
deg(f,0,p)=deg(f ,0 ,p)+deg(f, 02,p); 

(3) 同 伦 不 变性 : 设 及 :[0,1] Xf 一 X 全 连续 , 令 h.(z)=z 一 H(t,7), 若 ph,(90)， 
Y0<i<1, 则 deg(h,,0,p) 保 持 常 数 (0<i<1); 

(4) 可 解 性 (Kronecker 存在 定理 ): 若 deg(f,0,p) 隆 0, 则 方程 f(z)=p 在 0 内 必 有 解 ; 

(5) 切除 性 : 设 0 是 0 的 开 子 集 , 并 且 p& (人 3\0,), 则 deg(f,0,p)=deg(f 0p); 

(6) 若 p&f(30), 则 deg(f,0,p) 一 deg(f 一 p,0,0)。 

证 〈1),(6) 是 显然 的 。 现 证 (2)。 由 于 G\CO, U0:) 是 闭 集 , 故 f(D\(Q, U0;)) 是 有 界 
闭 集 , 从 而 = inf 总 If(z)—pl > 0。 


EBA U 

作 X"(pEX") 与 FD 一 X" ,使 F(z) 一 F,(z) | <n,YyzeE5. 令 败 =1 一 F， 

一 X N00 二 X" 几 0.0 二 Xm 站 0:。 则 由 定义 2.5.5 知 

deg(f,0,p) = deg,(f,,0,,p) 

deg(f,0,,p) = deg,(f..0. ,p) 

deg(f,0:1,p) = deg( 7 052 ,p) 
由 于 0 CO CA.00 0 = 四 以 及 pf,(B,\(QM UM)), 应 用 Brouwer 度 的 
可 加 性 知 

deg»(/,,0,,p) = deg(f.,0 ,p) + deg(f, ,0 ,p) 
于 是 得 
deg(/,0,p) = deg(/f ,0 pp) + deg(f 02,p) 

青 证 (3)。 首 先 * 二 dnf, h(x) 一 p 中 >>0。 事实 上 ,车 r=0, 则 存在 0<i<<1， 
TE90, 使 hh (zx,) 二 xz, 一 H(t,,z,)p(n>o0)。 再 由 H 的 全 连续 性 知 ,存在 子 列 H(t, ,zx,, ) 
zoEX, 且 一 to EL0,1]。 由 此 知 z, 一 p 十 zo = 二 zo€ 90。 再 由 有 H 的 连续 性 得 x 一 
肛 (to ,zo) 二 ,此 与 假设 矛盾 。 由 定理 2. 4. 2 知 ,存在 X 的 有 限 维 子 空间 X"(pE X"m) 及 
连续 、 有 界 算 子 G,:[0,1] XD 一 X" ,使 | H(t,z) 一 G,(t,z) <r* ,Y(t,z)EL0,1]X6, 令 
B81(T)=X 一 Gs(t,7),00, 二 X” 门 9。 于 是 由 定义 2. 5. 5 知 deg(h,,0,p) = deg,(g,,02,,p)。 由 
前 面 证 明知 , 当 xzE30,,0<2<1 时 ,有 上 gC) 一 pl 宇 上 h(z) 一 pl 一 HG,zx) 一 G,(1,z) 有 >>0， 
故 pFg,(30),0<t<1。 于 是 由 Brouwer 度 的 同 伦 不 变性 知 ,deg, (g,,0,,p) 保 持 常数 ,从 而 
deg(h,,02,p) 保 持 常 数 (0<t:<1)。 

再 证 (4)。 用 反 证 法 。 假 如 f(z) =p 在 0 内 无 解 ,于 是 p4 f(5)(p& (30) 是 预先 假定 
的 )。 由 引 理 2.5.1 知 ,/(6) 是 XX 中 闭 集 , 故 r。 一 这 7Cz) 一 户 ‖ 之 0。 取 X 的 有 限 维 
子 空间 X" (pE X" ) 及 连续 ,有 界 算 子 F, :7 一 X ,使 | F(z) 一 F,(z) <r. ,YrEn。 令 
九 =J 一 已,0.=Eo 站 2, 由 定义 2. 5.5 知 

deg(f,0,p) = deg,(f.,0.,p) (2.5.13) 
但 当 zE0,CG 时 ,有 f(x) 一 pl 宕 | 上 f(z) 一 pl 一 | F(z) F(z) >0, 故 pgf,(6,)。 
于 是 ,由 Brouwer 度 的 Kronecker 定理 知 ,deg,(f.,02.,) 二 0。 由 式 (2. 5.13) 知 ,deg(f,0,p) 二 0， 
此 与 假定 矛盾 。 
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至 于 (5) 的 证 明 ,与 定理 2. 5. 5 中 (5) 的 证 明 完 全 一 样 , 从 略 。 

类 似 于 Brouwer 度 ,我们 有 下 面 的 结果 。 

定理 2. 5. 13 Leray - Schauder 度 具有 下 列 性 质 ， 

(1) 边界 值 性 质 。deg(f,Q,p) 只 与 在 90 上 的 值 有 关 , 即 : 若 f,g 都 是 避 上 的 全 连续 
场 ,PEX\f(an), 并 且 当 xE90 时 , 恒 有 f(x)=g(z), 则 必 有 deg(f,0,p) = deg(g,0,p)。 

(2) 连通 分 支 性 质 。 当 在 X\f(30) 的 连通 分 支 中 变动 时 ,deg(f,0,p) 保 持 不 变 , 即 :车 
i,pz 属于 Xf(90) 的 同一 连通 分 支 ,那么 deg(f,0,p1)=deg(f,0,p:)。 

(3) 缺 方向 性 质 。 若 存在 yyE XX,y。 隆 0, 使 TE90,r 之 0 二 f(r) 关 p 十 ryo，, 那 么 必 有 
deg(f,0,p)=0。 

设 /=1 一 Ff 一 X 是 全 连续 场 ,rz。E 0 是 了 的 孤立 零点 。 与 定义 2. 5. 3 完全 一 样 , 按 
式 (2.5.11) 引 入 了 在 零点 r。 处 的 指数 ind(f,zx。) 的 概念 ,并 可 得 到 相应 结果 。 

定理 2.5.14 设 /一 [一 F:0-~X 是 全 连续 场 ,又 设 卫 在 90 上 没有 零点 , 且 在 0 内 只 有 有 


限 个 零点 zi ,zs，…,z, 则 有 指数 公式 deg(f,0,0) = 六 indCFz)。 


定理 2.5.15 设 D 是 X 中 的 开 集 ,A:D 一 X 全 连续 ,zr。€ D,Az, 二 x。。 又 设 A 在 x。 处 
下 -可 微 ,并 且 1 不 是 导 算 子 A'(zx,) 的 特征 值 ,那么 z。 必 是 A 的 孤立 不 动 点 ,并 且 指 数 
ind(1 一 A,zo)=ind(1 一 A'(z。),0)==( 一 1)?, 其 中 B 表 示 A'(zx。) 的 实 的 大 于 1 的 全 部 特征 值 
代数 重 数 之 和 。 

相应 于 Brouwer 度 的 乘积 定理 ,对 于 Leray - Schauder 度 也 有 相应 的 结果 。 

定理 2. 5.16( 拓 扑 度 乘积 定理 ) 设 0 是 X 中 有 界 开 集 ,f= 一 F:5->X 是 全 连续 场 ,用 
{1D.} 表 示 开 集 X\/(90) 的 全 部 连通 分 支 。 设 g 一 1 一 G: / (1) 一 X 是 全 连续 场 , p E 
X\gf(30) ,那么 下 面 的 公式 成 立 

deg(gf ,0,p) = >， deg(f,0,D,). deg(g,D.,,p) 


oo 
其 中 ,deg(f,0,D,) 表 示 deg(f,0,y),Y yE D.; 并 且 当 D. 有 无 穷 多 个 时 , 除 有 限 多 个 D。 外 ， 
均 有 deg(g,D,, 思 ) 一 0(D.C7CO)), 因 此 ,上 面 公式 的 右 端 实际 上 是 有 限 项 的 和 。 

定理 2. 5. 16 的 证 明 ,可 参看 参考 文献 [9] 。 


2.5.3 不 动 点 定理 及 其 应 用 


在 2.1.6 中 ,我 们 介绍 了 一 个 距离 空间 中 的 不 动 点 定理 一 一 压缩 映射 原理 , 它 属于 度量 
不 动 点 定理 。 这 类 不 动 点 定理 的 特点 是 依赖 于 空间 所 用 的 度量 。 下 面 将 利用 Brouwer 度 和 
Leray - Schauder 度 ,分 别 建立 著名 的 Brouwer 不 动 点 定理 和 Schauder 不 动 点 定理 。 它 们 属 
于 拓扑 不 动 点 定理 。 尽 管 前 者 适应 于 有 限 维 空间 ,后 者 是 对 无 穷 维 空间 而 言 的 ,但 这 些 定理 都 
断言 每 一 个 紧 凸 集 到 自身 内 的 连续 映射 必 有 不 动 点 。 

定理 2.5. 17( 锐 角 定理 ) 设 0 是 R" 中 有 界 开 集 ,0EO, 设 :0->R" 连续 ,并 且 当 xE90 
时 , 恒 有 (f(x) ,x) 宇 0, 则 方程 f(x)==0 在 互 中 必 有 解 。 

证 可 设 f(x) 取 0.xE90( 否 则 定理 成 立 )。 令 h(x)=(1 一 Dx+tf (x) ,VxED,0<i< 
1。 于 是 ,由 上 h(x) 省 ?== elt) +e | fr) 17, 根据 
假定 知 , 当 xEa0,0<t<1 时 ,有 h(x) 目 :>>0, 从 而 0gh(30),0<t<1。 于 是 ,根据 Brou- 
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wer 度 的 同 伦 不 变性 与 正规 性 , 得 deg(f,0,0) = deg( ,92,0) = deg(h,,0,0) = 
deg(T,0,0) = 1, 于 是 存在 x。E0, 使 1(x。) 一 0。 证 毕 。 
定理 2.5.18 设 0 是 R" 中 有 界 开 集 ,0ED。 设 F:0-~R" 连续 ,并 且 当 xE30 时 , 恒 有 
(Fx) ,x) < lx? (2.5.14) 
那么 下 在 5 内 必 有 不 动 点 , 即 存在 x。E 有 ,使 F(xo) 二 x,。 
证 令 f=1 一 F, 则 当 xE90 时 ,(f(x),x)=(x,x) 一 (F(x),x) 之 0, 于 是 由 锐角 定理 知 ， 
存在 x。E, 使 f(xo)=0, 即 F(x。) 二 x。。 证 毕 。 
推论 在 定理 2. 5. 18 中 ,将 条 件 (2. 5. 14) 换 为 | F(x) 三 上 x ,YxE30, 则 定理 
2. 5. 18 的 结论 仍 成 立 。 
事实 上 ,由 (F(x) ,x) 志 F(x) 1 xl 和 1 zl,YxEeap0, 即 知 推论 成 立 。 
定理 2. 5. 19(Brouwer 不 动 点 定理 ) 设 刀 是 R" 中 某 有 界 凸 闭 集 ,F:D-~~ 连 续 , 则 下 在 
上 必 有 不 动 点 。 
证 取 球 Q=B(O,R) 一 {xzlxER' ,| xl 一 R) ,使 9 地 D。 由 定理 2.4.3 知 ,将 正 延 拓 为 
记 .B 一 DD 连续 。 显然, 当 xE0 时, 恒 有 | F(x) 二 R = x 中。 应 用 定理 2.5. 18 的 推论 ， 
存在 x ED, 使 R(x。) 二 x。。 由 于 FF 映 5 入 DD, 故 知 F(xo)ED, 从 而 x ED,F(x,)==F(x,) 一 
xo。。 证 毕 。 
定理 2. 5. 20(Rothe 不 动 点 定理 ) 设 0 是 实 Banach 空间 X 中 有 界 凸 开 集 ,A:D-~X 全 
连续 ,并 且 A(aD)CO, 则 A 在 5 中 必 有 不 动 点 。 
证 可 设 Ar 关 x,YzE90; 否 则 ,定理 已 获 证 。 取 zo。€E0, 令 hh(z)=1(z 一 Az) 十 (1 一 1) 
(x 一 Xo) 三 T 一 H(t,z), 其 中 ,H(t,z)==tAz 十 (1 一 1)xo。。 显 然 及 :[0,1] Xf 一 X 全 连续 。 
下 面 证 明 0&h,(30) ,Yi(0<t<1)。 事 实 上 ,车 存在 0<4<1,z1 E90, 使 h(x) 二 0, 即 
zi =tAri+(1—t)r (2.5.15) 
则 刀 关 0( 因 zi 关 zo) sh 了 关 1( 因 Azi 隆 z), 故 0<h<1。 因 0 是 开 集 , 故 存在 > 之 0, 使 球 
B(xzo,r)=={z| x 一 zo < CD2。 由 假定 知 ,AziE 万 ,从 而 存在 z, En, 使 


1 zx 一 Ar < (2.5.16) 


nn 
易 知 球 BC4izo 十 (1 一 4)zo,(1 一 4)r)CQ。 这 是 由 于 若 zE B(h ,zo 十 (1 一 41)zo, (1 一 41)7)， 
则 z=izo 十 (1 一 4)zo 十 (1 一 4)z, zr, 于 是 z=4zo 十 (1 一 1) (zo 十 z)。 由 于 zo€E0， 
Zo 十 zED,0 是 凸 集 , 故 xzE 0。 

由 式 (2. 5.15) 可 得 

一 站 Ar 十 (1 一 二 )zo 一 二 ao 十 (1 一 三 )zo 十 二 (Ar 一 ao) (2.5.17) 

由 式 (2. 5.16) 有 ,| 上 44(Az, 一 zo) | 一 (1 一 二 )r, 故 由 式 (2.5.17) 知 ,ziEBGz 十 (1 一 0)zo， 
(1 一 ap)r)CO, 此 与 mnEa0 了 矛盾。 于 是 0E 六 (39) ,0<: 生 1。 根 据 同 伦 不 变性 知 ,deg(T 一 A， 
1,0)=deg(hi ,0,0)=deg(h, ,0,0) 一 deg(I 一 z,0,0) 一 deg(T,0,zo)=1 天 0, 因 此 A 在 9 中 
有 不 动 点 。 证 毕 。 

定理 2.5.21(Schauder 不 动 点 定理 ) 设 D 是 X 中 的 有 界 闭 凸 集 (D 不 一 定 有 内 点 )， 
4:D~~D 全 连续 , 则 A 在 D 中 必 有 不 动 点 。 

证 取 球 8={zl1 zl <RNR>0o ,使 PCB。 由 定理 ,2.4. 3 知 , 可 将 4 延 拓 为 映 B 人 
coA(D)CD 的 全 连续 算 子 ,于 是 A(B)CDCB, 从 而 由 定理 2. 5. 20 知 ,A 在 巨 中 具有 不 动 


1 
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点 z"。 由 于 4A(B)CD, 故 必 有 xz"ED。 证 毕 。 

定理 2.5. 22 ( Leray - Schauder 不 动 点 定理 ) 设 A:X~~X 全 连续 , 且 集 {z1zEX， 
二 XAzr,0<4<1} 是 有 界 的 , 则 A 在 XX 中 的 闭 球 巨 ={z|l iz | 三 R} 中 必 有 不 动 点 ,这 里 
R=sup{ | z | 1z=XAr,0<4<1}. 


证 令 B=|zlzEX, zl <R+ 直 |。 如 果 人 在 3B, 上 没有 不 动 点 ,可 令 hi(z)==z 一 


tAz。 于 是 ,0&h,(3B,)(0<t<1)。 由 同 伦 不 变性 知 ,deg (1 一 A,B,,0)==deg(hi,B,,0)= 
deg(h。,B,,0) 二 deg(I1,B,,0)=1 关 0, 从 而 A 在 B 中 有 不 动 点 。 

综 上 所 述 ,对 于 任何 自然 数 &,A 在 B, 中 必 有 不 动 点 zx, 即 zx, 二 Azs(k=1,2,*…) ,ziE 
,。 由 A 的 全 连续 性 ,存在 {zt) 的 子 列 {zus ),Azru 一 zx" EX, 于 是 zu = Az 一 x"。 由 于 


lz <<R+ 二 ,得 lz* <R。 根据 A 的 连续 性 , 知 x" 一 Az* 。 证 毕 。 


应 强调 指出 的 是 ,定理 2. 5. 19 与 定理 2. 5. 21 的 惟一 不 同 之 处 在 于 :定理 2. 5. 19 只 需 
算 子 连续 ,而 定理 2. 5. 21 则 要 求 算 子 是 全 连续 的 。 这 说 明 , 至 少 从 不 动 点 的 性 质 来 看 ,全 连续 
算 子 起 着 有 限 维 空间 中 连续 算 子 的 作用 。 

下 面 给 出 不 动 点 定理 的 一 些 应 用 。 

(1) 在 非 线性 常 微分 方程 中 的 应 用 

例 2.5.4 考察 常 微分 方程 的 初 值 问题 


dx 
de jx), t€ asd],xER" 
f hd ala (2.5.18) 


x(a)=%o 
证 明 : 车/:[a,6]XR" 一 R" 连续 , 且 满 足 上 fC,x) 1 和 MGI+ zl) Vi€E[a,6],xER"， 
其 中 M0 为 某 一 常数 , 则 问题 (2. 5. 18) 必 有 属于 C!'[a,6] 的 解 x(2) ,满足 | x(z) | 入 [mw 
+M(6—a)Je”®" ,YE [a,b]. 
事实 上 ,问题 (2. 5. 18) 等 价 于 下 列 积分 方程 组 


zx(CO = w+) Csr))ds 


的 连续 解 。 于 是 我 们 只 需 证 明 算 子 Ax(1) = z + f(s x6))ds 在 连续 函数 空间 C[a,b] 中 


存在 不 动 点 。 应 用 定理 2. 5. 22, 分 为 以 下 两 个 步骤 进行 : 

〈I) 证 A 为 全 连续 算 子 。 

由 于 CLa,b] 为 Banach 空间 , 范 数 | xz1 三 max x(D) ‖, 则 A:C[a,6] 一 CLa,6] 为 连续 
算 子 。 


事实 上 ,对 任意 x € Cla,b],x € Cla,b]j,t € [a,b], | Ar 一 Ar = 上 (flssx(5)) 一 


Ja(9))d| 三 『 17Gezco) 一 7GsmC9) dss 由 于 了 [a.6]XR" 一 R" 上 连续 ,从 而 当 


XK 时 ,上 fs,x(5)) 一 f(s,x(s)) 一 0《& 一 0) ,因此 A 为 连续 算 子 。 因 为 连续 算 子 为 紧 
算 子 ,从 而 A 为 CLa,b] 中 的 紧 算 子 。 故 A:C[a,6]>C[a,6] 为 全 连续 算 子 。 
〈 耻 ) 由 定理 2. 5. 22 知 ,还 要 证 明 集合 {x|x(1) EC[a,6],x(1) 二 XAx (1) ,0 二 4 二 1} 有 界 。 
设 x(t)ECLa,6b] 满 足 x(2)=X4Ax(2),0<2X<1。 于 是 上 上 xD ArDWH s+ 
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Ma+ lr ase Too1+MC 一 oO+M lx ds gD = lnl+Mb—e) 


+ Mf zhds, NM lx < pve Ce] 于 是 86) = Mx < Mp(D， 


取 g(t) = ple™*, 则 g(t) 一 We — pe™*M = Mr le™— ope*M< 
Me * (g(t) 一 pg(1)) = 0, 因 此 p(t)e% 为 [a,5b] 上 的 减 函 数 .所 以 pg(D)e* < g(a)e*,ViE 
[a,b], 即 PCD < pla)e% < g(a)ewr ,于 是 xD) SP Sp = (x 十 
Mb 一 a))ew* 全 Mo 所 以 中 | 二 max 由 x(D 及 M。, 即 集合 {x | x(t) € CLa,6],x() = 
XAx(1) ,0 二 4 一 1) 有 界 , 所 以 算 子 A 在 C[a,5] 中 有 不 动 点 。 

《2) 在 非 线 性 积分 方程 上 的 应 用 

例 2.5.5 考虑 含 小 参数 的 非 线 性 积分 方程 

zx(s) = sf Fssiz) dt Gs zd) dt +ag(s) (2.5.19) 


这 里 F,G 和 gg 均 为 已 知 连续 函数 ,y,a 为 实 参数 。 如 果 G(s,t,z) 一 0, 则 方程 (2. 5. 19) 退 化 为 
通常 的 Urysohn 方程 , 记 Q={(s,t,z)ER'|a<s,t<b,|z|<r}。 设 函数 Fls,t,z) 和 Gls,t,x) 
在 Q 上 连续 ,g(s) 在 [a,b] 上 连续 , 且 存 在 p>1 和 KK>0, 使 |G(s,t,z)|<K|zl?, 当 (s,1,7z)E€ 
Q, 则 存在 po ,oo 0, 使 当 |p|<p% ,1al<ao 时 ,方程 组 (2. 5. 19) 有 解 。 
事实 上 , 作 算 子 
Tz(9 = FCsstzc) d+ | Gs (de tag(s) 


由 例 2. 4. 3 知 ,上 式 右 端的 每 个 积分 算 子 都 是 全 连续 算 子 ,因此 丁 为 全 连续 算 子 。 要 使 
方程 (2. 5. 19) 有 解 , 由 Schauder 定理 ,还 要 证 明 T: 巨 (0,) 一 巨 O0,r) 。 


因为 p>>1, 可 取 0<r<1, 使 (6 一 a)Kr*< 工 台 ' 于 是 对 任何 zEB(0,r)CC[a,6b], 有 


max ee (Go)Kr < 
a 互 


由 于 函数 下 在 有 界 闭 集 Q 上 连续 ,g 在 [a,b] 上 连续 ,所 以 它们 都 是 有 界 的。 因而 存在 内 之 0， 
wm 之 0, 使 当 |4| 过 ,lal 过 oo 时 ,有 max 吕 Fcvezcodt|< 工 ,max | og(s) | 过 工 .于 是 
天. 人 4 


1 Trl = max | T(z()) |< max 
SS SS 


日 
| FGsvezGo)dl| + max 
站 区 过 二 


fe ze) 十 
max | 9g(s) | 之 于 十 互 十 于 一, 所 以 Tx E (0,7), 即 算 子 TB(0,7) 一 BB(0,7)。 

应 用 Schauder 不 动 点 定理 ,方程 (2. 5. 19) 有 解 。 

习 题 
1 设 C”[a,6] 是 区 间 [a,6] 上 无 限 次 可 微 函 数 的 全 体 ,定义 
| Fe 人 (一 go 人 
ER 立志 2 RSTH FG gg" DT 

证 明 :C™[a,6b] 按 A(f,8) 为 一 距离 空间 。 
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2. 证 明 Cauchy 列 是 有 界 的 。 

3. 证 明 完 备 距离 空间 的 闭 子 集 是 一 个 完备 的 子 空间 ,而 任 一 距离 空间 中 完备 子 空间 是 
闭 的 子 集 。 

4. 证 明 列 紧 集 的 闭 包 必 是 自 列 紧 集 。 

5. 设 T 为 完备 距离 空间 X 到 X 的 映射 ,车 在 开 球 B(zo,r)(r 之 0) 内 适合 PCTzr,Tz')<< 
bo(z,z'),0<b<1, 又 了 在 闭 球 巨 (zu,r) 一 {zlo(zvzo) 福 r} 上 连续 , 且 p(zo,Tzo) 福 00 一 0)r。 
证 明 :T 在 巨 (zo,r) 中 有 惟一 不 动 点 。 

6. 设 Mo 是 [a,b] 上 有 和 界 函 数 的 全 体 , 线 性 运算 的 定义 与 CLa,5] 中 的 相同 。 在 M。 中 
定义 范 数 上 x1 = sup1z(4)1。 求证 Mo 是 Banach 空间 。 

7. 证 明 4 为 可 分 的 Banach 空间 。 

8. 设 让 为 一 切 有 界 数列 组 成 的 集 , 线 性 运算 与 /* 相同 ,在 让 中 令 上 x 一 sup16 | ,其 中 
了 一 人 5 人)E 广 , 则 屡 为 不 可 分 的 Banach 空间 。 


9. 设 无 穷 矩阵 (ai )(i = 1,2,…) 满足 sup 3) 1as | 一 ce。 作 六 到 性 中 算 子 如 下 : 
” 1 
一 (80)，y 一 (0)，Tr 一 y 


则 及 ob 二 12 


证 明 : | T1 =sup 习 lo。 
10. 设 X 是 n 维 向 量 空间 ,在 XX 中 取 一 组 基 {el ,e:，…,e,),(1,,) 是 ?Xm 矩阵 , 作 X 到 X 
中 算 子 如 下 ; 当 x 二 re 时 ,= Tx = 六 we, 其 中 几 = Dix,rp = 12 着 


规定 向 量 x 的 范 数 为 | x|| = ( 也 | zx. | )+ ,证 明 上 述 算 子 的 范 数 满足 


max(D lis) <ITH < (FDL 0) 


pe 2 "1 


11. 作 4(1<p<m) 中 算 子 如 下 : 当 x = (ziyz) EL 时 ,Tx = (yw) ,其 中 
3 < 一 汪 + 寺 = 1 证 明 :T 是 有 界线 性 


m= nl ml a 


算 子 。 
12. 设 A:R" 一 R" 为 一 有 界线 性 算 子 , 求 A 。 


13. 设 {z,) 为 Banach 空间 X 中 的 一 个 点 列 ,如 果 对 于 每 个 EX ， 立 | f(z,) |< co， 


则 必 存 在 正 数 ,使 对 一 切 f € X* ,有 部 1 f(z.) [< ul fl. 


14. 证 明 : 全 连续 线性 算 子 的 线性 组 合 仍 为 全 连续 线性 算 子 。 

15. 证 明 : 全 连续 线性 算 子 与 有 界线 性 算 子 的 复合 是 全 连续 线性 算 子 。 

16. 证 明定 理 2. 2. 21 。 

17. 设 XX 为 复 Banach 空间 ,TE 2(X) ,po 是 开 的 特征 值 , 则 wm 的 nn 次 方 根 至 少 有 一 个 
是 工 的 特征 值 。 
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18. 设 X 为 复 Banach 空间 ,TE 人 8X), 则 lim | R(T) | 一 0。 

19, 设 义 为 复 Banach 空间 ,T.,TE 8B(X), 1 T. 一 Tl 一 0。 车 XEp(T), 则 当 n 足够 大 
时 ,AEp(T,) ,limQI—T.) 7 =I-7T)7. 

20. 对 于 TsTGn sm) 一 (zi 和 ,村 ,…) ,证 明 :0,(TD= (1, 雪 ,证 

21. 设 T 为 复 内 积 空间 X 上 的 有 界线 性 算 子 ,那么 全 =0 的 充 要 条 件 是 对 一 切 z+E X， 
成 立 (Tzr,z)==0。 


22, 证 明 : /入 sin nesnE Nj 是 [0 J] 中 的 标准 正 交 基 。 


23. 证 明定 理 2. 3. 11。 

24. 设 了 为 Hilbert 空间 义 上 的 自 共 思 算 子 , 证 明 中 T= sup, |(Tz,7)|。 
25, 设 X,Y 是 实 Banach 空间 ,DCX 是 有 界 开 集 , 则 下 述 三 个 结论 等 价 : 

(1) 算 子 /:D~>Y 全 连续 ; 

(2) Ye>0,3 f.:D->Y, 连续 有 界 ,使 对 一 切 zxED, 有 中 f(z) 一 f,(x) ‖ <e, 这 里 Y, 是 Y 


的 某 个 有 限 维 子 空间 ; 
(3) 可 表 为 f(x) = f+ Vz ED, 这 里 /,:D 一 Yw 连续 有 界 ,Y 表示 


Y 的 某 有 限 维 子 空间 ,n 二 0,1,2,…, 且 是 /1 < 二 一 0,1,2,…),YzeED。 


26. 证 明定 理 2. 4. 3。 
27. 考察 Urysohn 算 子 ， 


Koy(x) = peerop)dy (El1) 


其 中 G 表 示 R" 中 某 有 界 闭 集 ,k(x，y,u) 与 &(x,y,w) 都 在 (x,y) EGXG=G,|ul<oo 上 
连续 ,由 例 2.4.3 知 ,Urysohn 算 子 K:C(G) 一 C(G) 全 连续 。 现 在 证 明 ,在 任何 点 py,(x) € 
CLG) 处 , 算 子 KK 是 F -可 微 的 ,并 且 有 表达 式 Kgo)hCx) = | Cx,go (9))hCy)dy。 

28. 考察 Urysohn 算 子 (El1) 。 设 &Cxr,yva yk (xsy ,4) 以 及 好 (x,y,u) 均 在 xyEG， 
luj<so 上 连续 。 证明; 在 任何 点 go (x) E C(G) 处 ,二 阶 下 导 算 子 K"(w ) 都 存在 ,并 且 有 
表达 式 Kg 人 = | kGxoyop (yDhCD ED dy. 

29. 在 定理 2. 4. 15 的 条 件 下 ,证 明 f 在 zx。 处 局 部 微分 同 胚 且 ( 广 :(yo)) =( 了 (zo))-!。 

30. 证 明定 理 2. 4. 14。 

31. 证 明定 理 2. 5.6。 

32， 写 出 定理 2. 5. 12 中 (1),(5),(6) 的 证 明 。 

33. 证 明定 理 2. 5. 13。 

34, 证 明定 理 2. 5. 14 和 定理 2. 5. 15。 

35， 考察 Urysohn 积分 方程 CD 二 | kxvyvpCy))dy, 其 中 G 为 R* 中 菜 有 界 闭 集 。 
设 kCx,y,u) 在 rE G,yE G,|u|<o0 上 连续 , 且 满 足 不 等 式 | k(x,y,w) | 过 ab|1ul, Vx 
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了 E G, | zx 一 co, 其 中 a>>0,0 二 0,0 mesG 一 1。 则 该 积分 方程 必 具 有 连续 解 。 
36. 考察 一 阶 常 微分 方程 的 初 值 问题 如 下 


dr_ 
改 = f(t,7) 


z(t) = Zoo € R') 
记 矩 形 Q={(1,z) EER! XR!'||i—t|<a,|z—zol<6})。 
设 f:Q-~~R' 连续 且 存 在 K>0, 使 当 (t,z)EQ 时 ,|f(t,z)|<K, 则 当 C 满 足 0<C<a 上 且 
CK<b 时 ,问题 (E2) 在 [to 一 C,to 十 CJ 上 有 界 。 
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第 三 章 ”微分 流 形 及 其 应 用 


随 着 科学 技术 的 飞速 发 展 , 流 形 、 微 分 形式 、Lie 群 .纤维 从 及 联络 等 不 仅 成 为 现代 数学 的 
一 个 活跃 的 研究 领域 ,而 且 在 其 他 数学 分 支 .力学 ,物理 ,控制 .优化 ,经 济 理论 等 方面 都 有 广泛 
而 深入 的 应 用 。 在 欧 氏 空间 中 建立 的 经 典 微 积分 学 、 向 量 和 张 量 分 析 等 都 要 求 一 个 统一 的 
整体 坐标 系 , 但 它们 不 能 直接 用 于 微分 流 形 , 因 为 整个 流 形 不 可 能 用 单个 坐标 系 去 覆盖 。 为 
此 ,在 流 形 研 究 中 需要 根据 几何 和 拓扑 的 思想 ,建立 一 种 不 依赖 于 局 部 坐标 系 的 内 蕴 描 述 , 使 
其 成 为 研究 大 范围 非 线性 问题 的 重要 工具 。 本 章 按照 大 范围 分 析 的 观点 ,有 重点 地 初步 介绍 
有 限 维 微分 流 形 上 的 微 积分 学 及 一 些 应 用 ,包括 微分 流 形 和 可 微 映射 , 切 向 量 和 余 切 向 量 、 微 
分 形式 和 有 关 运 算 、Lie 导数 和 Lie 代数 .微分 形式 的 应 用 、 流 形 上 的 积分 和 Stokes 定理 等 ,最 
后 简单 提 及 临界 点 理论 的 一 些 重要 结果 。 


3.1 微分 流 形 与 可 微 映射 


3.1.1 微分 流 形 


我 们 知道 , 欧 氏 空间 具有 线性 结构 ,从 而 可 以 在 全 空间 上 定义 一 个 整体 坐标 系 ,使 得 空间 
中 的 每 个 点 都 可 用 统一 的 坐标 去 描述 。 从 这 个 意义 上 讲 , 欧 氏 空间 是 最 简单 的 空间 。 

在 实际 问题 中 ,许多 动态 系统 的 位 形 空间 或 状态 空间 ( 相 空 间 ) 往 往 不 是 整个 欧 氏 空间 ,而 
是 限制 在 某 些 曲 线 或 曲面 上 ,例如 , 单 摆 限制 在 圆周 上 运动 ,球面 摆 的 运动 轨迹 在 球面 上 ,平面 
双 摆 的 位 形 空间 是 二 维 环 面 等 等 。 在 它们 上 面 往往 无 法 建立 单个 的 整体 坐标 系 去 进行 统一 的 
描述 。 例 如 ,通常 用 经 度 和 纬度 去 描述 地 球 表面 上 点 的 位 置 ,但 是 在 北极 和 南极 处 的 经 度 是 
不 确定 的 ;此 外 ,在 东经 180"( 或 西 经 180") 处 经 度 的 变化 是 不 连续 的 。 这 意味 着 经 纬度 并 非 
是 适用 于 地 球 表面 每 一 点 的 整体 坐标 系 。 从 拓扑 的 观点 来 看 ,球面 不 可 能 与 欧 氏 平面 内 的 任 
何 一 个 连通 开 子 集 同 胚 ,因此 自然 不 存在 覆盖 整个 球面 的 整体 坐标 系 。 对 于 圆周 、 环 面 等 也 有 
类 似 情 况 。 

一 般 地 说 ,有 约束 的 动态 系统 的 状态 空间 通常 具有 比 欧 氏 空间 复杂 得 多 的 拓扑 结构 ,其 
动力 学 性 态 的 研究 也 比 在 欧 氏 空间 中 的 系统 更 为 困难 。 为 了 解决 不 存在 整体 坐标 系 所 带 来 
的 困难 ,人 们 利用 “ 流 形 " 的 概念 引入 局 部 坐标 系 ,于 是 系统 的 状态 需要 采取 两 种 描述 方式 . 即 
适用 于 局 部 分 析 的 坐标 描述 和 适用 于 大 范围 分 析 的 内 蕴 描 述 。 前 者 依赖 于 局 部 坐标 系 的 选 
取 , 后 者 则 与 坐标 系 的 选取 无 关 。 

流 形 可 以 大 致 地 看 作 由 一 些 变 形 的 局 部 欧 氏 空间 块 通过 适当 方式 拼接 而 成 的 。 通常 的 
圆周 、 球 面 . 环 面 和 射影 平面 等 都 是 典型 的 流 形 。 一 般 有 如 下 定义 : 

定义 3.1.1 设 M 是 一 个 有 可 数 的 拓扑 基 的 Hausdorff 拓扑 空间 , 且 为 开 集 族 (U,}) 所 
覆盖 。 如 果 对 每 一 U, 存在 同 胚 g.:U。-*U: ,U/ 是 R" 的 开 子 集 , 则 称 M 为 一 拓扑 流 形 (图 3. 1)， 
其 维 数 dimM=m。 
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这 时 ,每 个 U. 连同 其 对 应 的 同 胚 p。 一 起 称 为 流 形 M 的 一 张 
v, 图 (chart), 记 为 (U., 9.)。 所 有 图 的 集合 4 二 {(U。,9,)} 称 为 M 
(2 的 一 个 图 集 (atlas)。 由 于 在 UCR" 中 可 建立 坐标 ,并 通过 8 
py 将 其 输送 到 U.CM 上 ,因此 (U.,g.) 亦 称 为 M 上 的 一 个 坐标 
||- 邻 域 。 对 于 每 个 zxEU., 我 们 把 gq,(x) EU 的 坐标 x。= (za ，*… 
R" Zon ) 称 为 z 关于 图 (U,, 9,) 的 局 部 坐标 ,其 中 rz =, (z),i 一 1， 
…,m。 于 是 (U, ,7.,) 给 出 M 的 一 个 局 部 坐标 系 。 
人 下 面 给 出 一 些 拓扑 流 形 的 例子 。 
a 3 例 3.1.1 欧 氏 空间 R" 是 一 个 m 维 流 形 ,此 时 只 需 取 一 张 
; 图 (R" ,id), 其 中 id 为 恒 同 映射 。 同 理 ,R" 的 任何 开 子 集 都 是 六 
图 3.1 拓扑 流 形 维 流 形 。 
例 3.1.2 圆周 S'=((zi ,zs)ER| 开 十 如 =1) 是 一 个 拓扑 流 形 。 通 常 可 取 以 下 几 种 图 集 
(1) 取 四 个 开 集 Ui ,Uz,U; ,U, 分 别 为 z >0,zi 二 0,zs 之 0,z; 一 0 部 分 的 半圆 周 ,它们 
构成 S' 的 开 覆 盖 。 相 应 的 同 胚 p,(i 二 1,… ,4) 取 为 U, 到 区 间 ( 一 1,1)CR 的 投影 , 即 (zi vzs) 
一 锡 ( 人 yz ) 一 ,外 (Tiyz) 一 0 yz) 一 站 。 则 {(Ui9)1i 一 1,…,4} 构 成 S' 的 一 个 图 集 。 
(2) 取 两 个 开 集 和 相应 的 同 胚 如 下 


U, =SIN\(e)， pi:U 一 (0,2r) CR 
gle)=0 (0 一 0 一 2r) 
Us = S'\{e”*}, :Us 一 (r,3x) CR 


ple)=7 (Cr 一 7 一 3r) 
易 知 {(U,,9,)1i=1,2} 构 成 S' 的 一 个 图 集 。 
《3) 取 两 个 开 集 U, 二 S'\{A} 和 U_ =S'\{B}( 图 3. 2)。 相 应 的 同 胚 p, ,9_ 取 为 球 极 
投影 。 以 8+ 为 例 ,对 任 一 点 P(zi,zz)EU+ , 取 AP 连 线 , 它 与 zi, 轴 交 于 P' 点 ,其 zi 坐标 就 
是 p+ (ztyzz)。 由 相似 三 角形 关系 易 见 9 (zi ,zs) 一 了 于 二 。 类 似 地 ,p- zis) 一 了 一 


l~%" 
于 是 {(U+ ,9+)，(U- ,9- )} 构 成 S: 的 一 个 图 集 。 


图 3.2 
由 此 可 知 S' 是 一 个 一 维 流 形 。 上 述 结果 可 推广 到 高 维 情形 ,m 维 球面 


和 
Ss"= 人 Ga eE Ri| Sx 中 m= 3 
名 
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是 一 个 m 维 流 形 。 

例 3.1.3 设 M 和 NN 分 别 为 m 维和 n 维 拓扑 流 形 , 则 拓扑 积 MX N 为 (m 十 n) 维 流 形 
(MX N 称 为 M 和 的 积 流 形 )。 由 M 的 图 集 {(U.,q.)} 和 NN 的 图 集 {(Vp,9)) 可 得 MXN 
的 图 集 {(U。XVay9.X 多 )} ,其 中 q。X 由 为 积 映射 。 特 别 地 , 柱 面 = 二 S' XR: 是 一 个 二 维 流 
形 ,m 维 环 面 T"=S!X…XS'(m 个 ) 是 一 个 m 维 流 形 。 

例 3.1.4 设 m 维 流 形 M 的 一 个 图 集 为 {(U. ,9.)},S 为 M 的 一 个 开 子 集 。 若 取 {(SN 
U.J.lsnu. } 为 S 的 一 个 图 集 , 则 S 也 是 一 个 m 维 流 形 , 称 为 M 的 开 子 流 形 。 

例 3.1.5 闭 区 间 [a,6] 不 是 流 形 ,因为 其 端点 的 邻 域 不 能 同 胚 于 任何 R' 的 开 子 集 。 

例 3.1.6 平面 上 自 相交 的 曲线 不 是 一 个 拓扑 流 形 。 为 此 ,只 需 说 明 交点 p 的 邻 域 不 能 
同 胚 于 R' 的 任何 开 子 集 (图 3.3)。 因 为 p 点 将 此 十 字形 邻 域 分 为 四 个 不 相交 的 开 于 集 , 而 
R' 上 任何 一 点 只 能 将 其 连通 邻 域 分 为 两 个 开 子 集 , 显 然 它们 之 间 不 存在 同 胚 关系 。 

对 流 形 M 的 两 张 图 (U。,q,) 和 (Us,gp) ,如 果 W==U. 站 Us 关 名 , 则 这 两 张 图 在 公共 区 域 W 
上 司 质 。 记 W, 二 9。(W) ,Ws 二 go(W)( 图 3.4)。gp, 二 pr! 是 W .一 Wp 的 同 胚 , 称 为 又 置 
映射 。 同 样 地 ,9wp 二 gs! 一 881 :Wa 一 W。 也 是 登 置 映射 。 它 们 给 出 W 的 两 个 局 部 坐标 系 之 
间 的 坐标 变换 关系 , 即 xm 一 gp (x。) ,xs 一 goa(xs)。 这 些 登 置 映射 的 性 质 反 映 图 集中 不 同 的 图 
粘 接 在 一 起 所 成 流 形 的 性 质 。 友 置 映射 是 连续 的 ,但 是 为 了 能 在 流 形 上 进行 微分 运算 ,当然 还 
需要 登 置 映射 是 可 微 的 ,以 保证 流 形 的 映射 可 微 性 与 图 集中 图 的 选取 无 关 。 由 此 引入 图 的 相 
容 性 概念 。 


图 3.3 自 相交 曲线 图 3.4 修 置 映射 


定义 3.1.2 设 (U。, 8) 和 (Ui, gs) 是 流 形 M 的 两 张 图 ,如果 Un Us = 人 ,或 者 
当 UmUs 天 人 时 ,和 春 置 映射 ge 和 ps 都 是 C*(k 之 1) 的 , 则 称 该 两 图 是 C* 相 容 的 。 设 二 
1(U., 匈 )} 是 流 形 M 的 一 个 图 集 , 且 其 中 任何 两 图 都 是 C* 相 容 的 , 则 称 :4 为 一 个 C* 图 集 。 
如 果 风 包含 了 一 切 与 中 的 图 都 是 C* 相 容 的 图 , 则 称 :为 一 个 极 大 C* 图 集 。 

于 是 我 们 可 以 建立 微分 结构 和 微分 流 形 的 概念 。 

定义 3.1.3 设 M 为 拓扑 流 形 。M 上 的 一 个 极 大 C* 图 集 f 称 为 M 的 一 个 C:* 微 分 结构 
(之 1) 。 具 有 C* 微 分 结构 的 流 形 M 称 为 C*( 微 分 ) 流 形 , 记 为 (M, :4)。 通 常 将 C“ 流 形 
称 为 光滑 流 形 ,C" 流 形 ( 即 释 置 映射 是 解析 的 ) 称 为 解析 流 形 。 
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由 此 可 见 , 对 微分 流 形 来 说 , 除 拓扑 性 质 之 外 ,还 必须 具有 微分 结构 。 微 分 结构 有 三 个 
重要 的 性 质 , 即 覆盖 性 、 相 容 性 和 极 大 性 。 

可 以 证 明 , 如 果 知 道 拓扑 流 形 M 的 一 个 C* 图 集 3, 则 它 惟一 地 确定 了 流 形 M 的 一 个 C* 
微分 结构 x , 且 WC YA" 。 这 表示 在 构造 微分 流 形 时 ,只 需 找 出 流 形 的 一 个 C* 图 集 。 注 意 ,并 
非 每 个 拓扑 流 形 都 可 以 建立 微分 结构 。 一 个 拓扑 流 形 也 可 以 有 多 个 彼此 不 相 容 的 微分 结构 。 
此 外 ,有 时 亦 将 拓扑 流 形 称 为 C" 流 形 。 

Whitney 定理 指出 ,对 任何 C* 流 形 M(A 之 1) ,总 可 找到 与 其 C* 微 分 结构 是 C* 相 容 的 C” 
微分 结构 ,从 而 使 M 成 为 C” 流 形 。 因 此 ,以 后 除 专门 指明 之 外 ,通常 假设 微分 流 形 是 C“ 的 ， 
即 光滑 流 形 。 

前 述 例 3. 1. 1 一 例 3. 1. 3 中 的 流 形 都 是 C“ 流 形 ,我 们 只 要 验证 其 又 置 映射 都 是 C~ 的 
即 可 。 

例 3. 1. 1 显然 成 立 。 

例 3.1.2 中 取 图 集 {(U; ,9+ ),(U- ,9- )}。 因 为 1:= 9 (zi, x1)= 1/(1++ zx)， 
5 一 9- (ZT1,T2) 二 T1/(1 一 T2) ,考虑 到 好 十 好 一 1, 故 有 

gr :tr(22/ (1 +E), (1—t)/(+7)) 

pose(2s/(1+ 5), (5 —D/(+s)) 
由 此 得 知 Pr "pi:she 1/5,9_ "951:the 1/t。 当 (z1,z2) EU, NU =S'\{(0,1),(0,—1)} 
时 ,天 0,s* 天 0, 从 而 登 置 映射 + p=' 和 gg-。9+' 都 是 C~ 的 。i(U,,p.),(U- ,gp-)) 是 S' 的 
一 个 C“ 图 集 , 故 S' 是 一 个 C" 流 形 。 

例 3. 1. 3 中 的 积 流 形 MXN, 如 果 ((U.,9.)} 和 {CVa,yp)) 分 别 为 C* 流 形 M 和 NN 的 C4 图 
集 , 易 知 {CU。XVa,p, Xp)) 为 积 流 形 MX N 的 一 个 C* 图 集 , 故 MX N 为 (m 十 n) 维 C' 流 形 。 
由 此 可 知 柱 面 S' X Ri ,mm 维 环 面 T" 等 都 是 C” 流 形 。 

图 的 C* 相 容 性 可 用 局 部 坐标 表示 。 设 M 为 m 维 流 形 ,(U,,q,),(Us,qs) 为 M 的 两 张 图 ， 
Un Up 天 何 。 对 每 一 点 zxEU. 站 Us( 图 3. 4), 它 在 图 (U., 9。) 中 有 局 部 坐标 x, == 9, (z) = 
(Cruzom), 它 又 在 图 (Us,9) 中 有 局 部 坐标 xp 二 pa (Xx) = (za,…,zw)。 于 是 有 2 一 
外 "8 (xs) 一 gr (xX。), 即 全 置 映射 os :xs H= xs 由 下 列 局 部 坐标 函数 表示 

Ta = Th Tas rom) 
| : (3.1.1) 
Tam 一 Tpm (Ta 9° Tom) 
由 此 可 知 , 当 且 仅 当 式 (3. 1. 1) 中 的 每 个 函数 都 有 直到 阶 的 连续 偏 导数 时 ,映射 go, 就 是 
C* 的 ,从 而 图 (U。,9。) 和 (Us, ga) 是 C* 相 容 的 。 此 外 ,为 了 保证 pw 是 可 逆 的 ,通常 假设 Jacobi 
矩阵 9 (x)=(azp/ars)s( 亦 可 记 为 Dpa (x.)) 在 9(Us 站 U)) 上 非 奇 异 , 即 detg (x,) 天 0。 

把 线性 子 空间 的 概念 引伸 于 流 形 ,可 以 得 到 正则 子 流 形 的 概念 。 

定义 3.1.4 设 N 是 nn 维 C* 流 形 ,M 是 N 的 子 集 。 如 果 对 任何 xE M, 存 在 N 的 图 
(UD,9),TEU,p:U>U'CR", 使 得 当 MNU 了 CJ 时 有 pLMNU)=U NR"(m<n) ,这 里 R" 是 
R" 的 mm 维 子 空间 , 则 称 M 为 流 形 N 的 m 维 C* 正 则 子 流 形 。 数 9 二 n 一 m 称 为 子 流 形 M 的 
余 维 数 , 记 作 codimM。 

不 失 一 般 性 ,可 取 R" 的 mm 维 线性 子 空间 为 R" 一 {(zi wz)ER|zsi 二 … 二 zx, 二 0)。 
于 是 对 zEUmM, 有 局 部 坐标 P(z) 一 (zi,…,zo,0,…,0)。 
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NN 的 正则 子 流 形 M 有 一 个 由 N 诱导 的 自然 微分 结构 。 如 果 ={(U.,9.)) 为 N 的 微分 
结构 , 则 以 ={(U.mM,g.lunw)) 就 是 M 的 一 个 微分 结构 。 正 则 子 流 形 可 以 是 开 的 或 闭 的 ， 
其 维 数 可 以 等 于 或 小 于 原来 流 形 的 维 数 。 作 为 例子 ,微分 流 形 的 开 子 流 形 ( 见 例 3. 1. 4) 显 然 
是 正则 子 流 形 ,其 维 数 与 原来 流 形 的 维 数 相同 。 贺 周 S: 是 R: 的 一 维 正则 子 流 形 ; 同 理 ,n 维 
球面 S' 和 nn 维 环 面 T" 都 是 R™! 的 nn 维 正则 子 流 形 。 它 们 都 是 闭 流 形 , 且 其 维 数 低 于 原来 
流 形 的 维 数 。 

3.1.2 可 微 映射 

设 M,N 分 别 为 m 维和 维 微分 流 形 ,F:M-~N 是 连续 映射 。 设 (U,,8,) 和 (Vay) 分 别 
为 M 和 N 上 包含 zx 和 y 二 F(x) 的 坐标 图 , 且 有 F(U.)CVi( 图 3.5)。 我 们 把 映射 Fi 二 
多 "Feg :9o(U。) 一 加 (Vs) ,x。 > yp 称 为 映射 F 的 局 部 表示 , 它 由 函数 


Ya = Fon (Xa ss Tem) 
: (3.1.2) 


Yen = Fpon (Ta ss Tom) 


给 出 ,其 中 Fu,(i 一 1,…,m) 是 映射 F, 的 第 i 个 分 量 。 


图 3.5 可 微 映射 

定义 3.1.5 如 果 映 射 F:M-~N 关 于 M 和 AN 的 

图 的 局 部 表示 Fs 在 x, 一 9,(z) 处 是 C'( 即 次 连续 

可 微 ) 的 , 则 称 下 在 zx 处 是 C"( 可 微 ) 的 。 如 果 下 在 M 

上 处 处 是 C" 的 , 则 称 下 是 从 M 到 NN 的 C" 映射。 

C™ 映 射 亦 称 为 光滑 映射 ,C“ 亦 称 为 解析 映射 从 M 
到 NN 的 全 体 C' 映 射 的 集合 记 作 C"CM,N) 。 

当 NN=R 时 ,就 有 C" 函 数 的 概念 。 设 /:M->R 是 

连续 函数 ,(U.,9.) 为 M 上 包含 z 的 坐标 图 (图 3.6)。 


函数 /. 二 /pr':9.(U.) 一 R 称 为 函数 /的 局 部 表示 。 
定义 3.1.6 如 果 函 数 f:M 一 R 关于 M 的 图 的 


图 3.6 可 微 函数 
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局 部 表示 f。 在 x。 二 9.(zx) 处 是 C" 的 , 则 称 f 在 zx 处 是 C" 的 。 如果 f 在 M 上 处 处 是 C' 的 , 则 
称 f 是 M 上 的 C" 函数 。M 上 全 体 C"' 函 数 的 集合 记 作 C"(M,R) ,或 简 记 为 C"(M) 。C- 函数 
亦 称 为 光滑 函数 。 

定义 3.1.7 设 JEC'(M,R)。 函 数 了 在 zxEM 处 关于 局 部 坐标 z.; 的 偏 导 数 定义 为 


QL (z) SI), 11m (3.1.3) 
5 EE 


设 (U。,9.) 和 (Us,9s) 是 M 上 两 个 坐标 图 ,zEU. 站 Us 天 人 ,JEC'CM,R)。7 在 zx 处 对 于 
不 同 坐标 图 的 偏 导 数 有 如 下 变换 关系 
六 = 3 站 加 名 cx) (3.1.4) 


其 中 ,x ,x 为 坐标 图 (U, ,9,) 和 (U5,qy) 中 的 局 部 坐标 ,xp==qps (x.) 二 yeg5! (x,)， (378 /370 ) (x,) 
是 登 冒 映射 ps, 在 x。 处 Jacobi 矩阵 的 转 置 。 事 实 上 ， 


f(z) = x) = of 一 
5 Br *) zz LA 

a 

zz f° Ph ) (pa gi)Ix.) = 


0p = 5 3fa (xr) ax,) = 
zf Pe) x) = Di) (x.) = 


St rui 


3 站 中 强 (:) 

不 难 利用 局 部 坐标 表示 去 证 明 , 设 F:M-~>N,G:N~~P 都 是 微分 流 形 间 的 Cr 映射 , 则 复合 
映射 G,F:M-~~ 已 也 是 C "映射 (见习 题 4) 。 

定义 3.1.8 设 FiM-~N 为 同 胚 , 且 下 及 其 着 :都 是 C" 映 射 , 则 称 下 为 从 M 到 NN 的 
C " 微分 同 胚 。 从 M 到 N 的 全 体 C "微分 同 胚 的 集合 记 作 Diff "CM,N)。 如 果 流 形 M,N 间 
存在 微分 同 胚 , 则 称 M 和 N 是 微分 同 厦 的 。 

微分 同 胚 是 微分 流 形 的 一 个 重要 概念 。 微 分 同 胚 的 流 形 必 定 是 同 维 数 的 。 微 分 同 胚 又 是 
流 形 间 的 一 个 等 价 关系 ,因此 可 以 利用 它 对 各 种 流 形 进行 分 类 。 例如 ,可 以 证 明 所 有 的 一 维 
微分 流 形 缘 与 R! 或 S: 微分 同 胚 。 


接着 研究 流 形 之 间 的 可 微 映射 的 局 部 性 质 。 
定义 3.1.9 设 FEC"(M,N), 它 在 rEM 处 关于 局 部 坐标 的 Jacobi 矩阵 定义 为 
Fh xe) (9y8 /370 ) x,) (3.1.5) 
其 中 yp 二 Fp (rz) 见 式 (3.1.2)。 其 秩 称 为 下 在 z 处 的 秩 , 记 为 
rankF(z) 二 rankF’, (x,) (3.1.6) 


易 见 rankF(z) 过 min(m,n), 且 可 证 TankF(z) 与 坐标 图 的 选取 无 关 。 

于 是 我 们 可 将 欧 氏 空间 中 关于 函数 的 局 部 性 质 的 定理 推广 到 流 形 上 去 。 

定理 3. 1.1( 秩 定理 ) 设 M,N 分 别 为 m 维和 n 维 微分 流 形 ,F:M->N 为 C' 映 射 (r 宇 1)。 
如 果 在 pE M 的 某 邻 域内 rankF=&, 则 可 找到 M. 和 N 上 分 别 包 含 记 和 9g 二 F(p) 的 图 (U ,yg) 
和 (V, 儿 ,满足 pg(p) 二 0,g(gq)=0,F(U)CV ,使 下 的 局 部 表示 二 yeFeyp' 将 R" 中 的 原点 的 
邻 域 映 为 R" 中 的 原点 的 适当 邻 域 ,是 有 疡 (zi ，…,zo) 一 (zzey0， 0)。 
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此 定理 的 证 明 从 略 ,其 含义 由 图 3. 7 说 明 。 


0) 


图 3.7 秩 定理 


秩 定理 表明 :车 m<n, 且 rankF(p)=k, 则 下 局 部 地 将 点 pE& M 的 某 邻 域 映 为 N 的 人 维 
正则 子 流 形 ;着 m 之 n, 且 rankF(p) 二 k, 则 对 点 F(z) 的 某 邻 域内 的 每 一 点 y, 其 原 像 F-'(y) 二 
{TE MIF(z)=y) 是 M 的 (m 一 k) 维 正则 子 流 形 。 特 别 地 , 当 m=n=k 时 有 如 下 定理 。 

定理 3. 1.2( 逆 映射 定理 ) 设 M,N 是 n 维 微分 流 形 ,F:M~~N 是 C' 映 射 。 如 果 在 pE M 
处 rankF(p) = 二 n, 则 存在 点 p 的 邻 域 U, 使 FU 一 F(U) 是 一 个 (局 部 )C' 微 分 同 胚 , 即 
FU>F(U) 和 F-!:F(U) 一 U 都 是 C "映射 。 

最 后 研究 可 微 映射 的 全 局 性 质 ,介绍 漫 没 . 漫 人 和 嵌入 的 概念 ,并 讨论 子 流 形 的 条 件 。 

定义 3.1.10 设 M,N 分 别 为 m 维和 n 维 微分 流 形 ,F:M->N 是 C' 映 射 ,有 如 下 定义 : 

(1) 如果 VzE M,rankF(z) 二 nCm 之 n) , 则 称 下 为 从 M 到 NN 的 C" 漫 没 (submersion) 。 

(2) 如 果 YzE MrankF(z) 二 mlm<<n) , 则 称 下 为 从 M 到 NN 的 C" 浸入 (immersion) 。 

(3) 如 果 F:M-~~N 是 C" 浸 入, 且 F:M-~F(M)CN 是 同 胚 ,其 中 FCM) 取 为 N 的 拓扑 子 
空间 ( 即 FCM) 具 有 N 的 相对 拓扑 ), 则 称 下 为 从 M 到 NN 的 C" 嵌入 {embedding) ,并 称 FCM) 
为 N 的 嵌入 子 流 形 @( 显 然 它 是 N 的 正则 子 流 形 ) 。 

根据 前 面 所 述 ,显然 得 知 ， 

(1) 如 果 F:M~~N 是 浸没 , 则 FCM) 中 的 每 一 点 4 关于 下 的 原 像 F-:(9) 都 是 M 的 
(mm 一 2) 维 正则 子 流 形 。 

例 3.1.7 投影 映射 F:R: 一 Ri,(z,y)H=。 显 然 下 的 Jacobi 矩阵 为 (1,0) ,其 秩 等 于 1， 
故 下 为 浸没 。 对 给 定 aER, 它 关于 下 的 原 像 是 {(a,y)|>ER:}, 这 是 Rz 的 一 维 正则 子 流 形 。 

(2) 如 果 下:M->N 是 浸入, 虽然 下 将 M 的 每 一 点 的 邻 域 都 局 部 地 映 为 N 的 mm 维 正则 
子 流 形 , 但 从 全 局 来 看 ,FCM) 未 必 是 N 的 正则 子 流 形 。 

例 3.1.8 映射 下 :R' 一 Rz ,thHr(cos tvsin 21)。 它 的 Jacobi 矩阵 为 (一 sin 1,2cos 24) ,其 
秩 等 于 1, 故 下 为 漫 人 。F(R') 的 图 形 见 图 3. 8, 它 在 原点 处 自 相交 。 由 例 3. 1. 6 知 F(R!) 


0 有 些 著 作 (例如 参考 文献 [10,12]) 中 关于 工人 的 定义 略 有 不 同 ,那里 的 “正则 嵌入 " 才 对 应 本 书 的 < 嵌入 "概念 。 
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不 是 流 形 。 因 F(R') 与 R: 不 同 胚 , 故 下 不 是 嵌入 。 

例 3.1.9 映射 下:RI-~Rz,thH=(cos tysin t)。 它 的 Jacobi 
和 矩阵 为 (一 sin ,cos 1) ,其 秩 等 于 1, 故 下 为 漫 人 。F(CRI) 的 
图 形 是 圆周 S: , 它 是 R: 的 正则 子 流 形 。 但 F(R!') 与 R: 不 同 
胚 , 故 下 不 是 嵌入。 

例 3.1.10 映射 F:RI~~R:,zh=(z,z)。 它 的 Jacobi 矩 
阵 为 (1,2z) ,其 秩 等 于 1, 故 正 是 浸入。 此 时 F(R') 是 R* 平面 
上 的 抛物 线 , 它 是 R: 的 一 个 正则 子 流 形 。 应 当 指 出 ,由 于 

3 F(R') 作 为 R: 的 拓扑 子 空间 是 与 R! 同 胚 的 , 故 下 也 是 嵌入 。 

上 面 例子 表明 浸 人 映射 图 像 的 复杂 性 。 即 使 下: M->N 是 漫 人 ,上 且 是 MF(M)CN 的 
全 局 一 一 映射 (此 时 称 F 为 一 一 浸入 或 单 射 浸入) , 仍 不 能 保证 FCM) 是 N 的 正则 子 流 形 。 但 
当 丰 为 庶 和 人 时 就 能 做 到 这 一 点 。 

(3) 如 果 F:M-~~N 是 嵌入 , 则 FCM) 是 N 的 正则 子 流 形 。 

例 3.1.11 属于 这 种 情形 。 若 在 例 3. 1. 8 和 3. 1.9 中 改 取 F:(0,x)~R:, 则 下 是 嵌入 ， 
其 图 像 是 R* 的 正则 子 流 形 。 

流 形 在 欧 氏 空间 中 的 榜 入 是 一 类 很 重要 的 流 形 嵌 入 问题 ,这 样 就 可 以 将 流 形 视 为 欧 氏 空 
间 中 的 低 维 曲面 进行 研究 。Whitney 证 明了 :任何 一 个 m 维 光滑 流 形 可 以 淄 人 到 2m 维 欧 氏 
空间 中 ;任何 一 个 m 维 光滑 紧 流 形 可 以 嵌入 到 (2m 十 1) 维 欧 氏 空间 中 。 尽 管 如 此 , 流 形 概念 
本 身 并 不 涉及 嵌入 ,将 流 形 嵌 人 到 欧 氏 空间 中 毕竟 是 人 为 的 ,况且 维 数 增高 也 会 带 来 研究 的 
困难 ,因此 直接 从 流 形 本 身 用 内 北方 式 进行 研究 具有 根本 的 意义 。 


3.1.3 切 向 量 和 切 空间 


微分 流 形 是 欧 氏 空间 的 推广 ,但 由 于 它 的 复杂 拓扑 结构 ,因此 流 形 一 般 没有 欧 氏 空间 那样 
的 全 局 线性 空间 结构 ,这 给 流 形 上 分 析 学 的 建立 带 来 很 大 困难 。 为 此 ,我 们 先 在 流 形 上 每 一 点 
建立 局 部 线性 空间 结构 一 一 切 空间 ,然后 再 将 R” 上 的 微 积分 学 推广 到 流 形 上 去 。 

流 形 上 一 点 的 切 空间 是 由 在 该 点 的 全 体 切 向 量 组 成 的 线性 空间 。 我 们 先 利 用 在 流 形 上 
过 一 点 的 光滑 曲线 的 切 等 价 类 去 定义 切 向 量 。 

设 M 是 m 维 微分 流 形 ,z 是 其 上 一 点 。M 上 过 z 的 一 条 光滑 曲线 是 指 一 个 光滑 映射 
7,J 一 M,JCR 是 包含 原点 O 的 开 区 间 , 且 Y(0) 一 z。 取 M 在 处 的 一 个 坐标 图 (U.,9.)。Y 
的 局 部 表示 为 7.:J 一 R",thr 7,(t) 二 9.(Y(z))。7.() 是 欧 氏 空间 R" 中 的 过 x。 = 二 q(x) 的 
一 条 光滑 曲线 。 利 用 通常 的 求 导 运 算 , 可 得 到 7.(1) 在 x。 处 的 切 向 量 

§= 270|,, = Ee.090)|, (3.1.7) 

在 流 形 上 一 般 无 法 用 通常 欧 氏 空间 的 方式 去 定义 向 量 ,我 们 采用 另外 的 描述 方式 去 建立 
流 形 的 切 向 量 概念 。 由 上 面 知道 , 流 形 上 的 光滑 曲线 与 其 局 部 表示 的 切 向 量 之 间 有 紧密 联系 。 
然而 ,在 R" 中 过 x. 并 以 6. 为 切 向 量 的 光滑 曲线 有 无 穷 多 条 ,它们 对 应 M 上 的 不 同 曲线 。 这 
就 产生 流 形 上 曲线 相 切 的 概念 。 

定义 3.1. 11 如 果 过 zEM 的 两 条 光滑 曲线 XY， 和 7, 满足 为 (0) 一 为 (0) 一 xz， 


905000) | 一 吉 p.%00D)| _, 则 称 因 入 在 处 相 切 (图 3.9)。 
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图 3.9 切 向 量 

由 于 在 M 上 <z 处 相 切 的 所 有 曲线 7 都 对 应 相同 的 5., 因 此 YH 56. 是 多 一 上 映射。 为 了 
得 到 一 一 对 应 关系 ,考虑 到 曲线 相 切 是 一 种 等 价 关系 ,我 们 引进 曲线 的 切 等 价 类 的 概念 。 

定义 3.1.12 车流 形 M 上 的 两 条 光滑 曲线 7, ,7 在 x 处 相 切 , 则 称 % 与 7; 切 等 价 。 在 
M 上 z 处 与 曲线 7 切 等 价 的 全 体 曲线 组 成 的 等 价 类 称 为 M 上 的 一 个 曲线 切 等 价 类 , 记 作 [7]。 

设 5S 为 流 形 M 上 过 zz 的 曲线 的 全 体 切 等 价 类 组 成 的 集合 。 显 然 ":S~R",[Y]h= 6 是 一 
一 映射 。 此 外 , 易 证 "是 满 射 。 于 是 "是 一 一 满 射 ( 即 双 射 ) ,其 逆 071:R" 一 S,6, H=[7] 存 在 ， 
且 可 把 R" 的 线性 空间 结构 移植 到 S 上 ,从 而 在 S 中 定义 线性 运算 :车 [7Y]=o'(&,),[6]= 
0 (也 ), 令 


[7]+[6] = (6 +), 7] =0%.), AER (3.1.8) 
于 是 5 与 R" 线性 同 构 ,成 为 一 个 m 维 实 线性 空间 。 
定义 3.1.13 m 维 流 形 M 上 过 z 的 曲线 TM 


的 一 个 切 等 价 类 6=[] 称 为 M 在 z 处 的 一 个 
切 向 量 D。 在 zx 处 的 全 体 切 向 量 组 成 的 m 维 
线性 空间 S 称 为 M 在 z 处 的 切 空间 ,通常 记 人 > 
作 TM( 图 3.10)。dimT,M=dimM=m。 

作为 特例 ,如 果 M 是 欧 氏 空间 中 的 ( 超 ) < >) -一 
曲面, 则 T.M 就 是 过 zE M 的 切 平面 ,在 处 二 
与 曲面 M 相 切 的 向 量 都 是 切 向 量 。 


取 R" 的 一 个 基底 {el，…,e。}), 并 将 切 向 图 3.10 切 从 
量 的 局 部 表示 6, 写成 
& 一 Fes, (3.1.9) 
令 6=0 (en) ,i=1,…,m。 若 取 { 纪 ，,… ,em} 作 为 TM 的 一 个 基底 ,并 将 切 向 量 写成 


€= Dée, (3.1.10) 
和 名 


0 切 向 其 是 由 曲线 的 切 等 价 类 (或 方向 微分 算 子 , 见 后 面 ) 定 义 的 抽象 < 向 量 ", 为 了 与 通常 向 量 有 所 区 别 , 故 不 用 黑 
体 字符 表示 。 
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由 于 上 = ri) = 六 ( 六 ee)= 半 &on(e) = 部 &e,, 因此 有 
本 sé (i=1, vd (3.1.11) 
下 面 利用 方向 微分 算 子 去 给 出 流 形 的 切 向 量 和 切 空 间 的 另 一 种 描述 。 
设 7:JCR>M 是 M 上 过 z 的 一 条 光滑 曲线 ,7(0) = ziJ:M-~R 是 M 上 的 一 个 可 微 
函数 。 在 zx 处 沿 y 的 方向 导数 定义 为 
Xf SEF) (3.1.12) 


其 中 ,X 称 为 在 z 处 沿 y 的 方向 微分 算 子 。 
取 工 处 的 坐标 图 (U., gp。)。 考 虑 到 J(7()) 一 ( 太 8:。9。7) (1) =f,(7,(1)), 由 


24(zo)6 ,利用 6 一 & 和 


式 (3.1.11) 和 式 (3.1.7) 可 得 Xf(x) = 0)| E EE 


式 (3.1.3), 有 


X1CD = De YD (3.1.13) 
由 于 上 式 对 任何 可 微 函 数 f 成 立 , 故 得 到 
x= 了 去 |. (3.1.14) 


记 了 为 在 zx 处 全 体 方向 微分 算 子 组 成 的 集合 。 在 工 上 定义 线性 运算 如 下 ， 
对 X = Bal = 2 和 |. 有 


X+Y= Detwal|, XX = Do 2|, ME R 


此 外 ,微分 算 于 3 |,，…, 2 | . 是 线性 无 关 的 。 事 实 上 , 若 有 一 组 数 。，…，co 使 


zy 
| 十 “+ 也 -| ,一 0, 则 对 于 任何 可 微 函 数 /(z) ,都 有 tte FE. 
特别 地 , 取 f(x) 二 zi(i==1,…,m) ,由 上 式 可 得 c=0(i=1,*…,m)。 

由 此 可 知 ,了 是 一 个 mm 维 实 线性 空间 , 它 的 一 个 基底 是 | 元 -| 了-|.}。 比较 
式 (3.1.10) 和 式 (3. 1.14) 后 进一步 发 现 , 若 取 映 射 r:T-~T:M,Xh=6, 则 r 是 从 工 到 T.M 的 
一 个 线性 同 构 , 且 有 基 向 量 的 对 应 关系 到 -| he, 二 1,…,m。 于 是 在 线性 同 构 的 意义 下 ， 


我 们 将 方向 微分 算 子 X 与 切 等 价 类 # 视 为 同一 ,都 定义 为 流 形 M 在 z 处 的 切 向 量 。 线 性 空间 
了 也 称 为 M 在 zx 处 的 切 空间 ,同样 记 作 T,M。 因 此 式 (3.1. 14) 是 切 向 量 的 局 部 表达 式 ， 
{| 天 |, 是 切 空间 T.M 的 一 个 基底 , 称 为 自然 基 。 

上 述 关于 切 向 量 和 切 空间 的 两 种 等 价 的 定义 各 有 特点 。 利 用 曲线 的 切 等 价 类 给 出 的 切 向 
量 定义 有 明显 的 几何 直观 性 ,便于 理解 ;而 利用 方向 微分 算 子 给 出 的 切 向 量 定义 适合 进行 分 析 
运算 ,便于 应 用 。 ; 

由 于 方向 微分 算 子 在 实际 应 用 中 的 重要 性 ,这 里 再 作 两 点 说 明 , 其 证 明 留 作 习题 。 
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(1) 方向 微分 算 子 X 具有 线性 性 质 
X(f +g) = Xf+Xg, XAf) =AXf, (AER) (3.1.15) 
和 Leibniz 性 质 
X(fg) = fXg +gXf (3.1.16) 


(2) 坐标 变换 关系 。 若 (U.,9.),(Us,9p) 是 M 上 含 的 两 个 坐标 图 ,它们 分 别 有 局 部 坐 
人 } 和 {9/9zxp |*} 满 足 关 系 式 


=- 轧 束 o 三 记 |. (3.1.17) 

若 切 向 量 X 在 这 两 个 局 部 坐标 系 中 分 别 表示 为 X 一 De 过 | = pL .，' 则 其 分 量 
之 间 满 足 关系 式 

名 一 =- 了 5 到 ap) (3.1.18) 


| 


通常 将 满足 分 量变 换 关 系 (3. 1. 18) 的 向 量 称 为 逆 变 ( 即 反 变 ) 向 量 . 

最 后 简单 介绍 切 从 和 向 量 场 的 概念 。 上 面 讨论 的 切 空间 T,M 是 对 流 形 上 一 点 x 而 言 
的 ,不 同 的 点 的 切 空间 应 当 理 解 为 不 同 的 线性 空间 。 把 流 形 上 各 点 的 切 空间 结合 起 来 ,就 得 到 
切 从 的 概念 (图 3. 10) 。 

定义 3.1.14 流 形 M 上 各 点 的 切 空间 的 并 集 称 为 M 的 切 从 , 记 作 TM, 即 TM= 


UTM., 
xEM 


可 以 证 明 , 当 M 是 m 维 C* 流 形 时 (k 宇 1) ,TM 是 2m 维 C“! 流 形 。TM 不 是 紧 致 的 ,因为 
每 个 T,M 都 同 构 于 R" 。 

例 3.1.12 设 积 流 形 M=M,XxM,, 则 TM=T(M, Xx Mi)=TM XTM;。 例如 ,对 M= 

一 SIXS ,有 TM=TSIXTS:。 

例 3.1.13 设 U 为 R" 的 一 个 开 子 集 , 则 TU 具有 整体 拓扑 积 结构 , 即 TU=UxXR"。 特 
别 地 ,TR" 一 R"XR" 一 Ri 。 

例 3.1.14 设 M 为 m 维 球面 S", 则 仅 当 m=1,3,7 时 才 有 TS" =S" XR"。 特 别 地 ， 
TS'=S XR', 它 与 柱 面 同 胚 。 

切 从 TM 由 流 形 M 上 各 点 的 全 体 切 向 量 构成 。 考 虑 到 在 不 同 点 处 的 切 向 量 属于 不 同 的 
线性 空间 ,因此 切 从 的 元 素 不 仅 要 指明 切 向 量 $ 本 身 , 还 应 给 出 切 点 x 的 位 置 。 设 点 zz 的 局 部 
坐标 为 (z1，… ,zx。) , 切 向 量 的 分 量 为 (5 ,…,&), 则 切 从 TM 的 元 素 的 局 部 坐标 为 (zi ，…， 
Ze) 

设 w 个 自由 度 的 力学 系统 所 在 的 位 形 空间 是 微分 流 形 M ,其 维 数 为 m。 在 流 形 M 的 开 
子 集 U 上 取 局 部 坐标 (q, ,…,q。) ,通常 称 为 广义 坐标 。 如 果 系 统 在 时 刻 + 的 位 置 由 (gi (1)， 
…,qm(i)) 确 定 , 则 当 + 变化 时 , 它 给 出 流 形 M 上 的 一 条 曲线 y(!) 。 在 时 刻 上 沿 曲线 y 的 一 个 
切 向 量 为 eCO = D 和 % 如 
力学 上 表示 系统 的 运动 速度 。 在 流 形 M 上 某 点 处 ,系统 的 所 有 可 能 的 广义 速度 向 量 组 成 M 
在 该 点 的 切 空间 。M 上 各 点 的 速度 空间 全 体 构成 切 丛 TM ,其 元 素 的 局 部 坐标 取 为 Co ,，…， 


gm;91，…194m)。 我 们 知道 ,在 Lagrange 力学 体系 中 ,一 个 力学 系统 的 运动 状态 是 由 广义 坐标 


， 其 分 量 为 (95, ,Ga-) ,通常 称 为 广义 速度 。 由 此 可 见 切 向 量 在 


bb 
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和 广义 速度 共同 描述 的 ,因此 切 丛 是 力学 系统 在 Lagrange 体系 中 的 状态 空间 。 
例 3.1.15 考虑 球面 摆 的 运动 ,其 位 形 空间 是 二 维 球面 5 。 它 是 一 个 二 维 流 形 ,其 上 不 
能 建立 一 个 整体 坐标 系 。 如 果 在 S: 的 开 子 集 U 上 用 球 坐 标 角 (?,0) 作 为 描述 摆 的 位 置 的 广 
义 坐标 , 则 摆 的 广义 速度 为 (?,0) 。 于 是 球面 摆 在 拉 格 朗 日 力学 体系 中 的 一 个 状态 空间 是 4 
维 的 切 从 TS: ,其 运动 状态 由 切 丛 元 素 (9,0,9,6) 描 述 。 
当然 我 们 也 可 以 将 球面 摆 的 运动 看 作 在 R* 中 的 约束 运动 。 这 时 摆 的 位 形 空间 是 R: ,从 
而 状态 空间 是 TR = R XR’ 一 R', 它 是 6 维 的 。 若 在 R* 中 取 直 角 坐 标 系 {zi ,zs ,zs}, 则 摆 的 
状态 由 (zi ,zi ,zy ,vi ,vs ,vs) 描 述 ,其 中 v= 二 z,(i=1,2,3) ,并 满足 约束 条 件 十 五 十 如 二 1 和 
I 十 Tovs 十 Tsv03 二 0( 即 x] vy)。 显 然 前 一 种 描述 方式 要 比 后 一 种 方式 简便 ,并 且 更 自然 地 将 
约 东 考虑 进去 。 考 虑 到 S* 是 R' 的 二 维 正则 子 流 形 , 故 TS: 是 Rs 的 四 维 正则 子 流 形 。 
定义 3.1.15 如 果 对 每 点 zxE M 给 定 一 个 切 向 
量 &(zx), 则 称 映 射 :zz) 为 流 形 M 上 的 一 个 向 量 
场 (图 3.11)。 若 映射 是 C' 的 , 则 称 其 为 C" 向 量 场 。 
流 形 M 上 的 全 体 C "向量 场 的 集合 记 为 4"(M) ,并 将 


M M 上 全 体 C“ 向 量 场 的 集合 记 为 9M) 。 
几 着 取 {9/3x,|.} 作 为 切 空间 T.M 的 基底 , 则 向 量 
场 可 由 方向 微分 算 子 表示 为 
C a 
XD = DE ZE M (3.1.19) 


顺便 指出 , 切 从 TM 可 理解 为 从 M 上 每 一 点 x 张 出 去 的 一 个 线性 空间 T.M 共同 组 成 的 ， 
因此 切 从 可 以 看 作 一 种 纤维 从 ,而 向 量 场 是 切 从 的 一 个 截面 。 


3.1.4 映射 的 微分 、 余 切 向 量 和 余 切 空间 


流 形 的 切 空间 是 线性 空间 ,我 们 可 在 其 上 建立 一 种 线性 运算 一 一 流 形 上 映射 的 微分 运算 。 
设 M 和 NN 分 别 为 m 维和 n 维 微分 流 形 ,F:M->N 是 可 微 映 射 。M 上 过 xz 的 一 条 曲线 7: 
J 一 M 被 下 映 成 N 上 过 > 一 F(z) 的 一 条 曲线 7=F*y:J-~N。 由 M 在 z 处 的 切 向 量 6= [7 
和 NN 在 y 处 的 切 向 量 7=[7] 之 间 的 对 应 关系 便 引 进 流 形 之 间 映 射 的 微分 概念 (图 3. 12) 。 
定义 3.1.16 映射 dF(z):T.M 一 Tr N,&=[7Y]H> 1 一 [ 力 称 为 映射 下 在 xz 处 的 微分 或 
切 映射 , 亦 可 记 作 F(z) 或 下. |,。 
可 以 证 明 , 映 射 的 微分 具有 下 列 性 质 : 
(1) 映射 微分 是 线性 的 , 即 车 下 :M-~N 是 可 微 映射 , 则 
dF(T) OE + hs) = NdF(Cz)5 +AdF(z)& (3.1.20) 
其 中 ,ETM ER。 
《2) 复合 映射 的 微分 满足 链 式 法 则 , 即 
d(G。F)(z) = dG(F(z)) « dF(z) (3.1.21) 
其 中 ,F:M-~N,G:N-= 己 皆 为 可 微 映 射 。 
(3) 车 :MN 是 C" 映 射 , 则 dF(z):T.M 一 TreoN 是 C 一 映射 。 
在 实际 应 用 中 往往 用 方向 微分 算 子 去 表示 切 向 量 。 令 X 和 立 分 别 代表 与 切 向 量 t=[7] 
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图 3.12 切 映射 


ET:M 和 7=[F。Y]E Tw NN 相应 的 方向 微分 算 子 。 设 f:N 一 R 是 N 上 的 可 微 函 数 。 于 是 
f 在 y=F(z) 处 沿 7=F。Y 的 方向 导数 为 


-4d = df(F. 
Yf(y) = 有 /0)| = ACE YoO)| 


d 区 
a PD, = 


Xf » F)(z) Co L225 
考虑 到 7=dF(z)&§, 即 Y=dF(z)X, 故 
Yf(y) = (dF(z)X) f(y) (3.1.23) 
比较 式 (3. 1. 22) 和 式 (3. 1. 23) 的 右 端 可 得 关系 式 
(dF(T)X)f(y) = XCF。F)(z) (3.1.24) 
即 (F.X)f(y) = X(f 。F)Cz) 


其 中 ,XE TM,y=F(z)。 式 (3. 1.25) 亦 可 作为 映射 微分 dF(z) 的 另 一 定义 。 
设 (U。,9.) 和 (Vi 名) 分 别 为 M 和 N 上 包含 x 和 3 二 F(x) 的 坐标 图 ,F(U。)CVp。 它 们 分 
别 有 局 部 坐标 {zo) 和 {yg), 记 yp 二 Fa (x。) 一 加 。*F。 gr'(x。)。 取 切 空 间 TM 的 基底 
{9/9zwu1:} 和 Truw N 的 基底 {3/3y 1,), 方 向 微分 算 子 X 和 Y=dF(z)X 分别 写成 X = 
我 们 建立 关 和 YY 的 分 量 {&} 和 {名} 之 间 的 关系 。 设 f:N 一 R 是 N 上 的 任何 可 微 函 数 。 
一 方面 ,由 式 (3.1.3) 有 


3 > afs 
Yr(y = CD) = Dm ey) (3.1.25 
fy) 2 2 pe Er ) 


另 一 方面 ,由 式 (3. 1. 22) 有 
Yf(y) =XCF。F)(z) = 
Xf ep) Yao Fo go) oe pz)) = 


> 


Dé soe Folx.)) = 
A 
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Be (DF & (DF 3 we,))- 


所 


9yg app 
Bde ne )) 引 2 (yp) (3. 1. 26) 
比较 式 (3. 1. 25) 和 式 (3. 1. 26) 便 得 到 关系 式 
Te 3 症 
一 2 3 (3.1.27) 
它 亦 可 写成 
一 Fh (xzo)& (3.1.28) 


这 表明 Jacobi 矩阵 Fh (x,) 是 映射 下 的 微分 dF(z) 的 局 部 表示 。 
利用 式 (3. 1. 27) 可 给 出 另 一 个 重要 公式 


dFcz)( 直 -|.)= 畦 加 Ee , (3.1.29) 


其 证 明 留 作 习题 。 

N=R 是 一 种 重要 的 情形 ,此 时 可 建立 流 形 上 的 
函数 的 微分 概念 。 设 f: M 一 R 是 可 微 函 数 。 对 
XEM, 记 s=f(x)ER。 设 (U.,9,) 为 M 上 包含 的 
坐标 图 ,局 部 坐标 为 {x。,)}。 取 切 空间 T.M 的 基底 
{9/9zw |:) 和 Treo R 的 基底 {d/ds 1,}。 对 于 
XET.M, 因 为 df(z)XE TreoR, 故 按 定义 3.1.16 有 


df DX=pE|, neER (3.1.30) 
为 了 确定 y, 记 函数 1(s) 二 s, Ys ER, 于 是 = 
d 
ki1() 三 (df(z)X)1(s)。 再 利用 式 (3.1.24) ,得 到 图 3.13 ”函数 微分 


A=X(1° f(z)=Xf(z). 
考虑 到 切 空间 Ty R 是 与 R 同 构 的 一 维 线性 空间 ,习惯 上 为 简便 起 见 , 我 们 可 将 Treo R 

与 R 等 同 起 来 ( 即 令 df(z)X 直接 等 于 数 w) 去 重新 建立 函数 微分 的 概念 ,于 是 有 如 下 定义 。 
定义 3.1.17 映射 df(z):T.M~~R,Xh=Ap 称 为 函数 了 在 x 处 的 微分 , 即 有 


dfCmDX 二 Xr(z)， YXE TM (3.1.31) 
按 式 (3. 1. 31) 定 义 的 函数 微分 与 式 (3. 1. 30) 略 有 差别 ,但 与 经 典 分 析 中 函数 微分 的 定义 
保持 一 致 。 下 面 建立 函数 微分 的 局 部 表示 。 


SX= Dé 了 |.， 则 由 式 (3.1.3D 有 


dj(z)X = Xf(z) = Be 2 (3.1.32) 

若 在 式 (3. 1. 32) 中 取 f(z) 二 zx, (z)( 局 部 坐标 函数 ) ,可 得 
dz (ZX 一 De 至 
将 式 (3.1. 33) 代 入 式 (3. 1. 32) ,得 到 


5， 于 一 1 了 (3.1.33) 
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df (DX= DD Pas,x 
上 式 对 任何 XE T,M 成 立 , 故 有 局 部 表达 式 
dr = 冰 Dg, (3.1.34) 


这 个 公式 显然 是 微 积分 学 中 多 元 函数 的 微分 公式 在 流 形 上 的 推广 。 
由 函数 微分 的 定义 (3. 1. 31) 知 ,对 于 函数 f,g 可 以 得 到 以 下 性 质 : 
(1) dO f+hg) (7)=A1df(z) 二 hdg(z), 其 中 ,4 ER。 
(2) d(CJg)(z)= dg(z) 十 gdFCz)。 
最 后 ,类似 切 空间 和 切 丛 那样 ,我 们 建立 流 形 的 余 切 空间 和 余 切 丛 的 概念 。 
定义 3.1.18 m 维 微分 流 形 M 在 x 处 的 切 空间 T,M 上 的 一 个 齐 次 线性 函数 w:T,M 一 
R,XH>w(X) 称 为 M 在 zx 处 的 一 个 余 切 向 量 ( 后 面 亦 称 为 1 次 微分 形式 )。 在 工 处 的 全 体 余 
切 向 量 组 成 的 集合 是 切 空间 T,M 的 对 偶 空间 ,因此 它 也 是 一 个 m 维 线性 空间 , 称 为 M 在 x 
处 的 余 切 空间 , 记 作 T; M。dimT: M=dimM=m。w(X) 就 是 余 切 向 量 w 与 切 向 量 X 的 对 侦 
积 , 亦 可 记 为 (wo,X) 。 
余 切 向 量 w 具有 线性 性 质 , 即 对 于 任何 切 向 量 X, ,X:ET.M, 有 
wuX 十 aaX:) 一 wx) 十 aow(X)， ha ER (3,1.35) 
为 了 寻求 余 切 空间 的 基底 和 余 切 向 量 的 分 量 表达 式 , 考 虑 M 上 包含 x 的 坐标 图 (U, ,9,)， 
局 部 坐标 为 {x.,) 。 由 函数 微分 的 定义 ( 见 定义 3. 1, 17) 和 线性 性 质 知道 , 流 形 M 上 的 函数 / 
在 z 处 的 微分 df(z) 是 T.M 上 的 一 个 齐 次 线性 函数 , 即 df(z)ET: M。 事实 上 ,对 任何 切 向 
量 Xi ,X:ETM 和 1,%:ER 有 
df CT) A XL + A Xs) 一 (Xi + A XK) f(z) = 
MX f(T) +AhX f(r) = 
Mdf TX + Asdf (zx)X, 
特别 地 ,各 局 部 坐标 函数 的 微分 dz (z)ET: M ,i=1,…,m。 我 们 在 下 面 证 明 ,dzx。 (x)， 
“…,dzxwm (z+) 是 线性 无 关 的 。 事 实 上 ,车 有 一 组 数 c ,…,cn 使 cidzo (7) 十 …* 十 cmdzxon (x) 一 0。 
令 上 式 分 别 作用 在 切 向 量 3/3z., |, 上 (i 二 1,…,m)。 考 虑 到 由 式 (3. 1. 33) 有 对 偶 正 交 关 系 


dzs(D (2 )|, = 名 (3.1. 36) 


其 中 ,6 为 Kronecker 记号 ,于 是 可 知 6 二 0(j 二 1,…,m)。 故 {dzx。,) 的 线性 无 关 性 得 证 。 

因为 余 切 空间 T: M 是 m 维 的 ,所 以 {dz (x),… ,dzr.。 (zx)} 是 它 的 一 个 基底 ,也 是 切 空间 
TM 的 基底 {3/9zo |:，…,a/az |,) 的 对 侦 基 。{ dz ，…, dz, ) 称 为 余 切 空间 T: M 的 自然 
基 。 显 然 式 (3. 1. 34) 就 是 函数 微分 df(z) 在 此 基底 中 的 局 部 表达 式 。 一 般 地 ,任何 余 切 向 量 
wET:M 有 局 部 表达 式 


| (3.1.37) 
容易 证 明 , 若 (U., 包 ),(UP,9p) 是 M 上 含 z 的 两 个 坐标 图 ,它们 分 别 有 局 部 坐标 {z., } 和 {zp)， 


人 余 切 向 量 是 由 切 空间 上 的 齐 次 线性 函数 定义 的 抽象 向量。 类 似 切 向 量 那样 , 余 切 向 量 亦 不 用 黑体 字符 表示 。 
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则 对 zEU. 站 Us, 余 切 空间 T; M 的 两 个 基底 {dx.:} 和 {dzs; } 之 间 满 足 关 系 式 


dra= 5) 3 dz (3.1.38) 


| 


若 余 切 向 量 w 在 这 两 个 局 部 坐标 系 中 分 别 表示 为 w 一 dro: = >5 dzpm, 则 其 分 量 之 间 


满足 关系 式 
au 一 =- 轧 束 o )b, (3.1.39) 


通常 称 满足 分 量变 换 关 系 (3. 1. 39) 的 向 量 为 协 变 ( 即 共 变 ) 向 量 。 

定义 3.1.19 流 形 M 上 各 点 的 余 切 空间 的 并 集 称 为 M 的 余 切 丛 , 记 作 T* M, 即 T* M= 
Nm. 

可 以 证 明 , 当 M 是 m 维 C* 流 形 时 (k 宇 1),T" M 是 2m 维 C*'! 流 形 。T* M 不 是 紧 致 的 。 
余 切 从 T* M 由 流 形 M 上 各 点 的 全 体 余 切 向 量 构成 。 设 点 z 的 局 部 坐标 为 (zi ，,… ,zx,) , 余 切 
向 量 % 的 分 量 为 (a ，… ,a,), 则 余 切 从 T* M 的 元 素 的 局 部 坐标 为 (zi，…zoial yan)。 

我 们 还 可 以 类 似 定义 3. 1. 15 那样 去 定义 流 形 M 上 的 余 切 向 量 场 。 

设 m 个 自由 度 的 保守 力学 系统 的 位 形 空间 是 m 维 微分 流 形 M。 在 M 的 开 于 集 U 上 取 
局 部 坐标 (q,,… ,qm)( 即 广义 坐标 ) , 则 系统 的 速度 分 量 为 (4,… ,4。)( 即 广义 速度 )。 设 该 力学 
系统 有 Lagrange 函数 L(g ，… ,qm ;91,…,9m)。 在 Hamilton 力学 体系 中 ,引入 广义 动量 p,= 
9L/94i(i 二 1,…,m) ,于 是 一 个 力学 系统 的 运动 状态 可 由 广义 坐标 和 广义 动量 共同 描述 。 考 
虑 到 工 中 与 (9; 有关 的 部 分 通常 是 关于 {9,) 的 二 次 齐 次 函数 , 故 p, 是 关于 19,} 的 线性 齐 次 函 


. 数 。 若 取 (p，,… ,pp ) 作 为 分 量 去 构造 流 形 M 在 某 点 的 一 个 余 切 向 量 六 pda ,于 是 M 在 该 


处 的 余 切 空间 在 力学 上 表示 动量 空间 。M 上 各 点 的 动量 空间 全 体 组 成 余 切 从 T* M, 其 元 素 
的 局 部 坐标 为 (q,,… ,qm ;pP，，… ,Pa), 称 为 正则 变量 。 由 此 可 见 余 切 从 是 力学 系统 在 Hamil- 
ton 体系 中 的 状态 空间 ( 即 相 空间 )。 

其 实力 学 系统 的 状态 变量 还 有 其 他 可 能 的 选取 方式 ,但 是 采用 Hamilton 正则 变量 去 描 
述 保守 力学 系统 是 最 适宜 的 ,因为 此 时 系统 的 动力 学 方程 ( 即 Hamilton 正则 方程 ) 具 有 简单 
的 反对 称 形式 

% =9H/9p:, b=—9H/ag, i= l,m 

其 中 , 昌 =H(q,p) 为 Hamilton 函数 。 它 反映 保守 力学 系统 在 取 余 切 从 T* M 作为 状态 空间 
时 ,具有 一 种 独特 的 几何 结构 一 一 辛 几何 结构 。 这 种 性 质 对 保守 力学 系统 动力 学 理论 研究 和 
数值 计算 的 发 展 有 着 十 分 重要 的 作用 (参看 3. 2. 10) 。 


3.1.5 Riemann 流 形 


Riemann 流 形 是 一 类 重要 的 微分 流 形 , 在 其 上 可 定义 内 积 、 弧 长 .距离 、 交 角 、 曲 率 等 几何 
概念 ,因此 它 是 欧 氏 内 积 空间 的 一 种 自然 推广 。 

定义 3.1.20 设 M 为 m 维 微分 流 形 。 对 每 一 点 zxE M 的 切 空间 T,M 赋予 一 个 内 积 g。 
(X,Y) ,VX,YE TM ,使 其 成 为 一 个 内 积 空间 。 此 外 ,还 要 求 g, 作为 z 的 函数 是 光滑 的 。 我 
们 称 内 积 函 数 g: 为 M 上 的 一 个 Riemann 结构 (或 Riemann 度量 ) ,于 是 M 成 为 一 个 Riemann 
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流 形 , 记 为 (M,g)。 

根据 上 述 定义 ,内 积 g;: TM X T.M~~R 是 一 个 对 称 正定 双 线 性 型 , 且 是 = 的 光滑 函数 ， 
因此 它 应 具有 如 下 性 质 ; 

(1) 对 任何 切 向 量 X,YE T,M 有 

8:(X,Y) 关 于 义 ,Y 都 是 线性 的 ( 双 线 性 ); 
gs(X,Y) 二 g:(Y,X)( 对 称 性 ); 
g:(X,X) 之 0, 且 gz(X,X) 一 0 当 且 仅 当天 一 0 时 才 成 立 (正定 性 ) 。 

(2) 对 M 上 任何 光滑 向 量 场 X(Cz),Y(z), 有 

&z(CXCr)Y(z)) EC”(M) 

Riemann 流 形 是 具有 Riemann 结构 的 微分 流 形 ， 除了 流 形 本 身 的 微分 结构 之 外 ， 还 增加 
了 一 个 Riemann 结构 。 可 以 证 明 , 对 一 个 给 定 的 微分 流 形 M, 总 能 赋予 一 个 Riemann 结构 
8:， 使 其 成 为 一 个 Riemann 流 形 , 且 有 无 穷 多 种 方式 去 选取 Riemann 结构 。 

下 面 讨论 Riemann 结构 的 局 部 坐标 表示 。 设 U 为 M 上 含 x 的 坐标 邻 域 ,局 部 坐标 为 
zi}。 取 切 空 间 T,M 的 一 个 基底 {3/3z;|,} ,并 记 


ar 人 CD 一 ac( 远 


a 
5 .) (3. 1, 40) 


对 X,YE TAM, 如果 XX 二 38 这 [Y= Bs 过 | ， 则 有 


CCXK,Y) = (Ds Er 


元 |.)= 


se( 半 |.' 老 Le = 
Sg nen (3.1.41) 
我 们 还 可 以 利用 内 积 g, 去 定义 了 ,M 的 范 数 如 下 
MXN Cg XK) = (Fg)es,)” (3.1.42) 


由 此 可 见 流 形 M 的 Riemann 结构 由 Riemann 度量 矩阵 (gy (z)) 决 定 。 可 以 证 明 式 (3.1. 41) 
和 式 (3. 1. 42) 的 表达 式 与 局 部 坐标 系 的 选取 无 关 , 即 有 坐标 不 变性 。 此 外 ,由 Riemann 结构 
的 对 称 性 和 正定 性 知道 (gs (z)) 是 一 个 对 称 正定 矩阵 。 

设 Y(D) (EJ=[a,6]) 是 Riemann 流 形 M 上 的 一 条 光滑 曲线 , 则 在 M 上 沿 曲线 y 的 切 向 
最为 X = 袜 到 起 ,其 长 诺 为 1X1 = (加 ss 营地】 ” ,其 中 各 量 在 出 线 Y(D) 上 取信 
曲线 7 的 弧 长 定义 为 

sD 1xXid= El Ss 坚 坚 ) a (3.1.43) 
显然 ,曲线 y 的 弧 长 微分 的 平方 为 
dr = Dgsdzidz, (3.1.44) 


设 ,9 为 Riemann 流 形 M 上 的 任意 两 点 , 则 把 在 M 上 连接 9 两 点 的 所 有 可 能 的 分 和 
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光滑 曲线 7 的 长 度 中 最 短 者 定义 为 点 p 与 4 之 间 的 距离 
dl(p,q) 二 inf SCyre) (3,1.45) 
在 上 述 距离 定义 下 ,Riemann 流 形成 为 一 个 度量 空间 。 
在 Riemann 流 形 的 切 空间 上 ,我 们 可 以 利用 内 积 去 定义 两 个 切 向 量 X 和 Y 的 交角 0, 使 
得 


___g(X,Y) 
cos0= TT X'YETM (3,1.46) 
例 3.1.15 欧 氏 内 积 空 间 R" 是 一 个 最 简单 的 m 维 Riemann 流 形 。 对 于 直角 坐标 系 


{1) ,其 Riemann 结构 由 gs 一 6; (i,j 二 1,…,m) 给 出 ,并 有 ds = dz? 。 欧 氏 内 积 空间 的 任 


何 一 个 (嵌入 ) 子 流 形 都 是 Riemann 流 形 ,其 Riemann 结构 可 由 所 嵌入 的 欧 氏 空间 的 度量 诱导 
而 成 。 例 如 二 维 单位 球面 M 二 S* 是 R: 的 子 流 形 。 在 R: 中 取 直 角 坐标 系 {zivzsyz}, 则 有 
ds 一 dzi 十 dz 十 dz (3.1.47) 
在 M 的 开 集 U 上 取 局 部 球 坐标 系 {uu ,zz ) ,其 中 四 =9,uz =9。 根据 zx, = cos ysin g,r; == 
sin psin 0,zs 二 cos 0, 我 们 由 式 (3. 1. 47) 得 到 
ds* = sinz dg + dO? (3.1.48) 
由 此 可 见 M 是 一 个 Riemann 流 形 , 目 gu 一 sini 0,g2s=1,g1: = 二 gn 二 0。 
最 后 指出 ,按照 上 面 的 定义 , 切 向 量 的 范 数 ,交角 和 曲线 的 弧 长 都 与 坐标 邻 域 的 取 法 无 关 ， 
因而 都 是 几何 不 变量 。 由 此 可 见 Riemann 流 形 的 上 述 几何 概念 是 合理 的 。 站 
一 般 地 说 ,我 们 要 在 微分 流 形 上 作 大 范围 分 析 的 研究 , 单 靠 流 形 本 身 的 微分 结构 还 是 不 够 
的 ,通常 还 需要 在 流 形 上 给 出 一 个 Riemann 结构 ,从 而 可 以 建立 曲线 的 弧 长 . 切 向 量 场 的 协 变 
微分 .Riemann 曲率 张 量 和 仿 射 联络 等 概念 ,因此 Riemann 流 形 在 大 范围 分 析 研 究 中 占有 特 
别 重要 的 地 位 。 


3.2 微分 形式 


3.2.1 Grassmann 代数 


作为 微分 形式 的 预备 知识 , 先 介 绍 Grassmann 代数 的 概念 。 
设 V 是 一 个 维 实 线性 空间 ,现在 构造 一 个 包含 V 和 R 元素 的 代数 GC(V)。 我 们 对 V 的 
元 素 引 进 一 种 满足 反 交换 关系 的 乘法 运算 人 @, 即 对 任何 *,yEV, 其 乘积 满足 


xAy=—yAx (3.2.1) 

此 外 它 还 满足 乘法 的 分 配 律 和 结合 律 :对 x,y,zEV 有 
xACy+)=rAy+rxAzxt+y Az=xrAzt+yAz (3.2.2) 
QQxr)Ay=xA A)=AxrAy, iER (3.2.3) 
(xADAz=rA(yAz)=rAyAz (3.2.4) 


外 ”我 们 在 本 章 中 用 的 符号 “人 ”是 E. Cartan 在 发 展 外 微分 方法 中 所 约定 的 记号 , 它 表示 一 种 专门 的 乘法 运算 一 
外 积 , 这 与 通常 在 数理 逻辑 中 的 人 含意 不 同 。 
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在 (3. 2. 1) 中 令 ?一 <, 可 得 

xAY 一 0， VYET (3.2.5) 
满足 关系 式 (3.2. 1) 一 (3. 2.4) 的 乘法 称 为 外 积 ,又 称 模 积 。 下 面 设 在 V 中 存在 一 个 基底 {e,， 
… se,) ,使 得 e 人 es 人 … 人 e, 取 0。 

例 3.2.1 设 V 是 一 个 二 维 线性 空间 。 取 V 的 一 个 基底 {e ,ez ) ,使 得 e 人 e; 关 0. 对 于 
XJyEV, 有 X=aiei 十 asez:， y= 二 be 十 bze;。 于 是 利用 式 (3.2.1) 一 式 (3.2.3) 和 式 (3.2.5) 可 
得 外 积 表达 式 为 

x Ay=(ae 十 azez) 人 (el 十 加 e) 一 
忆 @ 人 ez 
我 们 知道 ,在 平面 解析 几何 中 矢 积 xXy 亦 有 类 似 的 表达 式 , 因 此 我 们 可 以 认为 两 个 向 量 的 外 
积 与 矢 积 其 实 是 一 致 的 。 这 个 结论 对 x 维 线性 空间 亦 成 立 。 

利用 1 和 YV 的 基底 {e,,…,e,) ,我 们 可 得 下 列 不 同 的 非 零 元 素 : 

1; ei=1,,n); 

es Me, (1Si <i Sm); 

e@, Nes 人 e (Si <i < 


@ Ne 人 …A 人 e 
这 些 元 素 全 体 组 成 一 个 集合 B, 其 中 的 元 素 的 总 个 数 为 


Ch 人 -arm 


现在 取 集 B 的 元 素 的 实 系数 有 限 线性 组 合 去 构成 一 个 实 线性 空间 G(CV)。 可 以 证 明 集 B 
的 元 素 是 线性 无 关 的 ,从 而 集 B 可 以 作为 G(V) 的 一 个 基底 , 且 dimG(V)=2"。 接 着 在 G(V) 
中 利用 外 积 去 定义 乘法 运算 ,并 取 1 作为 乘法 恒 等 元 ,于 是 在 CCV) 中 可 进行 元 素 的 加 法 、 
数 乘 和 外 积 三 种 运算 ,使 之 成 为 一 个 代数 。 通 常 称 G(V) 为 线性 空间 V 的 外 代数 ,或 称 
Grassmann 代 数 。 

CCV) 可 以 表示 为 一 组 线性 子 空间 的 直 和 。 为 此 引进 如 下 的 子 空 间 定 义 ， 

VV 为 由 1 张 成 的 子 空间 ( 即 R) ,dimV" 一 1。 

人 为 由 全 体 e;(1<i<n) 张 成 的 子 空间 ( 即 V) ,dimV' 二 n。 


Vr 为 由 全 体 e A…Ae, (< < <sm 张 成 的 了 空间 ,dm 人"]-T COLD 


V" 为 由 el 人 … Ae, 张 成 的 子 空间 ,dimV"=1。 于 是 有 
GW = OV DOV (3.2.6) 
我 们 把 V*(0<p<n) 中 的 元 素 称 为 p 次 外 代数 式 。 对 1<p<n,V?* 的 元 素 可 写成 如 下 的 标准 
形式 : 
a = DD asses A Ne,, a ER 


四 
i ‘ 
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设 cEV*,PEV", 则 有 
aAB=(-D "pAa (3.2.7) 
事实 上 ,由 于 线性 性 质 ,只 需 对 单项 式 a 一 e; 人 … 人 e;, ,二 6;, 人 … Ae; 加 以 证 明 即 可 。 于 是 
a AB=(e, Ae,) A le A Ae)= 
(一 Die Ale, A Ae)Ale, A Ae)= 


Drle A Ae)Ale, A Ne,)= 
(—D"pAa 
外 代数 与 行列 式 有 密切 的 关系 。 设 m ,…,a, EV(1<<p<n) ,它们 可 写成 @; = Daye,， 
| 
i 二 1,…,p, 则 有 


a ea, 
mA…Aaw=- 2 |: i le A A 《3.2.8) 
站 
特别 是 当 p=n 时 有 
an a 
mA…A 人 ww = 一 | AAA (3.2.9) 
lr 


上 述 结果 的 证 明 留 作 习 题 。 例 3. 2. 1 是 式 (3. 2.9) 的 特殊 情形 。 
3.2.2 微分 形式 


设 M 是 一 个 n 维 微分 流 形 ,xzE M,U 为 M 上 含 z 的 一 个 坐标 邻 域 ,x 的 局 部 坐标 为 
(Tio)。 令 As(M)=T;M 为 M 在 zx 处 的 余 切 空间 , 它 的 一 个 基底 为 {dz ,…,dz,}。 取 
Ti: M 的 Grassmann 代数 , 则 有 

GCT M) = A:(M) @AM) BOBAM) 
其 中 ,As (MD) 二 R 是 一 维 线性 子 空间 ,其 元 素 为 a。 


人 (MD) 二 T; M 是 以 dz,(1<i<n) 为 基底 的 n 维 线性 子 空间 ,其 元 素 为 > audzr 。 


AS(CM) 是 以 dzi 人 … 人 dzs (1<i<is<<…<i,<n) 为 基底 的 n! /[p! (n 一 p)!1] 维 线性 
子 空间 ,其 元 素 为 > a drs A … A dz;。 


< 


A 人 (MD) 是 以 dz; 人 … 人 dz, 为 基底 的 一 维 线性 子 空间 ,其 元 素 为 a1.,dz) 人 … A dz,。 
定义 3.2.1 A?(M) 的 元 素 (1<p<n) 


= Dassdzs A A dr, 《3.2.10) 
本 
称 为 M 在 z 处 的 一 个 p 次 (外 ) 微 分 形式 (以 后 简称 p -形式 )。A4# (M) 称 为 M 在 zx 处 的 
了 ~ 形式 空间 。 
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定义 3.2.2 流 形 M 上 各 点 的 p -形式 空间 的 并 集 称 为 M 的 p -形式 从 , 记 作 A*(M), 即 
A?(M) 二 UAsCM)。A*(M) 由 流 形 M 上 各 点 的 全 体 p -形式 构成 。 
定义 3.2.3 设 对 每 点 z€ M 给 定 一 个 户 -形式 w *(z), 则 称 映射 a*: M 一 A?(M)， 
zhr(z,ws(z)) 为 流 形 M 上 的 一 个 p -形式 ( 场 )。 流 形 M 上 全 体 p -形式 ( 场 ) 的 集合 记 为 
Fr(M), 
在 坐标 邻 域 U 内 ,M 上 的 p -形式 w*(1 二 p<n) 有 局 部 表达 式 
wo(z) = DD) a Tdry 人 … 人 dr 


以 后 假设 在 M 的 各 个 坐标 邻 域 中 ,w (x) 的 系数 函数 ao (XT) 都 是 C“ 的 。 有 时 w?(1<p 和 < 
n) 也 写成 另 一 局 部 表达 式 


wD) = Da, de, A A de, 


其 中 ,,…,is 互 不 相同 ,系数 满足 关系 式 ou (Zz) 二 (一 1)"* 4. (7) ,其 中 oj，…， 
访 ) 是 人 广 ， 思 的 一 个 置换 访 二 … 一 六,s(o) 为 oj,…,j,) 中 逆序 的 数目 。 
特别 地 ，M 上 的 1 -形式 w(z) = Bend ' 它 就 是 M 上 的 余 切 向 量 场 , 亦 称 为 Pfaff 
形式 。M 上 的 n -形式 为 w"(z)= ae(z)dzi 人 … 人 dz,, 亦 称 为 体形 式 。 通 常 还 将 M 上 的 实 
C ”函数 f(z) 称 为 M 上 的 0 -形式 。 此 外 规定 : 当 pn 时 ,w?(z)=0。 
M 上 的 微分 形式 可 以 定义 下 列 代数 运算 。 设 w,7 是 M 上 的 p -形式 0, 则 定义 以 下 线性 
运算 : 
(w+ Dz) = wz) + Kz) 
(AMw)(z) 一 Mw(z)，AER 
(fo) (zr) = f(r)w(z), f €C*M) 
设 w,0 分 别 是 M 上 的 p -形式 q -形式 , 则 定义 外 积 
(w A Wz) = wr) A Uz) 
易 见 (wA0) (zr) 是 M 上 的 (p 十 gq)- 形 式 。 外 积 运算 满足 乘法 的 分 配 律 和 结合 律 , 且 由 
式 (3.2.7) 有 
wh Oz) = (一 1)mg A wr) (3.2.11) 
如 果 w(z) = > ae(z)dz A Adr,, Or) = 5 bi Cz)dzh AAAdri， 
则 有 
人 人 gz) = Ba, Tb (zdr, A 人 dx, A dz A A dz 


nn 


“(3.2.12) 
M 上 的 微分 形式 还 可 定义 为 M 上 的 切 向 量 场 的 多 重 反对 称 线性 函数 。 
首先 ,考虑 M 上 的 1 -形式 w( 即 余 切 向 量 场 ), 并 取 M 上 的 向 量 场 X。 对 给 定 的 zxE M， 
有 XCz)ETM,o(r)ET:M。 于 是 由 定义 3.1. 18 可 以 给 出 


全 ”以 后 除非 必要 ,一 般 不 在 微分 形式 的 记号 上 标明 其 次 数 p。 
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w(X)(Cz) 一 w(Cz)CXCz))， rEM (3.2.13) 
因此 ”是 X 的 线性 函数 , 且 易 证 对 函数 f,gEC™(M) 和 M 上 的 向 量 场 X,Y 有 
wfX+gY) = fo(X) + gwlY) (3.2.14) 


其 次 , 令 w ,ve 为 M 上 的 1 -形式 ,Xi，…X， 为 M 上 的 向 量 场 。 根据 外 积 的 反对 称 
性 ,我 们 定义 wy 人 … 人 w, 为 Xi，…,X, 的 重 反 对 称 线性 函数 
Co A A Ki KD ED DO Kw, ) = 


ER 


det(w,(X,)) (3.2.15) 
其 中 ,p(p) 是 (1,…,p) 的 置换 群 ,fo 二 {4,…,i,},s(o) 是 o 中 的 逆序 数 。 
再 次 ,由 于 任何 p -形式 都 可 以 分 解 为 p 个 1 -形式 的 外 积 之 和 , 故 对 w= > ww 人 A… 人 


a 


ww 有 中 (Xi ,X,) = Cw， 人 人 wi,)(Xi，,…X,)。 由 此 可 见 ,p -形式 是 XX，，… ,XX。 


的 p 重 反对 称 线性 函数 。 
最 后 ,可 以 证 明 , 设 w 和 0 分 别 为 M 上 的 p -形式 和 9 -形式 , 则 有 
Cw ADKiss Ko) = 间 (一 DCX ss Xs,) OX Xs ) 


， 网 
ERpHg) 本 


(3.2. 16) 
例 3.2.2 设 记 -形式 w=dz, A…Adz, , 则 


o( 这 … 直 )=cdm A A dr) (3 )= 
1 lp 1 I 
det (dz, (起))= D's "8, 


其 中 ,sa 为 位 ,ip} 中 的 逆序 数 ,s 为 {j,…,j,) 中 的 逆序 数 。 上 式 是 式 (3. 1.36) 的 推广 。 
设 U,,Us 是 M 上 含 z 的 两 个 坐标 邻 域 ,它们 分 别 有 局 部 坐标 {z.} 和 {zn }。 如 果 M 上 的 
思 -形式 w(x) 在 这 两 个 局 部 坐标 系 中 分 别 表示 为 w(x) = 3) an- (z)dzo， A … 人 dr 一 


2 bw,(z)dzxy，A… A dx,， 则 有 变换 关系 式 


eA 
(zol ze ) 
Bm, (x)= 3) BE rr oT) (3.2.17) 


Cir 


3.2.3 外 微分 


外 微分 是 微分 形式 的 最 重要 的 基本 运算 。 它 是 微分 与 外 积 相 结合 的 一 种 运算 ,也 是 通常 
的 函数 微分 概念 的 自然 推广 。 
我 们 知道 ,对 流 形 M 上 的 0 -形式 /( 即 fc C“(M)), 由 函数 微分 的 表达 式 (3. 1. 34) 得 
drdz) = 六 a7, (3.2.18) 


可 知 df 是 M 上 的 1 -形式 。 上 式 表明 d 是 一 个 由 多 (M) 到 9 (CM) 的 映射 。 下 面 将 d 推广 为 
从 户 -形式 到 (bp 十 1)- 形 式 的 运算 。 
定义 3.2.4 设 吕 为 流 形 M 上 含 z 的 坐标 邻 域 ,局 部 坐标 为 {z,} 。 如 果 M 上 的 p -形式 
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在 U 中 写成 。 = > a (z)dz 人 … 人 dz;,， 则 定义 外 微分 dw 如 下 : 


本 
do 5 da (z) Adz A A dz, = 
4 
«Gani (7) 
DF Dg A dr A A dan, (3.2.19) 
4 人 9 


易 见 dw 是 一 个 (p 十 1)- 形 式 。 
我 们 可 以 证 明 式 (3. 2. 19) 不 依赖 于 局 部 坐标 的 选择 , 且 它 在 M 的 任 一 个 坐标 邻 域 都 成 
立 ,因此 可 以 逐步 将 d 的 定义 延 拓 到 整个 流 形 M 上 ,从 而 给 出 映射 4:9? CM) 一 F?7'(M) ,ww 
dw 在 整个 流 形 上 的 定义 。 式 (3. 2. 18) 可 看 作 式 (3. 2. 19) 在 p=0 时 的 特殊 情形 。 
外 微分 算 子 d 有 下 列 重要 性 质 : 
(1) 对 w,OEZ2(CM) ER 有 
dhiwt X20) = Ndw 十 Nadg (3.2.20) 
这 表明 d 是 线性 算 子 。 式 (3. 2. 20) 可 由 定义 3. 2.4 直接 证 得 。 
(2) 对 wEG*(M) ,9E ge(M) ,有 
do 人 Ab) 一 doA 人 b+( 一 Do A do (3.2.21) 
由 于 算 子 d 的 线性 性 质 ,我 们 只 需 对 单项 式 w 一 2(z)dz 人 … A dryg 一 6(z)dzhi 人 … 人 
dz 证 之 。 于 是 有 
dlw A 0) =d(abdz, A A dr A dr 人 … 人 dri) 一 


ob da 
辫 ( 远 + 让 )d A dz A A dr, Adzi A Mdzr, = 


(2 奸 dz A dz A A dr, ) A Codzs A A dzi,)+ 


ti 


CDrladm A A da) A (DEBE A drs A A dz,) 


dw A 0+(— Dw A do 
特别 地 , 当 p= 二 q 二 0 时 , 即 对 f,gEC™~(M), 式 (3.2.21) 写 成 d(fg) 二 gdf 十 fdg, 这 就 是 
通常 函数 乘积 的 微分 公式 (Leibniz 法 则 ) 。 
《3) ded=0, 即 对 任何 。€3?*(M) ,都 有 
dldw) =0 (3.2. 22) 
我 们 只 需 对 单项 式 wo 二 a(z)dz A… 人 dz, 证 之 。 事实 上 ,一 方面 有 
ddw) =d( > 只 t A dz A A dr, )= 


ja 


aza 
A Nd A A dr, 
另 一 方面 ,在 上 式 中 互 换 j,k 记号 的 位 置 , 有 
dddw) = 2 za_ dr A drs A drs 人 … A dz = 


492 9Tj9Th 四 


第 三 章 ” 报 分 流 形 及 其 应 用 137 


-A A dr 人 … A dz, 


hl 


比较 上 述 两 式 可 得 d(dw) 二 0 
此 外 ,容易 由 式 (3. 2. 19) 证 明 , 当 pn 时 ,对 wE98?(MD) 必 有 dw=0。 
作为 外 微分 的 一 个 重要 应 用 ,我 们 用 算 子 d 去 表示 向 量 分 析 的 概念 。 
例 3.2.3 考虑 3 维 欧 氏 空 间 Ri, 取 它 的 一 个 直角 坐标 系 (z,y,z)。 我 们 列 出 所 有 的 微 
分 形式 及 其 外 微分 如 下 : 
0 -形式 w=f(z,y,z),fEC™(R) 
dup = dz + Ldy + ALdz (3. 2. 23) 


» 


1- 形 式 w=adz+bdytedz, a,b,cEC™(R’) 
de (e+) dz 十 


dz 二 3 Way 十 dz) A dy+ 


(器 

(Paz+ 十 六 dy eh dz = 

a dy dz 十 (经 一 刁 )de A dz+( 吕 一 怠 )dz A dy (3.2.24) 
Ep 关 3z ay 


2- 形 式 包 De i 
do =( 闪 dz+28dy 二 经 d=)A dy A dz 十 


(Bar+ dy y+ dz) A dz A dz+ 
(E+) dz 人 dy 一 


( 关 地 十 半 jd Ady A dz (3.2.25) 


3 -形式 w=adzA dy 人 dz， ees 
dw =0 (3, 2. 26) 

利用 上 述 结果 ,我 们 可 以 将 向 量 分 析 中 的 梯度 、 散 度 和 旋 度 等 概念 用 微分 形式 统一 表示 。 
例如 函数 的 微分 df 的 系数 构成 的 向 量 ( 见 式 (3. 2. 23))(3f/3z,9f/3y,3f/9z) 就 是 函数 
的 梯度 gradf。1 -形式 w 二 adz 十 bdz 十 cdz 的 外 微分 dw' 的 系数 构成 的 向 量 ( 见 式 (3. 2. 24)) 
(9c/9y 一 96/9z,9a/9z 一 9c/9z,96b/9x 一 9a/3y) 就 是 向 量 场 和 4 二 ai 十 妇 十 尺 的 旋 度 rotA。 
2 -形式 w* 二 ady 和 dz 十 bdz 人 dz 十 cdz 人 dy 的 外 微分 dur 的 系数 ( 见 式 (3. 2. 25)) 等 于 向 量 场 
4 一 必 十 好 十 of 的 散 度 , 即 div 4 一 aa/az 十 35/ay 十 ac/az。 

利用 外 微分 的 运算 法 则 还 可 以 推导 许多 向 量 分 析 中 的 相应 公式 。 例 如 ,由 

d(fg) = gdf+ fdg, fg € CGOR) 
可 得 到 相应 的 公式 
grad(fg) 一 ggradf + fgradg 

由 d(fo') = df A w+ fd 
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得 到 rot(/A) = gradf X 4 十 Frot4 
由 d(fw’) = df MN ow + fdor 

得 到 div(/A) = grad » A+ fdivA 

又 由 do A0)=do AG+—Do Adr=do AG—w Ady 
得 到 div(AXB)=B.rot4—A.rotB 

等 等 。 


此 外 ,由 d(df)=0 可 得 到 rot(gradf) = 二 0; 由 d(dw') 二 0 可 得 到 div(rot4) =0。 这 些 都 是 
向 量 分 析 中 熟知 的 结果 。 
利用 外 微分 去 表示 向 量 分 析 中 的 概念 ,不 但 能 够 得 到 简便 易 记 的 统一 表达 方式 ,而 且 适 用 
于 在 流 形 上 进行 整体 性 的 内 区 描述 ,因此 有 着 重要 的 理论 和 应 用 价值 。 微 分 形式 还 有 其 他 的 
多 种 运算 ,它们 在 数学 ,力学 ,物理 和 技术 科学 中 有 广泛 的 应 用 ,我 们 将 在 后 面 介 绍 其 中 的 一 些 
结果 。 有 兴趣 的 读者 还 可 进一步 参考 有 关 书 籍 。 
最 后 给 出 一 个 很 有 用 的 公式 。 设 w 是 流 形 M 上 的 1 -形式 ,X 和 Y 是 M 上 的 两 个 向 量 
场 , 则 
do( X,Y) = Xu(Y) 一 Yow(X) 一 w(CX,Y]) (3.2.27) 
其 中 ,[X,Y]=XY 一 YX 称 为 向 量 场 X,Y 的 Lie 括号 (参看 3. 2.7) 。 
为 了 证 明 式 (3. 2. 27) ,不 妨 设 w= gdf, 其 中 f,gEC™(M)。 于 是 dw=dg 人 df。 由 式 
(3. 2. 16) 和 式 (3. 1. 31) 得 到 
do(X,Y) =(dg A df (X,Y) = 
dg(X) dg(Y)| |Xg Yg 
| | 际 Yl 
Xg *Yf—Yg.» Xf 
,此 外 Xw(Y)=X(gdf(Y))=X(g(Yf1))=Xg*Yf+g*X(Yf), 同 理 Yo(X)=Yg。 Xf/ 二 
8g，Y(X/)。 因 此 
Xuo(Y) 一 ywu(X) =Xg *Yf —Yg* Xf +g* (XY—YX)f = 
do(X,Y) +g* [X,Y)/f = 
dw(X,Y) 十 gdF([XY]) = 
do( X,Y) 十 w(CX,Y]) 
从 而 得 到 式 (3. 2. 27)。 


3.2.4 Poincaré 引 理 和 逆 命 题 


定义 3.2.5 设 M 是 ” 维 微分 流 形 ,wE FZ?(M)。 如 果 do=0, 则 称 w 为 闭 微 分 形式 (简称 
闭 形 式 )。 如 果 存 在 4E 9G* '(M) 使 得 w 一 db, 则 称 w 为 恰当 微分 形式 (简称 恰当 形式 ) 。 

我 们 由 式 (3. 2. 22) 得 知 ,对 于 任何 恰当 形式 w, 总 有 dw 二 d(d9) =0, 即 w 是 闭 形式 。 于 是 
有 下 面 定理 。 

定理 3.2.1(Poincaré 引 理 ) 设 w 是 M 上 的 请- 形式 , 且 是 恰当 的 , 则 w 必 为 闭 形式 。 

然而 Poincare 引 理 的 逆 命 题 并 不 一 定 成 立 , 即 从 整体 来 说 ， 闭 形式 不 一 定 是 恰当 形式 。 
为 了 说 明 这 个 问题 , 先 看 下 面 的 简单 例子 。 

例 3.2.4 考虑 在 M 二 R*\{0,0} 上 定义 的 1 -形式 
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Ee 
0 
显然 。 是 M 上 的 闭 形式 ,因为 
do =d (i Fr)A ydrt dy + 1 Bd ydr + zdy) a 
EE -2 本 二 Ep drAdy=0 
我 们 用 反 证 法 去 证 明 w 不 是 M 上 的 恰当 形式 。 假设 存在 M 上 的 函数 f(z,y) ,使 w=df, 则 
有 = 于 是 f(x,y)=arctan(y/z) 十 g(x), 其 中 g(x) 待定 。 由 该 式 及 ww 的 表达 式 
可 知 9f 一 -7 8 2) 一 37 守 ' 才 g(x) 一 0, 即 8(z) 一 常数 。 


我 们 得 到 /(z,y) 二 arctan(y/7) 十 常数 。 因 为 极 角 p==arctan(y/7) 在 整个 M=R'\{0,0} 
上 的 多 值 性 ,从 而 了 在 M 上 不 是 C“ 函 数 。 由 此 可 见 在 M 上 不 存在 C“ 函数 ,使 w=df 
成 立 。 

从 上 面 的 反例 看 到 , 流 形 上 的 闭 形式 不 一 定 是 恰当 的 。 深 入 分 析 表 明 ,产生 上 述 问题 的 原 
因 与 区 域 R'\{0,0) 不 能 缩 为 一 点 有 关 。 因 此 Poincare 引 理 的 逆 命题 对 那些 有 “良好 "拓扑 结 
构 的 流 形 才能 成 立 。 为 此 要 先 介 绍 同 伦 的 概念 。 

定义 3.2.6 设 M,N 是 微分 流 形 ,t 是 参数 。 我 们 称 一 族 映 射 :MN,tE1=[0,1] 是 
一 个 C” 同 伦 , 如 果 由 H(z,1)=h,(z),zEM,1EIT 定 义 的 映射 日 :MX1IN 是 C“ 的 。 两 个 
C™“ 映 射 ,f,g :MN 称 为 同 伦 的 ,如 果 存在 一 个 同 伦 4,:M-~N, 使 得 ho 二 f,h, 二 g。h。 和 hi， 
分 别称 为 同 伦 h, 的 初始 映射 和 终止 映射 。 

直观 地 说 ,映射 /和 g 同 伦 意味 着 它们 中 间 的 任 一 个 可 以 连续 地 变换 为 另 一 

定义 3.2.7 微分 流 形 M 称 为 可 缩 为 一 点 xz。E€ M 的 ,如 果 存 在 一 个 同 伦 映射 万 ;MX I 一 
M, 使 得 对 任何 -EM 有 H(z,1)==z 和 昌 (z,0)=zx。。 对 开 集 UCM 亦 可 建立 类 似 定义 。 

例如 ,R" 可 缩 为 原点 O。 事 实 上 , 取 吾 (x,D) 一 上 ,xzER' .ET 即 可 证 明 。 又 如 , 设 UCR* 
是 开 集 ,x。EU。 若 连接 点 x。 和 任 一 点 xEU 的 线段 完全 位 于 U 内 , 则 称 U 为 关于 xs 的 星 形 
集 。 取 甩 (x,1)==xo 十 1(x 一 x。),xEU,LET, 就 能 证 明星 形 集 U 可 缩 为 点 x 。 

定理 3.2.2(Poincaré 引 理 的 逆 命题 ) 设 开 集 UCM 可 收缩 为 一 点 ,w 是 U 上 的 户 - 形 
式 , 且 是 闭 的 ( 即 dw 二 0), 则 是 U 上 的 恰当 形式 ( 即 存在 (p 一 1)- 形 式 9, 使 得 w= db) 。 

定理 的 证 明 从 略 , 读 者 可 参看 参考 文献 [1]。 定 理 3. 2. 2 给 出 了 闭 形式 是 恰当 形式 的 一 个 
充分 条 件 。 关 于 这 方面 问题 的 深入 研究 导致 上 同调 理论 的 发 展 ,并 在 微分 几何 和 物理 学 中 有 
重要 应 用 。 


3.2.5 对 偶 微 分 


定义 3.2.8 设 M,N 分 别 为 m 维和 维 微分 流 形 ,wo 是 N 上 的 一 个 户 -形式 (0<p<m)， 
F:M>N 是 C 映射。 定义 映射 下 :Ag CN) 一 A? CM) ,wh Fw, 使 得 对 任何 zxEM,X ， 
… ,XETM 有 


(FD Ki Ke) FO PF, (1) Xe EF, (x)X,) (3.2. 28) 
其 中 ,下 ( 即 dF) 是 映射 的 切 映射 ( 即 微分 )。F* 称 为 映射 F 的 对 偶 微 分 。 有 时 ,我 们 亦 称 
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FF* 为 映射 下 的 拉 回 ,并 称 下 . 为 映射 下 的 推 前 。 

特别 地 , 当 p= 二 0 时 , 取 N 上 的 可 微 函数 f。 这 时 由 定义 3.2.8 有 

(F* P(z) = FF(z)) = (f° (zr),rEM 

由 此 可 知 ,F* f=/*F, 从 而 F* :C~(N) 一 C~(M) 将 N 上 的 可 微 函 数 f 变 为 M 上 的 可 微 函 
数 /*F, 即 起 着 函数 拉 回 映射 的 作用 。 定 义 3. 2.8 就 是 函数 的 拉 回 映射 概念 对 微分 形式 的 推广 。 

对 偶 微分 有 以 下 性 质 ， 

(1) F'* 是 线性 映射 , 即 对 ,XER,w ,wzEG2CN) 有 

F* Qi 十 lam) = 和 Fa 十 和 Fw 
(2) 对 wE9?(N),9E Fr(N) 有 


F*(wA0)D)=F"wAF'0 〈3. 2.29) 
(3) deF' =F' od, 即 对 wEF?(N) 有 
d(F*w) = F* (dw) (3.2.30) 
(4) 若 F:M-N,G:N-~~ 忆 是 C< 映 射 , 则 有 
(C。F) = 6 (3. 2.31) 


公式 (3. 2.29)~(3.2.31) 的 证 明 留 作 习题 。 
设 (U,p) 和 (V ,办 分 别 为 M 和 NN 上 包含 x 和 ?一 F(z) 的 坐标 图 ,F(U)CYV, 它 们 分 别 有 


局 部 坐标 {z;} 和 {2)} 。 如 果 w(?) = > 654 (y)dy。A … 人 dy,,， 则 有 局 部 表达 式 


ei, 


Fut)= D6. FD) jd, A Ndr, (3.2.32) 


本- Te 
< 


现在 证 明 公 式 (3. 2. 32)。 由 式 (3.2.29) 有 
Fiw= 2) F bc)CGzDF dy A A Fdy, 


4 
再 由 式 (3. 2.30) 有 
F* dy, =dF' y, = d(y, * F) = dF, = 


= oF (7) 
之 Br dr 1<hEp 
je 
其 中 ,F(z)=(y*F)(z) 二 y (F(z)) 是 2 记 个 坐标 ,可 得 到 
oF, 
F'wz)= > > a (CFC)) .3 Fdz 人 … A dzi = 
i ee 让 
9 (ya ss yy, 
Db, (F(z)) RN Sas, A A dzi 
(ya sy 
其 中 ,cz i ?是 局 部 坐标 变换 画 数 办 Cz)，…，25 (ZT) 关 于 zz 的 Jacobi 行 列 式 。 


例 3.2.5 宙 上 的 1 -形式 ,F:R 一 R* 是 由 F(t) 二 (cos t,sin 1) 给 
出 的 光滑 映射 。 于 是 


. i dlcos 1) dlsin 1) 
0=F"*w=— 十 d= 
w sint 站 dt+cost dt 


(sin? t+ cos: dt = dt 
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3.2.6 微分 形式 与 向 量 场 的 内 积 


定义 3.2.9 设 wEF?(M) 是 nn 维 微分 流 形 M 上 的 一 个 p -形式 ,X ,XE 2M) (i=1,*…， 

一) 是 M 上 的 一 组 向 量 场 。 定 义 上 映射 ix :3?CM) 一 9 (M) ,wixw 为 
0 cs ol A 0 ES A! (3.2.33) 

我 们 称 ixw 为 微分 形式 w 与 向 量 场 X 的 内 积 ,或 由 对 X 的 缩 并 。ixw 亦 可 记 为 X jw。 

作为 特殊 情形 , 当 p==1 时 ,w 是 M 上 的 1 -形式 ( 即 余 切 向 量 场 ), 此 时 有 ixw 一 w(X) 一 
《w,X), 即 ixw 是 w 与 X 的 对 偶 积 。 此 外 还 规定 当 p=0 时 , 即 对 函数 fE 9"(CM) 一 CCM) 有 
ixf =0。 

映射 tx 有 以 下 性 质 : 

(1) ix 是 线性 映射 , 即 对 ,A ER,XE RM) ,wm ,w EF?(M) 有 


ix Me 十 jaw) = Aixw + Arixws (3.2.34) 
(2) 对 XE 鸡 M),oEGe(M),9EgrCM) 有 
ix(w A 0) = ixw A 0+(— rw Aixg (3.2. 35) 
(3) 对 X,YE 2M) ,wE Fr(M) 有 
isya = ixw + iyw (3.2.36) 


即 ix:y 一 zx 十 ir。 
(4) 对 XEUM),wE9Z?(M) 和 fEC™~(M) 有 
im®w = fixw (3.2.37) 
即 im 一 ix。 
(5) 对 XEQUM),wE Fo(M) 有 
(Cix)zw 一 ix(ixwo) =0 (3, 2. 38) 
即 (ix)?=ix°ir =0。 
设 wEF?(M),XE(M), 且 它们 在 局 部 坐标 系 {z,} 中 分 别 表示 为 


az) = ,又 。 (Cz)dz A A dr。 和 X(z)= DL 
则 有 
ixw(z) = 己 Dwan, Hd, A A dr, (3.2.39) 
上 述 公式 的 证 明 贸 作 习题 。 
例 3.2.6 设 X= 元 E NM),f E€ F°(M) ,由 式 (3.2.33) 有 
ixdf = df(X) = Xf (3.2.40) 


即 ixdf 亦 表 示 卫 数 了 沿 X 的 方向 导数 。 此 外 ,由 于 在 局 部 坐标 系 {z,) 下 有 d/ = 》) 32 人 dz,， 
故 由 式 (3. 2.39) 亦 可 得 局 部 表达 式 ixdf 一 守 6 2 人 。 


例 3.2.7 设 X= 26 去 E KM) ,w= > aidr € F'(M) , 则 由 式 (3.2.19) 有 
各 所 


x 
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从 而 由 式 (3. 2. 39) 得 到 


3.2.7 Lie 导数 和 Lie 代数 


本 小 节 讨论 光滑 向 量 场 的 几 个 基本 问题 ,主要 有 向 量 场 的 积分 曲线 ,由 向 量 场 生成 的 单 参 
数 变 换 群 ( 流 ) ,函数 .微分 形式 和 向 量 场 的 Lie 导数 等 ,最 后 顺带 介绍 与 此 有 关 的 Lie 括号 和 
Lie 代数 的 初步 概念 。 

1. 向 量 场 的 积分 曲线 和 单 参数 变换 群 ( 流 ) 

定义 3.2.10 设 M 是 n 维 微分 流 形 ,XE3(M) 是 定义 在 流 形 M 上 的 光滑 向 量 场 ,7Y; J = 
(ab) 一 Mthr Y(t) 是 流 形 M 上 的 一 条 光滑 曲线 。 如 果 曲 线 y 在 yY(t) 处 的 切 向 量 就 是 
X(Y(4)), 则 称 7 是 向 量 场 X 的 积分 曲线 或 轨 线 。 

设 U 是 M 上 包含 点 7(1) 的 一 个 坐标 邻 域 ,在 其 上 取 局 部 坐标 {zx,}。 设 点 7(1) 的 局 部 坐标 


为 {zi(t)}。 再 设 向 量 场 X 在 U 中 的 局 部 表达 式 为 X(z) = Dcn) 入. 于 是 曲线 7 是 向 量 


场 X 的 积分 曲线 的 充分 必要 条 件 是 对 <EJ 有 


dz i 一 
hn) i ln 《3.2.41) 


根据 常 微分 方程 的 解 的 存在 惟一 性 定理 ,对 于 给 定点 PE M, 存 在 点 p 的 一 个 邻 域 U 和 常 
数 e>0, 使 得 对 tE [一 e,e] ,方程 (3. 2.41) 有 局 部 光滑 解 zx,=zi(t); 且 满足 zx,(0) 一 zw,i=1， 
… sn 其 中 {zs ) 是 点 p 的 局 部 坐标 。 于 是 对 流 形 M 上 给 定 的 向 量 场 X ,我 们 得 到 一 条 当 :二 0 
时 经 过 点 p 的 局 部 积分 曲线 7,(1)。 利 用 解 的 延 拓 技 巧 ,可 得 向 量 场 X 的 一 条 饱和 积分 曲线 
7,:J==(a,6) 一 M, 且 满足 7,(0)=p, 则 称 /二 (a,6) 为 7, 的 最 大 存在 区 间 。 

一 般 地 ,对 应 饱和 积分 曲线 7, 的 最 大 存在 区 间 J 不 一 定 是 R=( 一 oo, 十 oo0), 且 了 往往 与 
初始 时 刻 m 和 初 值 p 有 关 。 如 果 对 任何 pE M, 某 向 量 场 X 经 过 点 p 的 积分 曲线 的 最 大 存在 
区 间 都 是 (一 ,十 cc), 则 称 该 向 量 场 是 完备 的 。 向 量 场 的 完备 性 对 应 着 常 微 分 方程 (3. 2. 41) 
的 解 的 整体 适 定性 问题 , 故 有 着 重要 的 意义 。 

流 形 M 上 的 向 量 场 X 的 支 集 是 指 X(z) 天 0 的 点 集 的 闭 包 , 即 

supp X= {rEMITX(z) 0 
可 以 证 明 , 流 形 M 上 有 紧 支 集 的 向 量 场 是 完备 的 。 特 别 地 , 紧 流 形 M 上 的 向 量 场 都 是 完备 
的 。 此 外 ,有 界 向 量 场 也 必定 是 完备 的 。 
对 于 M 上 的 完备 光滑 向 量 场 X , 令 7,(1) (1E R) 为 :=0 时 经 过 点 pE M 的 积分 曲线 。 记 
hp) =7D,pEM, +:ER (3.2.42) 
我 们 得 到 以 :为 参数 的 映射 p,:M->M。 对 于 固定 的 1,%, 是 一 个 从 流 形 M 到 自身 的 一 个 光滑 
映射 , 且 可 以 证 明 它 具有 下 列 性 质 : 

(1) =id; 

(2) poh = Ys tER, 

一 般 地 ,满足 性 质 (1) 和 (2) 的 映射 集合 {办 1:E R} 称 为 流 形 M 上 的 一 个 单 参数 变换 群 ,也 
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称 为 流 或 动力 系统 。 事 实 上 ,在 集合 { 由 } 中 取 映 射 的 复合 运算 作为 乘法 ,由 性 质 (2 得 知 ,1 多 } 
关于 这 个 乘法 是 封闭 的 , 且 乘 法 结合 律 成 立 。 再 由 性 质 (1) 得 知 ,加 可 作为 单位 元 素 。 此 外 ， 
由 性 质 (1) 和 (2) 有 
r= =, ViER 
因此 每 个 元 素 都 有 逆 元 素 y7' = 二,。 这 表明 风 是 一 个 微分 同 胚 。 于 是 { 录 ) 全 体 构成 一 个 
变换 群 。 顺 便 指出 , 它 是 一 个 交换 群 ,这 是 因为 由 性 质 (2) 有 
b= = b= VER 

接着 讨论 流 形 M 上 的 向 量 场 与 单 参数 变换 群 之 间 的 关系 。 由 前 面 得 知 , 流 形 M 上 完备 
的 光滑 向 量 场 X 可 以 生成 一 个 单 参数 变换 群 { 儿 } 。 反 过 来 , 流 形 M 上 的 单 参数 变换 群 
{ 几 1tER} 也 可 以 生成 一 个 完备 向 量 场 X, 使 得 它 在 M 上 的 积分 曲线 对 应 单 参数 变换 群 的 
轨 线 , 即 式 (3. 2. 42) 成 立 。 事 实 上 ,对 点 PE M, 我 们 取 单 参数 变换 群 经 过 点 p 的 轨 线 (Pp)， 
它 在 点 处 的 切 向 量 作 为 X(p), 即 对 任何 fEC“ (M) 有 方向 导数 


Xf Cp) = lim FLED AP pp) 《3, 2.43) 


车 取 点 p 的 邻 域 U 内 的 局 部 坐标 系 {z,), 令 点 p 的 坐标 为 (zp) ,点 水 (pp) 的 坐标 为 {yi (za ， 
… ,zpn)), 则 单 参数 变换 群 {p) 生 成 的 向 量 场 X 的 局 部 坐标 表达 式 为 


xm = 诡 | ， 导 


‘=0 9zi 

我 们 把 单 参数 变换 群 { 少 } 生 成 的 向 量 场 X 亦 称 为 该 单 参数 变换 群 的 无 穷 小 生成 元 。 

2. Lie 导数 

现在 考虑 在 流 形 M 上 的 函数 .微分 形式 和 向 量 场 沿 着 给 定向 量 场 X 的 积分 曲线 的 变化 
率 , 即 它 们 关于 向 量 场 X 的 Lie 导数 问题 。 

(1) 函数 的 Lie 导数 

定义 3.2.11 设 函数 fEC” (M) ,完备 向 量 场 XE 2(M),{ 几 } 是 X 生成 的 单 参数 变换 
群 ,zEM。 定 义 映射 Lx:C" (MD 一 C~(M) ,frH=Lxr 如 下 
JW(z)) 一 fCz) 

t 


(3.2.44) 


ee d . 
Lxf(z) = lim Wf B72)) ls, (3.2.45) 


并 称 其 为 函数 了 在 xE M 处 ( 即 :=0 时) 关于 向 量 场 X 的 Lie 导数 。 
显然 ,利用 函数 的 拉 回 映射 加 :C™~(M)->C~(M) 和 式 (3. 2.45) ,Lxf 亦 可 定义 为 


Lf (2) = lim A 所 到 re)| (3.2.46) 
此 外 ,由 式 (4. 2. 43) 和 式 (4. 2.45) 还 有 
Lxf (zx) = Xf (x) = df (X)z) (3.2.47) 


这 表明 函数 /关于 向 量 场 X 的 Lie 导数 就 是 函数 /在 X 方向 上 的 方向 导数 。 在 局 部 坐标 系 
{z} 下 ,如 果 X(z) = 6(z) 学 , 则 Lxf 有 局 部 表达 式 
Lxf(z) = Bes 2 .2.48) 


函数 了 的 Lie 导数 Lxf 有 下 列 基本 性 质 ， 
四 对 gsgEC“(CM) ER, 有 
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Lx Wf +hg) = ALxf 十 jaLxg (3.2.49) 
这 表明 Lx 是 线性 算 子 。 
加 对 JEC-(CM,XYES 红 M) hh MER, 有 
Laxmnf = ALxf +hLyf (3. 2. 50) 
图 对 /gsgEC”(M) 有 
Lx(fg) = gLxf +fLxg 《3.2.51) 
上 述 公式 可 通过 定义 直接 证 明 。 关 于 函数 的 Lie 导数 的 其 他 重要 性 质 将 在 后 面 进一步 介 
绍 ,可 参看 式 (3. 2. 58)、 式 (3. 2. 61) 和 式 (3. 2. 64) 。 
此 外 ,对 任何 :ER 和 zEM, 我 们 有 


是 rz) = 内 LarC) 《3.2.52) 
现在 证 明 如 下 。 利 用 式 (3. 2. 43) 可 得 到 
d,. -dr。 二 
f(D = = 
(CD) = Xf (Wz)) = 


Lxf (7)) = Lxf (7) 
式 (3.2.46) 就 是 式 (3.2.52) 当 +=0 时 的 特殊 情形 。 
作为 式 (3. 2. 52) 的 一 个 应 用 ,考虑 一 阶 偏 微 分 方程 初 值 问题 


au 司 a 
党 = DD Eb u(x,0) = g(x) (3. 2.53) 


其 中 , 自 变量 z= (zz,)ER"tER, 未 知 画 数 上 一 xz(zyt),ai(z)(Gi 一 1,…m) 和 &(z) 是 已 
知 的 C™ 函数 。 如 果 X(z) 二 (a,(z),…,a,(z)) 是 完备 向 量 场 , 它 生成 的 单 参数 变换 群 是 {y) ， 
则 ulz,t) 二 gl 如 (x)) 是 定 解 问题 (3. 2. 54) 的 解 。 事 实 上 ,将 它 代 人 方程 (3. 2. 53) 有 


au_d ds 
=f)) = #7) = 
Lrg(z) = Lxg(b(7)) = 
LtnD = = Dalz) 问 
和 u(z,0) = g( 加 (z)) = g(x) 
例 3.2.8 求解 一 阶 偏 微分 方程 攻 一 (z 二 >) ( 强 一 强 ) ,uz,y,0) 二 x 十 六 的 初 人 问题。 


取向 量 场 X 一 (z 十 y, 一 zx 一 y), 并 建立 相应 的 一 阶 常 微分 方程 组 ( 见 式 (3.2.41)) 


该 方程 组 有 初 值 (z,?) |,-。= (ze ,yo) 的 解 为 zx(D 一 (za 十 yo)t 二 zyy(D 一 一 (za 十 yt 十 
这 个 解 对 任何 初 值 (z。,y。) E R? 都 在 一 <:<< 十 c" 上 存在 ,从 而 向 量 场 X 是 完备 的 。 由 
式 (3.2.42) 得 到 X 生成 的 单 参数 变换 群 为 

Ty) 一 ((z 十 2) 十 z, 一 (z 十 十 切 
根据 前 述 结果 ,这 里 的 初 值 问题 的 解 为 
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Mu(zyyyt) =[(z+ yirF+[— (r+yit+y] = 
2(r+Ir+2r ytr +y 

(2) 微分 形式 的 Lie 导数 

考虑 到 流 形 上 的 C” 函 数 就 是 M 上 的 0 -形式 ,因此 可 以 把 上 面 给 出 的 函数 关于 向 量 场 的 
Lie 导数 概念 推广 到 一 般 的 微分 形式 。 

定义 3.2.12 设 wE€F8?(M)(0<p<n) 是 n 维 流 形 M 上 的 一 个 p -形式 ,XE 9(M) 是 M 
上 的 一 个 完备 向 量 场 ,{) 是 六 生成 的 单 参数 变换 群 ,zE M。 定 义 映射 Lx :9?(M) 一 9?(M)， 
wyLxw 为 


Liw(z) = lim (2) 一 wz) 一 Mr wz) ， (3. 2, 54) 


0 t 

并 称 其 为 p -形式 @ 在 xE M 处 关于 向 量 场 X 的 Lie 导数 。 当 p=0 时 , 式 (3. 2. 54) 就 给 出 
函数 的 Lie 导数 定义 , 即 式 (3. 2. 46) 。 

设 Y 是 向 量 场 X 在 M 上 的 一 条 积分 曲线 , 当 :一 0 时 经 过 点 zE M。 于 是 在 1 时刻 到 达 的 
位 置 为 多 (z)。 由 于 映射 J 把 点 加 (z) 处 的 -形式 w(x))E hs(M) 拉 回 空间 A?(M) 
中 ,成 为 在 A2(M) 上 的 一 个 依赖 于 参数 1 的 p -形式 yrw(z)。 因 此 ,由 式 (3. 2. 54) 给 出 的 
Lxw(z) 反 映 p -形式 。 沿 向 量 场 X 的 积分 曲线 的 变化 率 。 

微分 形式 w 的 Lie 导数 Lxw 有 下 列 基本 性 质 

Q@ Lx 是 线性 算 子 , 即 对 w,0E F?(M) ,41,4,ER, 有 


Lx (hwt+ 0) = ALxw thLx0 (3. 2.55) 
四 对 wE9"(M),X,YE9M) ,NA1,AER, 有 
Laxmne = ALxw thLyw (3. 2. 56) 
@@ 对 wE9?(M),0E Fr'(M), 有 
Lx(w Ab) 一 Lxo 人 6 十 四 人 Lp (3.2.57) 
@ 对 wEF?(M), 有 
Lx(dw) = d(Lxw) (3.2.58) 


这 同样 表明 算 子 Lx 与 d 是 可 交换 的 , 即 Lx*d=d*Lx。 

性 质 (1) 一 (3) 是 前 面 关于 函数 的 Lie 导数 性 质 的 推广 ,其 证 明 也 是 类 似 的 。 在 证 明 
式 (3. 2. 58) 时 要 用 到 内 与 d 的 交换 性 ( 见 式 (3. 2. 30))。 后 面 还 要 介绍 微分 形式 的 Lie 导数 
的 其 他 重要 运算 性 质 ( 见 式 (3. 2. 60) 、 式 (3. 2. 62) 和 式 (3. 2. 63)) 。 

同样 地 ,类 似 式 (3. 2. 52) ,对 任何 :ER 和 zEM 有 


Boz) = gr Lolz) (3.2.59) 

现在 讨论 微分 形式 的 Lie 导数 的 局 部 表达 式 。 首 先 考虑 1 -形式 o。 在 局 部 坐标 系 {z,} 

下 , 令 w(z) = Benar, X(z) = ew 。 由 式 (3. 2. 57) 和 式 (3. 2. 58) 得 到 局 部 表 
达 式 为 ， 


Lxw(z) = D) (Lxai(z)dzri 十 ai(z)Lxdzi) 一 
各 


2D LxaiCz)dz; 十 ai(z)dCLxr)) = 
pa 
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Dem +e yz ) SS )ar 


其 中 用 到 了 Lxzi(z)=&(zx)。 我 们 利用 上 述 结果 和 式 (3. 2. 57) ,可 以 得 到 p -形式 的 Lie 导数 
的 局 部 表达 式 。 最 后 ,对 于 标准 n -形式 (xz) 二 dzxi 人 … 人 dz, 由 式 (3.2.57) 和 式 (3, 2. 58) 
得 到 


LxQ(z) = >)drz 人 … A Lxdr, 人 … 人 dz = 
| 


dr A… Ad6(z) 人 … A dr, = 


(2 ED)an, A … A dzr, = 
(div X)O(z) 
其 中 ,div X 为 向 量 场 X 的 散 度 。 由 此 可 见 Lie 导数 LxQ -描述 沿 向 量 场 X 的 方向 上 的 体积 变 
化 率 ,因此 该 结果 反映 了 向 量 场 的 散 度 的 几何 意义 。 
下 面 再 介绍 Lie 导数 算 子 的 其 他 重要 性 质 。 它 们 给 出 了 算 子 Lx ,ix 和 d 的 关系 ,并 在 有 
关 Lie 导数 的 运算 和 计算 中 有 重要 作用 。 令 wEZ?CM) (p==0,1,…,n),XE9XM), 则 有 如 下 
性 质 ， 
(oy Lxw = ix (dw) + d(ixw) (3.2.60) 
这 表明 算 子 Lxvix 和 d 满足 同 伦 恒等式 Lx =ix。d 十 deix。 特 别 地 , 当 w=/E€ FM)( 即 
C™~(M)) 时 ,有 
Lxf = ixdf (3.2.61) 
@ Lx Cixw) = ix(Lxw) (3.2. 62) 
这 表明 算 子 Lx 与 ix 是 可 交换 的 , 即 Lx*ix 二 ix*Lx。 
图 对 JEC”(M), 有 
Lxw 一 几 xo 十 df A ixvw (3.2.63) 
由 此 可 见 , 当 f 关 const 且 p 隆 0 时 ,一 般 地 Lnx 关 fLx。 然 而 , 当 p=0 时 , 即 w=g€EC”*(M)， 
则 有 
Liaxg = fLxg (3.2. 64) 
同样 地 , 当 f=4=const 时 ,有 
Lxw = Lxw (3.2.65) 
即 前 面 的 式 (3. 2. 56) 的 结果 。 
现在 给 出 上 述 公式 的 证 明 。 先 证 明 性 质 @D 。 我 们 利用 归纳 法 。 当 p=0 时 , 即 对 函数 
了 EF"(M), 因 is/ 一 0, 故 由 式 (3.2.40) 和 (3.2.47) 有 
ix(CdP) + dlixf) =ix(df) = Xf = Lxf (3. 2. 66) 
再 设 式 (3. 2. 60) 对 p -形式 9 成 立 。 由 于 任何 (p 十 1)- 形 式 都 可 写成 2 df; 人 4, 的 形式 .其 中 


所 EF%(MD ,0.E 9?(M) ,并 考虑 到 Lx 是 线性 算 子 ,只 需 证 明 式 (3. 2. 60) 对 w=df 人 9 成 立即 


第 三 章 微分 流 形 及 其 应 用 147 


可 ,其 中 fE9°(M) ,90E FZ?(M)。 一 方面 ,由 式 (3.2.57) 有 
Lxw =Lx(df A 0) = (Lxdf) A 90+df ALxg (3.2.67) 
另 一 方面 ,由 式 (3. 2. 21) 、 式 (3. 2. 22) 和 式 (3. 2.35) 有 
ixdw 十 dixw =ixd(df A +dix(df A 0) = 
—ix(df A dD) +d((ixdf) A 0—df Aixg) = 
— (Cixdf) A do+ df A (ixd9) 十 
dlixdf) A 8+ (Cixdf) A dg 二 df A (dix0) 
将 上 式 的 第 一 项 和 第 四 项 相 消 ,再 由 归纳 法 的 假设 ,以 及 式 (3.2. 58) 和 式 (3. 2.66) 有 
ixdw 十 dirw 一 df A (ixdg 十 dixg) 十 dGixdF) 人 0 一 
df 人 ALxg+d(ixdP A9= 
df ALx0+d(Lxf) A9= 
df A Lx0+(Lxdf) 人 8 (3.2.68) 
比较 式 (3. 2. 67) 和 式 (3. 2. 68) 后 得 到 Lxw=ixdw 十 dixw ,从 而 式 (3. 2.60) 得 证 。 
再 证 明 性 质 @@。 由 式 (3. 2. 60) 和 式 (3. 2. 38) ,一 方面 ,有 
Lx(Cixw) = ixdixw + dixixw = ixdixw 
另 一 方面 ,有 
ix(Lxw) = ixixdw+ ixdixw = ixdixw 
比较 上 面 的 结果 , 即 得 式 (3. 2. 62) 。 
最 后 证 明 性 质 @@。 由 式 (3. 2. 60) 和 式 (3. 2. 37) 有 
Lxw =imdw+t dimw = 
fixdw+ d(fixw) = 
fixdvot+ df Mixw+t fdixw = 
flixdwt+ dixw) + df Aixo = 
{Lewtdf Aixw 
从 而 式 (3. 2. 63) 得 证 。 对 gE€C™(M) ,考虑 到 ixg 一 0, 即 得 式 (3. 2. 64)。 
(3) 向 量 场 的 Lie 导数 
设 XE RM) 是 流 形 M 上 的 一 个 完备 向 量 场 ,{ 几 } 是 X 生成 的 单 参数 变换 群 。 如 果 另 有 
YE 铁 MD ,现在 考虑 向 量 场 Y 关 于 X 的 Lie 导数 , 即 沿 着 X 的 积分 曲线 (xz) 分 布 的 切 向 量 
Y(W(z)) 的 变化 率 。 为 此 我 们 利用 切 映射 (y-,) . 把 点 几 (z) 处 的 切 向 量 Y( 儿 (z)) 映 到 点 工 
的 切 空间 T:M 上 ,成 为 在 T.M 上 一 个 依赖 于 参数 : 的 切 向 量 (y,，) ,Y(y,(x)) ,然后 定义 向 量 
场 的 Lie 导数 。 
定义 3.2.13 设 X,YE 3(M) 是 流 形 M 上 的 向 量 场 ,{4} 是 X 生成 的 单 参数 变换 群 ， 
ZIEM。 定义 映射 Lx:MD) 一 93(M) ,YLxY 为 
Lrco =lim (Yet) — Ys) 
.YC)) 四 (3.2.69) 


并 称 其 为 向 量 场 Y 在 zE M 处 关于 向 量 场 X 的 Lie 导数 。 
定义 3.2.14 设 XYESKMD),zEM。 定 义 映射 [。，. :20M) X90(M) 一 9(M) ,X,Y) 
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H=[X,Y, 使 得 对 任何 JE C“ (MD) 有 


[X,Y]f(z) = X(Yf) (zx) —Y(Xf)(z) (3.2.70) 
[X,Y]E 多 M) 称 为 向 量 场 X 和 YY 的 Lie 括号 ( 亦 称 为 Lie -Poisson 括号 ) 。 它 也 可 写成 
[X,Y] = XY 一 YX (3.2.71) 
此 外 ,[X,Y] 亦 可 记 作 adxY。 


定理 3.2.3 对 X,YE3(M) 有 
LxY = [X,Y] (3.2.72) 
证 任 取 /EC”(M)。 考虑 到 加 =id, 对 应 的 切 映射 (加 ). 一 id, 于 是 式 (3. 2. 70) 可 写成 


人 一 ¥(z) p(y) i 


(pi) Yhz)) 一 Y(z) 
下 
tim EE = Yn) 


现在 定义 函数 g,EC~(M) 如 下 :对 zEM 有 gz) 一 一 荆 (f(yg(z)) 一 f(z)), 1 夫 0. 显 


然 有 go(z) 一 XJFCz) ,而且 f(%(7))=(f 二 tg.) (zx)。 
此 外 ,由 式 (3. 1. 25) 还 有 (( 儿 ).Y(z)) 太 (多 (z)) = 二 Y(f。W) (xz)。 将 上 述 结果 代 和 人 
式 (3.2.73), 有 


(LxY) f(x) =lim 
lim(). f(r)) = 
ro0 


f (g(r)) (3.2.73) 


Yf (Gz) YUf+ig) (7) 
t 


Yf (g(x)) —Yf (zx) 
学 


(LxY)f =lim 


i 
Lx(Yf) (7) —Y(Xf)(z) = 
XCYP)(z) 一 YCXF)(z) = 
[X,Y]f(z) 
由 f 的 任意 性 , 式 (3. 2.72) 得 证 。 
根据 式 (3. 2. 72) 和 式 (3. 2. 70) 容 易 得 到 向 量 场 的 Lie 导数 的 局 部 表达 式 。 在 局 部 坐标 系 


{zi) 下 , 令 X(z) = Dn) 起 ,YCn) = Ds 起 ，, 则 有 
各 


一 Y(z) lim g,(x) = 
0 


LxY = [X,Y] = Dt 入 二 (3.2.74) 
各 
其 中 
kz) = 3 (sn RD Wlz 车 ) (3.2.75) 
| 5 
向 量 场 的 Lie 导数 的 运算 性 质 可 用 Lie 括号 表示 如 下 : 
@ 对 和 ER, 有 
[XX + A XY] = A LX ,YI + LX ,Y] (3.2.76) 
[XAY 十 hbY:] = ALX,Y + ALX,Y,] (3.2.77) 


pL。,，。] 是 双 线 性 的 。 
© [X,Y] =—[Y,X] (3.2.78) 


第 三 章 微分 流 形 及 其 应 用 


149 


即 [。,。] 有 反 交换 性 。 显 然 有 [X,X] 一 0。 


图 对 X,Y,ZE 鸡 M), 有 
[LX,[Y,Z]] 十 [Y,[Z,X]] 十 [Z,[X,Y]] =0 


即 [。,。 ] 满 足 Jacobi 恒等式 。 


回 对 f,gEC”(M), 有 


[/X,gY] = f/f(Xe)Y ~— g(Y/X+ feLX,Y] 


上 述 公式 可 利用 定义 3. 2. 14 直接 证 明 。 


向 量 场 的 Lie 导数 还 有 下 列 性 质 : 
@ 对 X,Yi,…,Y, EAM),wEF?(M), 有 


(3.2.79) 


(3.2. 80) 


p 
(Lxw) (Ye,) = Lx (olYi ,yy)) 一 Doly, oo LxYi Ys) (3.2.81) 
be 


现在 对 p==1 的 情形 给 出 证 明 , 至 于 一 般 情形 可 进一步 用 归纳 法 证 明 。 为 方便 起 见 , 记 对 偶 积 
w(Y)=w。Y。 其 中 ,YE 9(M),wE 8'(M)。 我 们 先 证 


Lx(w»Y)= (Lxo)。Y 十 w。(LyY) 


(3, 2.82) 


这 表明 Lie 导数 关于 对 偶 积 的 作用 满足 Leibniz 法 则 。 在 局 部 坐标 系 {z} 下 , 令 X = 


于是 oY 一半 an .由 式 (3.2.48), 有 
i i i=l Ti im1 iwl 


ee 
Lxro*Y) =》52 (Dan)= 
2 (em) 


加 [总 n+a(s 加 )]- 


(Lxo) 。Y 十 w。(CLxY) 


因此 式 (3, 2. 82) 得 证 。 上 式 又 可 以 写成 


即 


(Lxo)。Y 一 Lx(o。.Y) 一 w。(LxY) 
(Lxw)(Y) = Lx(w(¥)) 一 woCLxy) 


这 就 是 式 (3.2. 81) , 当 p==1 时 的 结果 。 式 (3. 2. 81) 给 出 了 微分 形式 和 向 量 场 的 Lie 导数 之 间 
的 相互 关系 ,有 时 也 可 作为 微分 形式 的 Lie 导数 的 定义 。 


加 对 X,YE 鸡 M),wEGy(M), 有 


[Lxviy]o = irxnw 


(3. 2. 83) 


其 中 , [Lx,iy] 二 Lx 一 入 。Lx。 这 表明 [Lx,iy] = itxm。 事 实 上 ,由 iy 的 定义 ( 见 
式 (3. 2. 33)) 和 式 (3. 2.81) 知 , 任 取 X,,…,X,_,E 39(M) 有 


iy (Lxw)) (Xi Xp) 一 (Lxw)(Y,X 


Xi) 一 
Lx(wY, Xi Xe D)) — w(LxY, Xi Xn1) — 


a 
DY ,Xs LX Ke) 一 


a 
Le(CCiyw)(X Xn)) 一 Drow) CX LyX 
a 


:X11)— 
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w([X,Y],X KX) 一 
(CLx(iyw))(Xi Xi) 一 (Cirxma)CX we Xp ) 
由 X1,…，,X,-1 的 任意 性 ,得 知 式 (3. 2.83) 成 立 。 
@ 对 X,Y,ZE2(M),wEF?(M), 有 


[Lx,Ly]2 = LoxnZ (3.2.84) 
[Lx,Ly]o = Loxnow (3.2.85) 
其 中 ,[Lx'Lr] 一 Lx*Ly 一 Ly*Lx。 这 表明 [Lx,Ly] 一 Locn 。 
关于 性 质 (3) 的 证 明 留 作 习 题 。 
我 们 还 可 以 按 递 推 方式 去 定义 高 阶 Lie 导数 , 即 对 XE 3(M) ,有 
Lf = Lx (Lf), f € C™(M) (3. 2. 86) 
Liw = Lx (Li'w), w € F?(M) (3.2.87) 
LY = Lx(LAY)，YE HM) (3. 2. 88) 
在 此 规定 LXf=f,Lxw=w 和 LXY=Y。 
3. Lie 代数 


定义 3.2.15 设 V 是 数 域 K 上 的 线性 空间 ,在 V 中 定义 Lie 积 运 算 ( 即 “乘法 ”运算 ) 
[，，"]:VxV-V,(CX,Y)H=[X,IZ 且 满足 下 列 条 件 : 


四 双 线 性 
对 和 ,hEK, 有 

[A Xi + A Xa] = [Xi ,YI + A [X,Y] (3.2.89) 

[X, Yi 十 layY:] = CCX,Yi] 十 tx[X,Y:] (3.2.90) 
@ 反 交换 性 

[X,Y] = 一 [Y,X] (3. 2.91) 

@ Jacobi 恒等式 

[LX,[LY,2]]+[Y,[Z,X]]+[Z,LX,YJ]=0 (3.2. 92) 


则 称 V 为 数 域 K 上 关于 [，,' ] 的 Lie 代数 ( 亦 称 Lie 环 ) 。 显 然 ,对 于 任何 XEV 有 [X,X] 
一 0。 

例 3.2.9 由 前 面 的 公式 (3. 2.76)~(3. 2.79) 得 知 , 流 形 M 上 的 光滑 向 量 场 空间 9(M) 
关于 向 量 场 的 Lie 括号 [。,， ]( 即 向 量 场 的 Lie 导数 ) 成 为 一 个 Lie 代数 。 

例 3.2.10 设 U 是 2n 维 流 形 M 上 的 一 个 坐标 邻 域 ,对 f,gEC“(U) 定 义 Poisson 括号 
{f,g), 使 得 在 局 部 坐标 系 (q ，… ,gq, ;PP ，…,p,) 下 有 


{fg8} = 9f og _ 3f 9g 
pe P67 3 3g: (3.2.93) 


则 C”(U) 关 于 Poisson 括号 {。,，，} 成 为 一 个 Lie 代数 。 请 读者 根据 定义 自行 证 明 。 

非 线性 系统 的 状态 空间 通常 是 一 个 微分 流 形 ,其 运动 方程 对 应 着 一 个 向 量 场 , 描 述 系统 状 
态 变化 的 运动 轨 线 就 是 这 个 向 量 场 的 积分 曲线 。 因 此 , 非 线性 系统 可 以 用 向 量 场 及 有 关 的 微 
分 几何 工具 进行 研究 ,其 中 Lie 导数 和 Lie 代数 在 研究 非 线性 系统 的 几何 方法 中 起 着 重要 
作用 。 


3.2.8 伴随 微分 形式 \.Hodge 星 算 子 
设 (M,g) 是 维 已 定向 的 Riemann 流 形 (参看 3.1.5 和 3.3.1),U 是 M 上 含 z 的 一 个 
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坐标 邻 域 ,其 上 局 部 坐标 为 {z;} 。 取 切 空间 TM 的 一 个 基底 {a/ari|:}。 令 gy (zx)=g:(9/9zi|:， 
a/azi|:)(ij=1,…,D ,并 记 矩 阵 (8" (z)) 一 (gs(z)) 1。 令 det(gs) 二 G; 显 然 ,det(g') 一 
(cu 

定义 3.2.16 设 wE9?(M) 是 MM 上 的 一 个 p -形式 , 它 在 U 中 的 局 部 坐标 表达 式 为 w 一 


二 7 a (z)dzs A … 人 dry 。 定 义 映 射 * :9*(M) 一 GZ"-*(M) ,wp *ow 为 


4 1 
"uo mT BD bi Cz) dr, A… A dz (3.2.94) 
Me 


其 中 ,位 和 "in} 是 (Lv 的 一 个 全 排列 ,6 


= 炬 习 c rsacr ,并 到 air4 = 


2) gheegirras i, rLevi- Civita 符号 ei ， 在 此 定义 一 般 的 Kronecker 记号 如 下 : 
E 当 上 指标 为 下 指标 的 偶 置换 


J 


一 1， ” 当 上 指标 为 下 指标 的 奇 置换 
0， 其 他 情形 
我 们 称 * w 为 微分 形式 w 的 伴随 (或 对 偶 ) 形 式 ,并 称 映射 * 为 Hodge 星 算 子 。 

可 以 证 明 , 式 (3. 2.94) 在 保定 向 的 局 部 坐标 变换 下 是 不 变 的 (参看 定理 3. 3. 3), 且 它 在 M 
的 任 一 个 坐标 邻 域内 都 成 立 ,因此 可 以 将 Hodge 星 算 子 的 定义 延 拓 到 整个 流 形 M 上 ,从 而 给 
出 在 M 上 定义 的 (n 一 p) 次 微分 形式 *w。 


eel 


Hodge 星 算 子 有 以 下 性 质 : 
(1) * 是 线性 映射 , 即 对 ,XE R,u ,w EFr(M) 有 
# (Nw hw) = A (#0) A w) (3.2. 95) 
进一步 地 ,对 f,g€9°(M)=C”(M) 也 同样 有 
* (fo 十 Buz) = f(t0) gw) (3.2.96) 
(2) 对 wEG2(CM), 有 
#(#w) = (—1)""Dw (3.2.97) 
即 ** 二 (一 1)*" ”id, 其 中 id 是 恒 等 算 子 。 于 是 有 
(w= (— Dw (3.2.98) 


即 (* )- 一 (一 Der x 。 
(3) 对 常 值 函 数 = 1E 9*(CM) ,有 


*1=p, *py=1 (3.2.99) 
其 中 -形式 y=VGdzi A… A dz,。 
一 般 地 ,对 f€E °CM), 有 
*f=fp, *(fx)=f (3.2.100) 
(4) 对 w,0E ZF?(M), 有 
whA(*0)=0N (xw) (3.2.101) 


性 质 (1) 和 (3) 可 以 直接 根据 定义 3. 2. 16 证 得 。 现 在 证 明 性 质 (2)。 对 wE F*CM) ,有 
*wE9"?(M), 它 们 的 局 部 坐标 表达 式 见 定义 3. 2. 16。 对 * w 再 进行 一 次 x 运算 ,得 到 
* 《x* ww) EZ?(M) , 记 其 坐标 表达 式 为 
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(ao) 一 5 bp 
根据 定义 3. 2.16, 其 分 量 为 


2_YG 
ci 一 


drs A eh dr, 


其 中 
bwin = 过 Bg bi, = 


-ty 


“ip 


i 


考虑 到 wj， 二 ht ， 再 根据 行列 式 的 定义 , 故 有 


ee 
hh 


det(g" )e,.. 
GT en 


一 


ii 


于 是 我 们 得 到 
2 2 Oe he = 


a Si 


和 lin 
a 
RE B,D = 
全 
(— Dermnass, 
由 此 可 见 式 (3. 2. 97) 成 立 。 


最 后 证 明 性 质 (4)。 对 w, 9€ 多 *M), 分别 记 其 局 部 坐标 表达 式 为 。 = 
1 
p12 


(MD, 记 w 人 (*0) = 二 eisdz 人 … 人 dz， 其 分 量 为 


(Crz)dz A ee A dr ,8 一 py BD) bis, (Tdzs A A dz o 于 是 w A (#0) E 


mm Tn) Doar A 


FL 1, 党 马 Dan bt ent 


i 


考虑 到 
2 Dh na 


Dr ee 


,2 2 Ce 


ry 


i 


和 
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Gn — PD lbpes es, 
故 有 


2 


类 似 地 ,9A( ee 故 式 (3. 2. 101) 成 立 。 
例 3.2.11 考虑 三 维 欧 氏 空间 R:。 在 其 上 取 直 角 坐 标 系 (z,y,z), 则 Riemann 度量 矩阵 
元 家 为 gy =65(i,j 一 1,2,3)。 于 是 有 g ”一 60”(i,j 二 1,2,3) 和 G=1。 直 接 计 算 后 得 到 
*dr=dyMdz, *dy= dz A dzr, *dz=drAdy 
* (dy 人 dz) = dz, * (dz 人 dz) = dy, * (dz A dy) = dz 
*1=drAdyAM dz 
* dz 人 Ady Adz 一 1 
对 于 JEC”(R:), 有 
*f= /dz 人 AdyA 人 dz 
* (jdz 人 dy 人 dz) = 了 


3fgs 4 9fay ta 
此 外 ,由 df = 史 dz 十 比 dy + 中 dc, 得 到 
“df = Idy A de + BLde A dr + Bd Ady 


若 取 球 坐标 系 (r,g,9), 则 其 Riemann 度量 矩阵 元 素 为 gu 一 1,gz 一 一 ,gu 二 rsin’ 9, gy 
一 0 (i 天 ))。 于 是 有 8 一 1,82 一 于,893 一 (rsin 0) 全 ,g* 二 0(i 关 j) 和 G=r'sin* 0， 对 于 


9 9 9 9 
/EC™(R'), 有 df 二 3Ldr++9d0+ SLdp, 因此 * df==rsin 0 对 d0Adg 十 sin 0 29dpA dr 十 


af 

王 克 hdr 和 a9 
例 3.2.12 在 R: 中 取 直 角 坐 标 系 (z,y,z), 则 对 于 ee 
_ jae aa 36_ ga _ 3a, 动 ，ac 

a (Es 器 )az+( 闫 -- 天)dy + (FE) dro 总 + 总 + 关 。 


显然 , 若 取 向 量 场 4= 扩 i 十 妈 十 路 , 则 *d 和 * d* 对 1 -形式 w 的 作用 分 别 对 应 向 量 分 析 
中 的 roth 和 div4 的 概念 。 这 样 我 们 又 得 到 旋 度 和 散 度 的 另 一 表述 方式 。 连 同 例 3. 2. 3 的 
结果 ,我们 可 将 微分 形式 与 向 量 分 析 的 运算 对 照 如 下 ， 

grad 二 d( 作 用 在 0 -形式 上 ) 
rot 二 d( 作 用 在 1 -形式 上 ) 或 * d( 作 用 在 1 -形式 上 ) 
div = d( 作 用 在 2 -形式 上 ) 或 * d* (作用 在 1 -形式 上 ) 


3.2.9 余 微 分 、 调 和 算 子 


前 面 已 经 知道 ,外 微分 算 子 d:9*(M)-~Ge:(M) 是 一 种 使 微分 形式 的 次 数 增加 一 次 的 线 
性 微分 算 子 ,这 里 引进 另 一 种 使 微分 形式 的 次 数 减少 一 次 的 线性 微分 算 子 6。 
定义 3. 2. 17 设 (M,g) 是 n 维 已 定向 的 Riemann 流 形 ,对 wE 3*(M) ,定义 映射 
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:FM >F II(M) ,wh dw 如 下 


60D dro (3.2.102) 
我 们 称 6w 为 微分 形式 w 的 余 微 分 。 当 p=0 时 , 即 对 于 fE C“ (M) ,因为 * JE 9"(M), 故 
8f=0。 
由 式 (3. 2.102) 直 接 看 到 ,6 是 一 个 线性 微分 算 子 。 它 有 以 下 性 质 ， 
GD |. ¥=0 (3.2.103) 
(2) dx8=6xd=0 (3.2.104) 
(3) #0d = ddx*, *dd= 6d* (3.2.105) 
(4) 对 于 wE Ze(M) ,有 
xi 一 (一 Dodxaw (3.2.106) 
B40= (—D" yx da (3.2.107) 
上 述 性 质 的 证 明 留 作 习 题 。 在 后 面 的 3. 3. 3 ,我们 还 要 指出 ,外 微分 算 子 d 和 余 微 分 算 子 


6 是 互 为 共 辐 的 线性 微分 算 子 。 

类 似 于 前 面 定义 过 的 闭 形式 和 恰当 形式 ,下面 定 义 余 闭 形式 和 余 恰 当 形 式 ， 

定义 3.2.18 设 (M,g) 是 nn 维 已 定向 的 Riemann 流 形 ,wE€F?(M)。 如 果 6w=0, 则 称 w 
为 余 闭 微分 形式 (简称 余 闭 形式 )。 如 果 存 在 0E Fr"!(M) ,使 得 w=69 成立, 则 称 w 为 余 恰当 
微分 形式 (简称 余 恰当 形式 ) 。 

定义 3.2.19 设 (M,g) 是 n 维 已 定向 的 Riemann 流 形 ,定义 映射 A19?CMD) 一 Z?(M) 如 下 

A= +6d (3. 2. 108) 

和 A 称 为 Riemann 流 形 M 上 的 调和 算 子 ,又 称 广义 Laplace 算 子 或 Hodge - Laplace 算 子 。 若 
wE FI(M) 满 足 方 程 Aw=0, 则 称 w 为 调和 形式 。 

由 式 (3. 2. 108) 直 接见 到 ,A 是 一 个 线性 微分 算 子 。 它 有 以 下 性 质 ， 


(1) A= (d+6) 《3.2. 109) 
(2) d*A=A.d=d..d (3.2.110) 
(3) .A=A.6=6.d.6 (3.2.111) 
(4) *A=A* (3.2.112) 
上 述 性 质 的 证 明 留 作 习 题 。 
例 3.2.13 对 于 /EP CM)=C~(M) ,因为 sf=0, 故 有 
Ar = jd (3.2.113) 


特别 地 , 取 M 二 R" ,在 直角 坐标 系 {zx} (i 二 1,…,n) 下 利用 式 (3.2.113) 和 (3. 2. 102) ,我 们 得 到 
A7-i( 守 dx)= 


FE bs 
-加 玫 (3.2.114) 


由 此 可 见 , 当 作用 在 R' 的 光滑 函数 /上 时 ,调和 算 于 A 与 通常 的 Laplace 算 子 > 小 只 相关 


一 个 符号 。R" 上 的 调和 0 -形式 满足 通常 的 Laplace 方程 ,也 就 是 通常 的 调和 函数 。 因 此 流 形 
M 上 的 调和 算 子 和 调和 形式 是 通常 R' 上 的 Laplace 算 子 和 调和 函数 的 概念 向 微分 形式 的 
自然 推广 。 
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关于 调和 形式 和 调和 算 子 有 如 下 的 定理 。 

定理 3.2.4 设 M 是 已 定向 的 无 边 紧 Riemann 流 形 , 则 微分 形式 wE 3?*(M) 是 调和 形式 
的 充分 必要 条 件 是 dw 二 0 和 dw 二 0, 即 w 同时 是 闭 形式 和 余 闭 形式 。 

定理 3.2.5 设 M 是 已 定向 的 无 边 紧 Riemann 流 形 , 则 M 上 的 调和 算 子 A 是 正定 的 自 
伴 线性 微分 算 子 。 

这 些 定理 的 证 明 放 到 后 面 的 3. 3. 3。 


3.2.10 微分 形式 的 一 些 应 用 


大 量 的 实际 系统 可 以 通过 微分 方程 描述 其 状态 或 运动 。 但 是 微分 方程 依赖 于 坐标 系 的 选 
取 , 只 能 给 出 系统 的 局 部 描述 。 在 本 小 节 里 ,我 们 利用 微分 形式 去 表达 系统 的 状态 方程 或 运动 
方程 ,从 而 给 出 系统 的 大 范围 的 内 蕴 描 述 。 这 种 表示 不 仅 与 坐标 系 的 选取 无 关 , 而 且 往 往 有 突 
出 的 简明 性 ,可 以 更 深刻 地 反映 系统 的 物理 本 质 。 基 本 思想 是 选取 适当 的 微分 流 形 作为 系统 
的 状态 空间 ,在 其 上 构造 由 有 关 状 态 变量 给 出 的 微分 形式 ,再 利用 微分 形式 的 运算 法 则 以 及 有 
关 的 科学 假设 和 结果 ,最 终 建 立 用 微分 形式 表示 的 公式 ,并 用 于 研究 系统 的 大 范围 性 态 。 下 面 
通过 力学 .热学 电磁 学 ,控制 学 等 方面 的 例子 予以 说 明 。 

1. 质点 系 的 Hamilton 力学 系统 

由 3.1.3 和 3.1.4 知 道 , 力 学 系统 通常 有 两 种 描述 方式 :Lagrange 体系 和 Hamilton 体系 。 
由 于 Hamilton 体系 清楚 地 反映 力学 系统 的 几何 背景 ,因此 更 适合 采用 微分 流 形 的 数学 工具 
进行 描述 。 我 们 在 这 里 着 重 讨论 质点 系 的 定常 Hamilton 力学 方程 如 何 用 微分 形式 表达 的 问题 。 

设 nn 个 自由 度 定常 力学 系统 的 位 形 空间 是 维 微分 流 形 M, 在 其 上 取 广义 坐标 9= (9 ， 
… ,4") ,相应 的 广义 速度 为 9 二 (1,，…,G4。,)。(q,4) 给 出 切 从 TM 的 局 部 坐标 。 设 该 系统 有 
Lagrange 函数 L: TM 一 R. 记 为 L(g,9), 并 引入 广义 动量 pC(P4，…,p,) ,其 中 p,=9L/99,(i 二 
1,…,n)。(g, 记 ) 给 出 余 切 从 TM 的 局 部 坐标 。 定 义 该 系统 的 Hamilton 函数 H:T* M 一 R 


为 Hlg,p)= Bos 一 L(q,) ,在 这 里 的 9; 都 应 表示 成 (g,p) 的 函数 。 特 别 地 ,如 果 该 系统 


是 保守 的 ( 即 有 势 的 ) ,将 动能 函数 :TM->R 记 为 T(g,4) ,势能 函数 V:M->R 记 为 VCg), 则 
有 L(g,9) 二 T(g,4) 一 V(q),H(gq,p) 二 T(q,4) 一 V(q)( 这 里 亦 需 将 & 表示 成 (g,p) 的 函 铸 )。 
显然 ,对 定常 保守 力学 系统 ,Hamilton 函数 的 物理 意义 就 是 系统 的 总 能 量 。 

现在 考虑 定常 Hamilton 力学 系统 。 我 们 取 2n 维 微分 流 形 P 二 T* M 作为 状态 空间 ( 相 空 
间 ) ,该 系统 的 Hamilton 函数 厅 不 显 含 时 间 +:。 由 经 典 分 析 力 学 知道 ,车 在 已 的 一 个 坐标 邻 
域 U 上 取 局 部 坐标 (g,p), 其 中 g 和 分别 为 广义 坐标 和 广义 动量 ,定常 力学 系统 的 运动 方程 
是 Hamilton 正则 方程 
=28, ,9H 

9p: 99， 

该 方程 完全 由 能 量 函 数 妃 所 决定 , 且 具 有 特有 的 简洁 性 和 反对 称 性 。 为 了 深入 揭示 Hamilton 
力学 系统 的 本 质 和 开展 大 范围 分 析 , 我 们 需要 研究 Hamilton 力学 系统 的 内 荀 描述 。 事 实 上 ， 
定常 Hamilton 力学 是 建立 在 辛 流 形 的 几何 结构 基础 上 的 。 

定义 3.2.20 . 设 P 是 一 个 2n 维 币 分 流 形 ,o 是 已 上 的 一 个 非 退 化 的 闭 2 -形式 ( 即 忆 满 
足 do 一 0, 且 若 对 任何 YE HP) 有 ixw(Y) 二 0, 则 X=0), 称 为 P 上 的 一 个 辛 形式 ( 辛 结构 ) 。 


， 一 1,2,， (3.2.115) 
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赋予 辛 结构 的 流 形 (P,w) 称 为 辛 流 形 。 
定理 3. 2.6(Darboux 定理 ) ww 是 2n 维 流 形 P 上 的 辛 形式 的 充分 必要 条 件 是 对 于 PP 上 
的 每 点 的 某 个 邻 域 U, 存 在 局 部 坐标 (g,,p,)(i=1,…,n) ,使 得 “在 U 内 有 局 部 表达 式 


w= Zp A dq; (3.2.116) 


在 上 述 定理 中 , 式 (3. 2. 116) 称 为 辛 形式 w 的 标准 形式 (正则 2 -形式 ) ,使 。 取 标准 形式 的 
局 部 坐标 (q,p) 称 为 辛 坐标 (正则 变量 )。 此 定理 的 证 明 请 参看 参考 文献 [1,2]。 
顺便 指出 ,在 辛 流 形 (P,w) 上 存在 一 个 1 -形式 (Cartan 形式 )9, 使 得 在 辛 坐标 (g,p) 下 有 


9 = 2 pidq; , 称 为 正则 1 -形式 。 于 是 辛 形式 w 可 表示 为 w= 二 d0。 


接着 讨论 在 辛 流 形 上 根据 保守 力学 系统 的 Hamilton 函数 去 确定 向 量 场 的 问题 。 
定义 3.2.21 设 (P,ow) 是 辛 流 形 ,函数 HEC”(P) ,定义 Xn€ 9(P) 使 得 
ixww =— dH (3.2.117) 
则 称 Xu 为 在 P 上 由 Hamilton 函数 万 确定 的 Hamilton 向 量 场 ,(P,w,Xn) 称 为 P 上 的 一 个 
定常 Hamilton 系统 。 


定理 3.2.7 设 (P,w) 是 辛 流 形 , 取 辛 坐标 (q, 户 ) 使 得 w = db， 人 dg , 则 Hamilton 


向 量 场 在 此 坐标 系 下 有 局 部 表达 式 


/oH 9 aH 3 
X= (六 入 -这 产 ) (3,2.118) 


它 对 应 着 Hamilton 正则 方程 (3. 2. 115) 。 

证 只 需 证 明 由 本 定理 给 出 的 Xn 和 ww 满足 式 (3. 2. 117)。 事实 上 , ix,w = 
i (Ddp, A dq) = 六 [Gdppdg dp.Cins dg)], 考 谍 到 ix da 一 dg (Xn) =9H/9p.， 
ixn dp 二 dpi(Xn) 三 一 9H/9q, 因 此 

s aH aH 
有 ixuow = 2 全- 完 虹 一 5 ip) 一 dH 

由 此 可 见 , 由 式 (3. 2. 117) 定 义 的 Hamilton 向 量 场 有 局 部 表达 式 (3. 2. 118) 。 证 毕 。 

定常 Hamilton 力学 系统 的 运动 可 从 整体 地 由 式 (3. 2. 117) 给 出 的 向 量 场 Xs 的 积分 曲线 
或 相应 的 单 参数 变换 群 { 儿 } 描述 ,从 而 能 够 进一步 研究 系统 的 大 范围 性 态 。 这 里 讨论 定常 
Hamilton 系统 的 一 些 守恒 定律 。 

定理 3.2.8 设 (P,w,Xn) 是 定常 Hamilton 系统 , 则 沿 着 向 量 场 Xu 的 积分 曲线 ,Hamil- 
ton 函数 厅 、 辛 形式 wm 和 体形 式 0 都 是 守恒 的 ; 即 对 任何 :ER 有 


di 
主 ( 光 叫 ) 一 0 而) =0, (WW0) =0 (3.2.119) 
证 首先 ,由 式 (3. 2. 52) 有 名 (YH) 一 (Lx H). 利用 式 (3. 2. 60), 并 考虑 到 ix,H 二 


0, 上 式 化 为 EH) 三 类 (ix dH)。 再 由 式 (3. 2. 117) 和 式 (3. 2. 38) 得 到 EH) = 


从 in Cxgw)) 一 0。 
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然后 ,由 式 (3. 2. 59) 和 式 (3. 2. 60) 有 是 (wo) 二 好 (Lxs@) 一 内 (Cix dw 十 dixsw)。 考虑 


到 辛 形式 是 闭 的 , 即 du=0, 再 由 式 (3. 2. 119) 得 到 (go) =W(—d(dH)) = 0。 


最 后 ,由 于 辛 流 形 的 标准 体形 式 可 表示 为 0==( 一 "1w"/n!, 其 中 辛 流 形 了 的 维 数 等 于 
2n,[n/2] 是 n/2 的 整数 部 分 ,or 表示 的 重 外 积 。 于 是 ,由 式 (3.2.29) 有 
WA=— Do AN A Wo/n! = 
(一 Do 人 … A wn!= 
n 
其 中 用 到 了 从 ws 一 的 结果 。 这 表明 号 (4 0) 一 0。 证 毕 。 
我 们 还 有 下 面 的 更 一 般 的 结果 。 
定理 3.2.9 设 (P,w,Xn) 是 定常 Hamilton 系统 ,H 是 Hamilton 函数 ,U 是 2n 维 辛 流 
形 忆 上 的 一 个 辛 坐 标 邻 域 ,其 上 的 局 部 坐标 为 Co ，…,g,;P，…,p,), 则 任何 函数 fEC”(U) 
有 
Lx,f =—{H,/f} (3.2.120) 
这 里 的 {。,。 } 是 由 式 (3. 2. 93) 定 义 的 Poisson 括号 。 
证 由 式 (3.2.60), 并 考虑 到 ix,,f=0, 有 
/af aH 3f 9H 
Lo =ixy df = df(X1) = 2 (2 Ep - 音 强 )=- ta 
推论 在 定理 3.2.9 的 条 件 下 ,如 果 对 流 形 P 的 任何 辛 坐标 邻 域 U 都 有 { 甩 ,三 0, 则 函 
数 了 沿 向 量 场 Xw 的 积分 曲线 是 守恒 的 。 


事实 上 ,这 时 沿 着 向 量 场 Xu 的 积分 曲线 有 Ef) 三 类 (Lf 有) = 一 各 1H,f} =0。 显 


然 ,由 于 {及 , 昌 ) 二 0, 故 亦 得 到 Hamilton 函数 万 的 守恒 性 。 

定理 3. 2. 8 有 着 十 分 重要 的 物理 意义 和 几何 意义 。 它 表明 在 定常 Hamilton 系统 的 运动 
过 程 中 ,Hamilton 函数 ( 即 能 量 函 数 ). 辛 结构 和 相 体积 都 是 守恒 量 。 上 述 结论 在 经 典 力学 、 统 
计 力 学 ,量子 力学 和 数值 计算 的 辛 算法 等 方面 都 起 着 重要 作用 。 

正则 坐标 在 定常 Hamilton 力学 系统 研究 中 有 特殊 地 位 ,这 是 因为 在 正则 坐标 下 ,定常 
Hamilton 力学 系统 的 运动 方程 取 Hamilton 正则 方程 的 形式 。 为 此 ,进一步 讨论 不 同 的 正则 
变量 之 间 的 关系 。 

定义 3.2.22 设 (M,w)、(N,0) 是 辛 流 形 ,F:M>N 是 C~ 映 射 且 有 下" 9=w, 则 称 下 为 从 
CM'w) 到 (CN,0) 的 辛 映 射 (正则 变换 )。 特 别 地 ,满足 F* w=w 的 C” 映 射 F:M 一 M 称 为 
(CM,w) 的 辛 映 射 (正则 变换 ) 。 

容易 证 明 , 辛 映射 是 一 个 微分 同 胚 , 且 辛 映射 的 北 或 复合 都 是 辛 映射 ,因此 全 体 辛 映射 关 
于 复合 映射 运算 构成 一 个 群 一 一 辛 群 。 特 别 重要 的 是 , 辛 映射 可 以 将 定常 Hamilton 系统 的 
一 组 正则 变量 变换 为 另 一 组 正则 变量 ,于 是 我 们 不 但 可 以 取 广 义 坐标 和 广义 动量 作为 正则 变 
量 , 而 且 可 以 通过 辛 映射 (正则 变换 ) 得 到 其 他 的 正则 变量 ,使 得 Hamilton 正则 方程 的 形式 保 
持 不 变 。 因 此 辛 映射 在 定常 Hamilton 系统 的 理论 研究 和 实际 应 用 中 都 是 很 重要 的 。 这 可 以 
通过 下 面 的 性 质 加 以 说 明 。 
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-定理 3.2.10 设 下 是 辛 流 形 P 上 的 一 个 C” 映 射 , 则 下 是 P 上 的 辛 映射 的 充分 必要 条 件 
是 在 流 形 P 的 任何 坐标 邻 域 U 上 ,对 于 任何 f,g€C~(U) 有 
F*{f.g} = {Ff,F'g} (3.2,121) 
也 就 是 说 ,如 果 映 射 下 将 U 上 的 辛 坐 标 (q, 记 ) 变 为 坐标 (49,p), 并 记 了 (4g,P)=f(q,p)， 
8(9'pP) 二 gC(q,p), 则 下 是 辛 映射 的 充分 必要 条 件 是 对 任何 C~(U) 函 数 f,g 有 
{frg}oep = {fg8} GD (3.2.122) 
上 述 结果 表明 Poisson 括号 在 正则 变换 下 具有 形式 不 变性 。 由 定理 3. 2. 10 可 进一步 得 
到 下 面 推论 。 
推论 设 下 是 辛 流 形 P 上 的 一 个 C“ 映 射 , 旦 将 辛 坐 标 (q,p) 变 为 坐标 (3,5), 则 下 是 辛 
映射 的 充分 必要 条 件 是 
{gogi} en = {pivpi} wp = 0, (je = 05 i = 1,2,.% (3.2.123) 
定理 3. 2. 10 及 其 推论 的 证 明 留 作 习 题 。 
定理 3.2.11 设 下 是 辛 流 形 (P,w) 上 的 一 个 辛 映射 , 则 下 将 P 上 任何 坐标 邻 域 U 上 的 
辛 坐 标 (q, 记 ) 变 换 为 FCU) 上 的 六 坐标 (4,P), 且 保持 Hamilton 向 量 场 的 形式 不 变 。 
证 由 Darboux 定理 , 辛 形式 w 在 坐标 邻 域 U 的 辛 坐标 (q,p) 下 取 标准 形式 w = 》 dj， 


人 dg,。 在 辛 映 射 F:U~~F(U) 的 作用 下 , 辛 坐 标 (qg, 思 ) 变 换 为 坐标 (9, 方 ) 。 利 用 式 (3. 2. 123)， 
辛 形式 w 变换 为 w = Dads, 作 dqi。 这 表明 w 在 坐标 (9, 妨 ) 下 仍 取 标 准 形式 ,从 而 (9, 态 ) 是 


F(U) 上 的 辛 坐 标 。 
记 Hamilton 函数 有 H(q,p)= 万 (49,p)。 类 似 定理 3.2.7 的 证 明 , 定 常 Hamilton 系统 的 运 
动 方 程 在 坐标 (9,p) 和 (9,) 下 都 取 正则 方程 的 形式 
% = 9H/9pi, pb, 一 一 9H/3gii 一 1,2, on 
和 $: = 9H/api, B, =—9H/9g, i = 1,2， 
由 此 可 见 ,对 定常 Hamilton 力学 系统 ,正则 变换 保持 Hamilton 正则 方程 的 形式 不 变 , 即 
Hamilton 向 量 场 在 正则 变换 下 具有 形式 不 变性 。 证 毕 。 

最 后 ,关于 经 典 力学 系统 的 几何 理论 ,我 们 还 要 指出 两 点 ， 

(1) 在 经 典 力学 的 Hamilton 体系 中 ,我 们 是 在 余 切 从 T* M 的 几何 框架 内 进行 讨论 的 ， 
采用 的 状态 变量 是 正则 变量 。 而 在 Lagrange 体系 中 ,我 们 是 在 切 从 TM 的 几何 框架 内 进行 讨 
论 的 ,采用 的 状态 变量 是 广义 坐标 和 广义 动量 ,车 要 在 Hamilton 体系 与 Lagrange 体系 之 间 
转换 ,就 要 在 T" M 和 TM 之 间 互 相 变换 。 为 此 ,引进 Legendre 变换 4。 设 位 形 空间 M 是 一 
个 Riemann 流 形 ,g 是 M 上 的 一 个 Riemann 度量 ,定义 映射 4 TM->T* M 如 下 

HOD = gi€,D, TE M, ,7€E TM (3.2.124) 
由 此 可 见 人 ET; M。 
例如 ,对 于 个 自由 度 的 质点 系 , 其 动能 函数 T: TM 一 R 可 表示 为 T(g,4) = 


去 2 gs (qd,, 于 是 ,可 以 利用 这 个 动能 度量 (gy (9)) 去 建立 一 个 自然 的 Legendre 变化 2 


事实 上 , 令 2(9)(9) = g.(4,9) 二 Dgs (4G), 可 得 (9); 一 了 Dgy(q)% = 0T/9%。 这 个 
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红 9) 显 然 是 (4,) 的 线性 齐 次 函数 , 故 4&4) E Ti M。 如 果 该 系统 是 保守 的 ,势能 函数 V = 
V(q), 则 Lagrange 函数 L(g,9) 二 T(q,9) 一 V(q), 从 而 39T/99,==9L/991, 故 有 4(9);==9L/94; 
一 入。 此 时 有 Legendre 变换 2;:TM~T* M， 


oar(a 呈 )= (gispi) (3.2. 125) 

我 们 还 可 以 利用 Legendre 变换 的 拉 回 映射 2* ,由 T* M 上 的 辛 形式 w 得 到 TM 上 的 
2 -形式 w 一 2" w。wr 称 为 Lagrange 2 -形式 。 此外, 取 函 数 E: TM-~~R, 使 得 E=H。 = 
"有 电 。E 亦 称 为 能 量 浮 数 。 特 别 地 ,对 于 保守 系统 有 EF 十 十 V 。 

于 是 对 应 着 状态 空间 为 T* M 的 定常 Hamilton 力学 描述 体系 中 的 要 素 w,H 和 X ,我 们 
通过 Legendre 变换 得 到 状态 空间 为 TM 的 Lagrange 力学 描述 体系 中 的 要 素 we ,EE 和 Xs。 
根据 Hamilton 向 量 场 的 关系 式 (3. 2. 117) ,我 们 也 有 相应 的 Lagrange 向 量 场 的 关系 式 

ixeor =— dE (3.2.126) 

可 以 证 明 ,如 果 在 TM 上 取 局 部 坐标 (9,4), 则 相应 于 定常 力学 系统 的 Lagrange 向 量 场 

wr 的 积分 曲线 的 微分 方程 为 熟知 的 Lagrange 方程 

d/aL) aL 

到 (这 六 站 
上 述 结果 表明 了 经 典 力学 的 Hamilton 体系 与 Lagrange 体系 的 相互 关系 。 

(2) 我 们 在 前 面 讨论 了 定常 Hamilton 力学 系统 , 即 Hamilton 函数 不 显 含 时 间 1 的 情 
形 。 下 面 简单 讨论 非 定常 Hamilton 力学 系统 , 即 Hamilton 函数 万 显 含 时 间 1 的 情形 。 这 
时 ,我 们 取 扩 展 的 相 空间 T* MX R 作为 状态 空间 巨 , 它 是 2n 十 1 维 流 形 。Hamilton 函数 为 
五:T MXR-~R。 然 后 , 设 P=T" M 上 有 辛 形式 w, 取 互 上 的 2 -形式 

QA=r"w—dHAd (3.2.128) 
其 中 mi:T MXR-T  M 是 投影 映射 。( 互 ,D) 称 为 切 触 流 形 。 非 定常 Hamilton 力学 的 几何 
理论 是 以 切 触 流 形 为 基础 的 ,相应 的 向 量 场 是 与 时 间 有 关 的 。 因 为 切 触 流 形 是 奇数 维 的 ,所 以 
它 不 可 能 是 辛 流 形 ,上 面 对 定常 力学 系统 的 处 理 方法 不 再 适用 。 关 于 非 定常 Hamilton 力学 
系统 的 几何 研究 请 参看 参考 文献 [1]。 


=0,i=1,.,n (3.2.127) 


2. 连续 介质 系统 
(1) 热传导 方程 
考虑 二 维 热传导 方程 
如 ( 绕 +)=0 (3.2. 129) 


其 中 心 =x(z'y,0) 是 温度 场 ,空间 变量 为 (z,y)E QCR? ,时 间 变量 为 :0,a 为 常数 ， 引 入 
2 -形式 

a=ai(udy—u,dz) A di—udr A dy 《3.2.130) 
于 是 由 式 (3. 2. 129) 有 

da =a’ (us tuy)dr A dy MA di—ud 人 dz 人 dy 一 
[ai(us +uy)—uJdrAdyA doo 
这 表明 热传导 方程 可 以 用 微分 形式 表示 为 
da=0 - (3.2.131) 
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上 式 反 映 了 在 无 热源 的 情况 下 的 热量 守恒 关系 。 
《2) 流体 力学 方程 
考虑 三 维 空间 中 的 理想 流体 流动 方程 组 。 连 续 性 方程 为 


3 + div(pr) =0 (3.2. 132) 


其 中 ,p(x ,zsyzsvt) 为 流体 密度 ,w(zi ,zz ,zs ,tb) 为 流体 速度 。 引 入 3 -形式 
Ap=p(dz 一 mdi) 人 (dr: — vdt) M (drs 一 mdt) = pp (3.2.133) 
于 是 由 式 (3. 2. 132) 得 到 
dy —dp A B+ pdB =— 


Y 
(Bde+ 3 如 dr) B+pldiv Wdt A dr A dz A dr = 
Faz 


全 + div(pr) ]d A dri A dr: A dz =0 


这 表明 连续 方程 可 以 用 微分 形式 表示 为 
dx=0 (3.2.134) 
上 式 反 映 了 流体 流动 过 程 中 的 质量 守恒 关系 。 
流体 运动 的 Euler 方程 为 
和 = ) = Feradp (3.2. 135) 


其 中 ,p(x ,zs,T3,1) 为 压强 ,F(z ,zx; ,x,t) 为 作用 在 单位 质量 的 流体 上 的 体积 力 。 
假设 是 有 势力 场 , 即 存在 势能 V(z ,zx; ,x,t) 使 得 下 = 一 gradV。 此 外 ,假设 p 只 与 p 
有 关 , 即 p= plp) (例如 流动 是 绝热 的 )。 引 入 压力 能 g(x ,zi ,x3,1) ,使 得 dg= dp/o, 即 


4 一 坚 。 于 是 流动 方程 (3.2.135) 可 写成 


出 = 一 eradCV 十 9) (3.2.136) 
单位 质量 的 流体 的 总 能 量 为 
E=3DW+Vtg (3.2.137) 
台 
引入 速度 1 -形式 
B= mdzr 十 mdrs 十 mdzry (3.2.138) 
和 涡 量 1 -形式 
_ /gm _ ow Qu am Qu au 
”= (中 于 )m+ (车 元 )d+ (下 - 悦 )d 
tdzi + drs + dzs (3.2.139) 
以 及 1 -形式 
2 (3.2. 140) 
通过 计算 得 到 


dam A dm 十 Mn A dr + dn A de — [DF (E+ 和 名)dz,]A dt 
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由 式 (3. 2. 136) 和 式 (3. 2. 137) 得 到 


aE gm _/, au a ,, anu), 9 dm 
=(™ ax Faz + 苇 上 + a 


az at 
dm 9vs gv ao _ 
六 +w 半 三 (* 半 +w 苇 )= 
tm 一 mm 也 
同 理 , 亚 十 吹 = we 一 ub,3E 十 各 = wy 一 wh. 于 是 由 上 面 的 结果 得 到 
I2 站 zs at 


dw =édr; 人 dr ndzxs A dr 十 gdr， 人 dr: 一 
[vt— wDdrt+ (vwé—u ddr 十 (mg 一 mdz] A dt 
若 算 子 * 只 作用 于 空间 变量 ,上 式 可 以 表示 成 
do = *7—[*(BANDJAd (3.2.141) 
这 就 是 流体 运动 方程 (3. 2. 136) 的 微分 形式 表示 。 
3 电磁场 系统 
在 真空 中 电磁 场 的 Maxwell 方程 组 通常 写成 下 列 三 维 向 量 形式 : 
(1) rot E= —a3B/at 
(2) div B=0 
(3) rot B=9E/9t+ pj 
(4) div E=er'p 
其 中 ,E 和 B 分 别 为 电场 强度 和 磁感应 强度 ,p 为 电荷 密度 ,7 为 电流 密度 ,e。 和 yx 分 别 为 介 电 
常数 和 导 磁 率 常数 ,并 有 eo 二 cc 为 光速 。 选 取 适 当 的 电磁 单位 使 得 c= 1, 从 而 后 := 。 
令 空 间 - 时 间 变 量 (zi ,zs ,zx;,t) EM=R',M 为 四 维 Minkowski 空间 ,其 上 的 度量 矩阵 元 
素 为 gu 一 gz 一 ga 一 1,84 一 一 1,gs 一 0Gi 夫 7 …4)。 
取 电 磁场 2 -形式 为 
F=Edzr, 人 dt+Edzr: A dt 十 Edz A dt+ 


Bidr; A dz + Bidzs A dz 十 Bidz， A dz (3.2.142) 
场 源 1 -形式 为 
了 一 户 dz 十 jzdzs 十 jdzs — pdt (3.2. 143) 
于 是 Maxwell 方程 组 可 用 微分 形式 表示 成 
dF=0 (3.2.144) 
6F = pu (3.2.145) 


证 明 如 下 。 先 证 方程 (1) (2) 与 式 (3. 2. 144) 等 价 。 事实 上 ,通过 直接 计算 和 方程 (1) (2) 
得 到 


dz: A drs A dt+ 


有 


3 人 dr 人 由 十 


dr A drs A di 十 


于 + 于 + 年 )dz A dz A dz =0 
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再 证 方程 (3) (4) 与 式 (3. 2. 145) 等 价 。 事实 上 ,通过 直接 计算 和 方程 (3)、(4) 及 式 (3. 2. 143) 
得 到 
6F =*dxF= 
*d(—Edz, A dz 一 已 dz 人 dr — Edr, A dr: 十 
Bidz: 人 出 十 Bidrs A di 十 B:dr A dD) 一 


四 [- (div E)dz, A dz A dzs+ 


a 


tB— 2) dz A dm A d+ 
[A 


( 
(mtB 一 本 ) dr A dz A di+ 
( 
{ 


rot B—) dn A dz Ad] = 
mtB 一 杏 ) dni+ (rotB 一 种) dr 二 
(rot B 一 对 ) dz — (div E)dt = uJ 
考虑 到 6 二 0, 因 此 将 算 子 6 作用 于 式 (3.2.145), 有 下 面 的 推论 
8] =0 (3.2.146) 
为 了 考察 式 (3.2. 146) 的 物理 意义 ,通过 直接 计算 得 到 
0=0 = d= 


*dljidrs 人 dr 人 dt 十 jadr 人 dz A dt+ 
jsdz! 人 dz: 人 di—pdz; 人 dz 人 dz; = 
过 


*[( 吕 +div yjdz A dzs A dzs A dr]= 
gap. 
atdivj (3.2.147) 


由 此 可 见 式 (3. 2. 146) 反 映 了 电荷 守恒 定律 。 
此 外 ,由 式 (3. 2. 144) 和 Poincaré 引 理 的 逆 命 题 得 知 , 对 于 任何 可 收缩 为 -- 点 的 时 空 区 域 
,下 是 Q 上 的 一 个 恰当 形式 , 即 存在 2 上 的 一 个 1 -形式 ,使 得 
F=d 《3.2. 148) 
记 4=Aidzi 十 Asdzs 十 Asdzrs 十 Aodt, 通 常 称 三 维 向 量 函 数 4= (4A, ,A;,A,) 为 和 撩 势 ,标量 函数 
A 为 标 势 。 于 是 式 (3. 2. 148) 亦 可 写成 三 维 向 量 形式 
rotA=B (3.2.149) 


grad 4。 —3 = (3.2.150) 


4. 非 线性 控制 系统 

考虑 定义 在 微分 流 形 上 的 非 线性 控制 系统 。 取 状态 空间 M 为 m 维 流 形 ,输出 空间 N 为 
7 维 流 形 ,容许 控制 集 0 为 某 个 可 微 函 数 集合 。z & M 称 为 状态 变量 ,yE N 称 为 输出 ,uE 0 
称 为 控制 (或 输入 )。 记 X(z,D 为 流 形 M 上 的 光滑 向 量 场 , 则 流 形 M 上 的 控制 系统 由 下 列 方 
程 组 描述 
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X= f(z) (3.2.151) 
y= h(z) (3.2.152) 
其 中 /:MX QA(M),h:M>N 都 是 光滑 映射 。 方 程 (3. 2. 151) 称 为 控制 系统 的 状态 方程 。 
我 们 假设 该 控制 系统 是 完备 的 , 即 对 于 任何 允许 的 控制 xE Q 和 初 值 xvE M, 都 存在 方程 
《3. 2. 151) 的 惟一 轨 线 zx(t)EM(IER)。 方 程 (3. 2. 152) 称 为 控制 系统 的 输出 方程 ,利用 它 就 
可 以 最 终 地 得 到 系统 的 输出 。 
线性 系统 的 控制 问题 可 以 在 线性 代数 的 理论 框架 内 解决 。 但 是 对 于 非 线性 系统 的 控制 问 
题 ,运动 情况 十 分 复杂 ,线性 系统 理论 已 不 再 适用 ,人 们 需要 发 展 非 线性 系统 的 控制 理论 方法 。 
由 前 面 知 道 , 非 线性 系统 的 动态 特性 与 向 量 场 密 切 相关 ,其 运动 轨 线 或 给 出 一 般 都 属于 一 些 低 
维 子 流 形 ,因此 微分 流 形 上 的 向 量 场 和 其 他 微分 几何 工具 在 非 线性 控制 理论 研究 中 ,特别 是 
在 稳定 性 、 能 控 性 、 能 观 性 、 鲁 棒 性 、 解 耦 、 线 性 化 等 定性 分 析 方面 发 挥 重 要 的 作用 ,形成 了 
非 线性 系统 的 微分 几何 方法 。 这 里 只 简单 介绍 它 在 非 线 性 系统 的 能 控 性 的 一 些 结果 作为 
例子 。 
定义 3.2.23 设 zx,zrEM。 记 方程 (3. 2. 151) 满 足 初 值 z(0) =zx。 的 轨 线 为 x(1)。 如 
果 存 在 一 个 容许 控制 w€ Q 和 一 个 时 刻 了 之 0, 使 得 zx(T) = zr, 则 称 zr 为 从 zu 出 发 的 一 个 
可 达 点 。z 的 全 体 可 达 点 的 集合 称 为 z。 的 可 达 集 , 记 为 R(z)。 
“定义 3.2.24 对 系统 (3. 2. 151) 和 (3. 2. 152) ,如果 对 zuE M 有 R(x。) = 二 M, 则 称 该 系统 
在 z 处 能 控 。 如 果 系 统 对 任何 zxE M 都 能 控 , 则 称 该 系统 是 能 控 的 。 
由 于 状态 流 形 和 非 线性 系统 的 许多 性 质 是 局 部 给 出 的 , 且 各 点 的 情况 不 尽 相同 ,从 而 控制 
器 的 构造 往往 是 局 部 的 ,因此 需要 考虑 非 线性 系统 的 局 部 能 控 性 。 
定义 3.2.25 设 UCM 为 zx。 的 一 个 邻 域 。 如 果 对 于 zrEU, 存 在 一 个 容许 控制 vEQ 和 
一 个 时 刻 T 之 0, 使 得 方程 (3. 2. 151) 满 足 初 值 x(0) = zxo 的 轨 线 zx(t) 有 z(T) = ziy, 且 xz(O)E 
U(0StST), 则 称 zr 为 ze 的 一 个 U -可 达 点 。zo 的 全 体 U -可 达 点 的 集合 称 为 ru 的 U -可 
达 集 , 记 作 Ru(zo)。 
定义 3.2.26 对 系统 (3. 2. 151) 和 (3. 2. 152) ,如果 对 zo。 EM 的 任何 邻 域 U,Ru(z) 仍 是 
Zo 的 一 个 邻 域 , 则 称 该 系统 在 mm 处 局 部 能 控 。 如 果 系 统 对 任何 zxE M 都 局 部 能 控 , 则 称 该 系 
统 是 局 部 能 控 的 。 
现在 讨论 一 类 特殊 的 情形 , 即 仿 射 非 线性 控制 系统 的 局 部 能 控 性 。 为 方便 起 见 ,在 ziE 
M 的 邻 域 U 内 取 局 部 坐标 x 二 (zx ,… ,zx。) ,并 且 在 输出 流 形 N 上 也 取 局 部 坐标 y= (y,，…， 
>") , 则 流 形 M 上 的 仿 射 非 线性 控制 系统 可 表示 为 


4 
X=f0+ Dg uD, teER (3.2. 153) 
ft 


p= h(x) (3.2. 154) 
其 中 f,g1，… ,gi,h 都 是 流 形 M 上 的 光滑 向 量 函 数 ,f 称 为 漂移 向 量 场 。 
引 理 ” 仿 射线 性 控制 系统 
r=Ar+ Dbu(), rE Rn (3.2.155) 


是 能 控 的 充分 必要 条 件 是 
dim span{bi ,°° ,bs 745 eee, Abs ,ees A™ 4) — m (3.2.156) 
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这 里 和 4 是 m 阶 常 矩阵 ,总 ,…' 咏 是 zz 维 常 向 量 。 
此 引 理 的 证 明 可 参看 参考 文献 [20]。 如 果 在 x 处 有 J(xo) 一 0, 则 方程 (3.2. 153) 在 xo 处 
的 线性 化 近似 方程 为 


4 
§= 个 十 > busi(D) (3.2.157) 
名 


其 中 ,6 二 x 一 xo， A 二 9f/9x(xo),b, 一 g,(xo)。 关 于 非 线 性 系统 (3. 2. 153) 与 其 线性 化 近似 系 
统 (3. 2. 157) 的 能 控 性 有 下 面 的 定理 。 

定理 3.2.12 设 仿 射 非 线 性 控制 系统 (3.2.153) 在 x。 处 有 f(x。)=0, 且 容许 控制 集 0 包 
会 原点 。 如 果 其 线性 化 近似 系统 (3. 2. 157) 能 控 , 即 条 件 (3. 2.156) 成 立 , 则 系统 (3. 2. 153) 在 
x 处 是 局 部 能 控 的 。 

对 于 f(x) = 二 0 的 无 漂移 系统 ,有 


4 
t= DgOul), (3.2.158) 


此 时 线性 化 矩阵 4 一 0, 条 件 (3. 5. 156) 当 一 mm 时 必定 不 成 立 , 从 而 定理 3. 2. 12 不 能 使 用 。 
然而 ,有 下 面 的 结果 。 记 A, =span{g1，… ,gs) ,并 定义 一 系列 空间 如 下 : 
hi = Ar 十 LA,Ar],i= 2,3,.. 

其 中 ,[A1,Ai1]=span{[u,v], u€Ai, vE A 1)。 

定理 3.2.13 系统 (3. 2. 158) 在 UE M 是 局 部 能 控 的 充 要 条 件 是 存在 正 整数 p ,使 得 
dim 4A,《x) 二 m, 对 所 有 xEU 成 立 。 

上 述 结果 的 详细 证 明 可 参看 参考 文献 [21,22], 它 们 初步 表明 微分 流 形 的 有 关 概 念 和 方法 
在 非 线 性 控制 系统 的 理论 研究 中 的 重要 性 。 更 多 的 内 容 请 参看 有 关 的 论著 。 


3.3 流 形 上 的 积分 


3.3.1 体形 式 与 可 定向 流 形 


首先 简单 介绍 欧 氏 空间 中 平行 多 面体 的 体积 和 空间 的 定向 的 概念 。 设 {zi,…,z,} 是 R" 
的 一 个 直角 坐标 系 。 记 e,(i 二 1,…,n) 为 x; 方向 的 单位 向 量 , 则 {e ,…，e,} 是 R" 的 一 个 有 序 
的 标准 正 交 基 。 取 R" 上 的 一 个 n -形式 9 二 dz 人 … Adz,, 显 然 有 6(el,…，e,) 一 1, 它 给 出 以 
ep…ve' 为 边 构 成 的 维 正 立方 体 的 体积 。 一 般 地 , 若 {e1，,…,e,} 是 R" 的 任 一 个 有 序 基 , 则 


有 = 了 ase,。 于 是 由 式 (3.2.15) 得 知 


Oe es) 一 (dz A … 人 dr) (61 se,) = det(dzi(e))) = det(a;) = det(a,) 
我 们 可 将 0(e,,… ,e,) 看 作 以 。，，… ,es 为 边 构成 的 平行 多 面体 的 * 有 向 体积 ", 其 符号 为 正 或 负 
表示 基底 {el ,…,e,) 与 标准 基 {e,,…,e,) 的 “定向 "相同 或 相反 。9 二 dz, 和信 … 人 dz, 称 为 Re 的 
标准 体形 式 (或 标准 体积 元 ) 。 

从 上 面 见 到 ,R" 的 所 有 基底 可 按 det(as ) 的 符号 分 为 两 类 , 称 为 R" 的 两 种 不 同 的 定向 。 
同一 类 的 基底 是 同 定向 的 ,不 同类 的 基底 是 反 定 向 的 。 我们 可 以 将 这 两 类 中 之 一 称 为 正定 向 
类 , 则 另 一 类 称 为 负 定向 类 。 
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例 3.3.1 设 e 是 R' 中 某 个 非 零 向 量 , 则 {Me, | 之 0} 和 {ye|17<0} 是 R' 的 两 个 定向 类 。 
若 将 前 者 称 为 正定 向 类 , 则 后 者 称 为 负 定向 类 。 反 之 亦 然 。 

例 3.3.2 设 {e,e:} 是 R* 的 一 个 有 序 基 
(图 3. 14)。 令 ea 一 ee: 一 e 。 由 于 

el 0 1\le 
的 = 5 “| 
故 det(ay ) 一 一 1 一 0。 这 表明 这 两 个 基底 是 反 定 
向 的 。 从 几何 上 看 ,从 e 到 e: 的 旋转 方向 与 从 e@， 
到 e: 的 旋转 方向 相反 。 按 照 通常 习惯 ,平面 正定 图 3.14 基底 的 定向 
向 基底 取 反 时 针 旋 转 方向 ,平面 负 定向 基底 取 顺 
时 针 旋转 方向 。 

设 w 天 0 是 R" 上 的 一 个 ” -形式 ,9=dzi 人 … 人 dz, 是 标准 体形 式 , 则 有 w= cdzi 人 A… 人 
dz 一 cb, c 天 0。 对 于 R" 的 任 一 个 基底 {el,…,e.}, 有 w(el,…，ves) 一 cg(el ,ye,)。 因 此 wei， 
…'"en) 同 样 可 以 用 来 表示 以 e:,… ,e, 为 边 构 成 的 平行 多 面体 的 “有 向 体积 ”, 从 而 R*" 上 的 一 切 
非 零 -形式 都 可 称 为 体形 式 (或 体积 元 ) 。 

我 们 还 可 以 用 n -形式 去 决定 R" 的 定向 。 设 w 是 R" 的 一 个 体形 式 ( 即 非 零 n -形式 )。 如 
果 {e ，%…e,} 是 R" 的 一 个 有 序 基 , 且 满 足 w(e,…,e.) 之 0, 则 将 基底 {6} 的 定向 作为 w 在 R" 
上 确定 的 定向 ;如 果 w(e,,…,e,) 二 0, 则 将 基底 {e,) 的 反 定向 作为 w 在 R" 上 确定 的 定向 。 易 
见 利用 基底 或 体形 式 去 确定 欧 氏 空间 的 定向 的 方法 是 等 价 的 。 

例 3.3.3 在 R: 中 取 直 角 坐标 系 {zi ,zi), 记 ei,e, 为 z1 ,zi 方向 上 的 单位 向 量 ,并 根据 
{e ,es) 确 定 R 的 定向 。 它 就 是 2 -形式 w 一 dr, A dz; 所 确定 的 定向 ,因为 w(e ye)= 1 之 0。 
如 果 取 w 二 dz; 人 dz = 一 w, 则 w 与。 所 确定 的 定向 相反 。 

一 般 地 , 设 {z,…,z,} 是 R" 的 一 个 仿 射 坐标 系 ,el ,…,e, 是 ，…,z, 方向 上 的 单位 向 
量 ,我 们 可 以 用 基底 {e,,… ,e,) ,或 等 价 地 用 体形 式 m= 二 dx, 人 … 人 dz, 去 确定 R' 的 自然 定向 。 

接着 考虑 微分 流 形 的 定向 问题 。 微 分 流 形 和 欧 氏 空间 的 定向 问题 有 着 很 大 的 差别 。 在 网 
氏 空间 中 存在 整体 坐标 系 , 因 而 它 是 可 定向 的 。 微 分 流 形 一 般 没有 整体 坐标 系 ,而 只 有 局 部 坐 
标 系 ,考虑 到 不 同 的 局 部 坐标 邻 域 的 倒置 和 坐标 变换 的 影响 ,微分 流 形 不 一 定 是 可 定向 的 。 

设 M 是 维 微分 流 形 ,{(U.,p,)) 是 M 的 一 个 图 集 。 如 果 我 们 能 够 用 这 个 图 集 去 确定 任 
一 点 XE M 的 切 空间 T,M 的 定向 , 则 流 形 M 是 可 定向 的 。 设 图 U。 和 Us 亚 置 , 即 U. 人 Up 天 
3 ,它们 分 别 有 局 部 坐标 {zx} 和 {zs}。 取 xEU. 站 U,, 这 两 个 局 部 坐标 系 分 别 给 出 切 空间 
TM 的 两 个 基底 {3/3z., |,} 和 {3/3za |:}。 如 果 M 是 可 定向 的 , 则 要 求 这 两 个 基底 有 相同 的 
定向 。 根 据 切 空间 的 不 同 基底 的 变换 关系 (3. 1. 17) 和 基底 定向 相同 的 条 件 ， 这 如 要 求 在 任 人 
zEUe 站 Us 处 ,Jacobi 行列 式 


反之 亦 然 。 因 此 上 式 给 出 的 是 微分 流 形 M 可 定向 的 充分 必要 条 件 。 

类 似 欧 氏 空间 那样 ,我 们 还 可 以 用 -形式 去 研究 维 微分 流 形 M 的 定向 问题 。 

定义 3.3.1 设 w 是 M 上 的 一 个 n -形式 , 它 对 任何 zxE M 有 w(z) 天 0, 则 称 w 为 流 形 M 
的 一 个 体形 式 (或 体积 元 ) 。 


>0 (3.3.1) 
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可 以 证 明 , 当 且 仅 当 流 形 M 有 一 个 体形 式 w 时,M 是 可 定向 的 。 在 zxE M 的 邻 域内 取 局 
部 坐标 {1 ，… ,x,)。 令 {3/9z1，…,9/3x,) 为 流 形 M 在 zx 处 的 切 空 间 T.M 的 自然 基 。 如 果 体 
形式 w 对 一 切 zEM 都 满足 w(z)(a/ari,…,a/ar.)>0, 则 确定 了 流 形 M 的 正 向 。 

类 似 欧 氏 空间 中 有 向 曲面 的 概念 ,在 微分 流 形 中 也 有 子 流 形 的 定向 问题 。 特 别 地 ,对 于 
R" "中 的 维 子 流 形 ( 即 超 曲 面 ) 的 定向 有 下 面 的 定理 。 » 

定理 3.3.1 设 M 为 R"*! 中 的 连通 的 n 维 正则 子 流 形 , 则 M 可 定向 的 充分 必要 条 件 是 
M 上 有 一 个 连续 的 单位 法 向 量 场 。 

例 3.3.4 nn 维 球面 5S"={(z,，… ,1) EER" | 十 … 十 式 ,1 一 1} 是 可 定向 的 。 


事实 上 ,S' 上 的 单位 法 向 量 场 为 N(x) 一 zx, 沁 -| .(z E S'), 它 是 连续 的 , 帮 由 定 


理 3. 3.1 得 到 此 结论 。 

例 3.3.5 Mobius 带 M 作为 R; 中 的 子 流 形 是 不 可 定向 的 。 

事实 上 ,如 果 在 M 的 中 心 线 上 某 点 取 单 位 法 向 量 , 并 使 该 向 量 沿 着 中 心 线 连续 变动 走 完 
一 图 ,在 回 到 原来 位 置 时 将 指 着 相反 的 方向 ,这 表明 M 不 存在 处 处 非 零 的 连续 向 量 场 , 故 M 
不 可 定向 。 

例 3.3.6 考虑 可 定向 的 Riemann 流 形 (M,g)。 设 U 为 M 上 含 z 的 一 个 坐标 邻 域 ,局 部 
坐标 为 {zi)。{9/9z1，… ,0/9z,) 是 切 空间 T,M 的 自然 基 。 在 TM 中 定义 内 积 8,(，，*)， 
并 记 gy (zx)=g;(9/9z,,9/9z))。 

由 于 在 T,M 中 定义 了 内 积 ,因此 可 以 确定 它 的 标准 正 交 基 。 设 {n ,…,m} 是 T.M 的 一 


个 有 序 的 &; 标 准 正 交 基 , 即 g(t) =6u (和 ,1 二 1,…,n), 且 设 站 = Den i= ln), 
则 

Bi(7T) = & (站 ' 疮 )= Deses, ij= 1 on 
若 记 答 阵 A 二 (as ) , 则 由 上 式 得 知 矩 阵 (gs (z)) 二 ATA。 

我 们 寻求 一 个 M 上 的 ” -形式 使 得 (ayn) = 1. 因为 (志和 )= 
detlaa)wlm rr) 一 deth ,并 考虑 到 det(gi) 一 det(474) 二 (det4)?, 故 (天,…,z2)= 
《det(gy))'。 若 记 G=det(g,), 则 有 

4 = VGdr 人 … A dz, (3.3.2) 


通常 称 上 式 为 已 定向 的 Riemann 流 形 M 的 自然 体积 元 。 可 以 证 明 , 它 也 是 一 个 几何 不 变量 ， 
其 表达 式 与 局 部 坐标 的 取 法 无 关 。 对 于 欧 氏 空间 R", 设 {zi,…,z,} 是 一 个 直角 坐标 系 , 则 G 
一 1, 从 而 式 (3. 3.2) 给 出 w= dr; 入 … 人 Adz, , 即 标 准 体积 元 。 

定义 3.3.2 设 M,N 是 两 个 已 定向 的 n 维 微分 流 形 ,其 定向 分 别 由 wE 9*(CM) 和 
4" (CN) 确 定 ,F:M-~~N 为 C“ 映 射 。 车 微分 形式 F"6 与 w 的 定向 相同 , 则 称 映射 下 是 保定 
向 的 ;否则 , 若 "9 与 的 定向 相反 , 则 称 映射 下 是 反 定向 的 。 

定理 3.3.2 映射 下:M->N 保定 向 的 充分 必要 条 件 是 dF 映 M 的 切 空间 的 定向 基 为 N 
的 切 空间 的 定向 基 。 

事实 上 ,在 M 和 N 上 分 别 取 包 含 z 和 = F(z) 的 坐标 邻 域 U 和 V, 其 局 部 坐标 分 别 为 


第 三 章 微分 流 形 及 其 应 用 167 


(zz 和 (yy)。 设 流 形 M 和 NN 的 定向 分 别 由 切 空 间 的 基底 {3/3z;} 和 {9/9y} 确 
定 , 且 


9 9 nm 和 et FE 
讽 = 下 ( 关 j=F. 中 ( 寺 ) i= ln 
设 体形 式 w 和 0 分 别 与 19/3z;) 和 (3/3y,} 相 容 , 即 有 
9 9 gh 
EE oa ' 直 )>0 


此 外 ,由 定义 3.2.8 得 到 


Coco( 志 … 寺 a 
' 


去 )=%Fcn)(F- 才 …,F- 去 )=so)( 直 … 翅 )>0 


由 此 可 见 ,F"“4 与 w 有 相同 的 定向 ,再 由 定义 3. 3. 2 知 映射 是 保定 向 的 。 反 之 亦 然 。 故 本 
定理 得 证 。 

定理 3.3:3 设 映射 F:M-~N,zh=y=F(z), 流 形 M 和 NN 分 别 由 n -形式 w= dz 人 … 
Adz, 和 0 一 dy 人 … Ady, 所 定向 , 则 已 是 保定 向 (或 反 定向 ) 映 射 的 充分 必要 条 件 是 在 M 上 


3.3.2 流 形 上 的 积分 


先 考虑 R" 中 的 开 集 U,{z,} 是 R" 的 一 个 整体 坐标 系 。 取 基底 1a/azi ,…',a/az,} 去 确定 

U 的 正定 向 ,使 它 成 为 一 个 定向 流 形 。 设 是 U 上 的 一 个 Riemann 可 积 函 数 , 我 们 定义 n - 形 
式 w=a(z)dzi 人 …A 人 dz, 在 U 上 的 积分 为 

人 = oceanr A A dz 过 | alas) ded, (3.3.3) 


上 式 右 端的 积分 为 U 上 的 Riemann 积分 。 应 当 注意 的 是 ,在 式 (3. 3. 3) 中 在 U 上 的 积分 是 
对 上 面 指定 的 正 向 而 言 的 ;车 取 7 的 相反 的 定向 , 则 要 在 右 端的 Riemann 积分 前 加 上 负 号 。 

下 面 考虑 n 维 可 定向 的 微分 流 形 M。. 设 1(U, ,gq,)} 是 M 的 一 个 坐标 图 集 , 局 部 坐标 为 
{za zm) ,并 用 M 上 各 点 的 切 空间 的 自然 基 {3/37。，… ,3/9x。 ) 全 体 去 确定 M 的 正定 向 。 
取 相 应 于 M 的 开 覆盖 (U.} 的 一 个 单位 分 解 {f.} , 即 存在 M 上 的 C“ 函 数 族 {/.) ,它们 满足 下 
列 条 件 : 

(1) 对 给 定 的 v 和 任何 rEM, 有 0<f,(z)<1, 且 当 zGU, 时 ,f,(z)=0; 

(2) 对 任何 zxE M, 仅 有 有 限 个 f.(x) 取 0; 


(3) 对 任何 zxEM, > (rz) = 1。 
设 w 是 M 上 的 一 个 n -形式 , 且 其 支 集 suppw 一 TzEMTotz) 了 0] 是 一 个 紧 集 。 如 果 对 某 
个 v,w 在 U, 上 可 表示 为 a 二 a(z)dzs 入 … 人 dz ,我 们 定义 在 U, 上 的 积分 为 
Je =| ecodm 人 … 人 dz。 二 | ce 7) ras Tn dra dr (3.3.4) 
一 般 地 ,由 于 suppw 是 紧 的 , 故 可 选取 有 限 个 坐标 邻 域 {U,,…,U) 去 覆盖 suppw, 即 有 
suppoC UU,. 利用 相应 于 有 限 开 覆盖 {U;)$-, 的 单位 分 解 {f;) ,可 知 
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大 Ds 有 supp(f;o) CU;,, j=1,k 
定义 3.3.3 有 紧 支 集 的 -形式 在 已 定向 的 流 形 M 上 的 积分 为 
| a | Fas 立 |。 po | Sa) Hrs th) drn dr, (3.3.5) 
可 以 证 明 ,上 面 的 积分 定义 与 开 履 盖 和 单位 分 解 的 选择 方式 无 关 。 还 应 指出 的 是 ,在 
式 (3.3. 4) 和 式 (3. 3. 5) 中 定义 的 积分 都 是 对 指定 的 流 形 正 向 而 言 的 ; 若 取 相 反 的 定向 就 要 在 
右 端的 Riemann 积分 前 加 上 人 负 号 。 
流 形 上 的 积分 具有 以 下 性 质 : 设 ,www 是 已 定向 的 维 流 形 M 上 的 有 紧 支 集 的 - 形 
式 , 则 
GD | w+w)= J + 


(2) J = | ME Ri 


(3) 着 以 一 M 表示 与 定向 流 形 M 相反 的 定向 , 则 | ,w = 一 | 

(4) 车 w 是 M 上 的 体形 式 ( 即 w(z) 关 0,Yzr E M) , 它 确定 M 的 正 向 ,g(x) 宇 0 为 M 上 
的 连续 函数 , 则 gw > 0, 当 且 仅 当 g = 0 时 ,上 式 的 等 号 才 成 立 ; 

(5) 车 Mi,M; 为 M 的 不 相交 开 集 ,M = MU M;, 且 Mi ,M; 的 定向 与 M 的 定向 一 致 , 则 


J = thse 
定理 3.3.4 设 M,N 是 已 定向 的 n 维 微分 流 形 ,F:M-~N 是 一 个 保定 向 的 微分 同 胚 ,w 
是 N 上 的 一 个 有 紧 支 集 的 n -形式 , 则 
[网 E | Fe (3.3.6) 
上 式 是 流 形 上 的 积分 的 变量 置换 公式 。 作 为 特殊 情形 ,对 R" 的 开 集 上 的 积分 有 下 面 熟 
知 的 变量 置换 公式 。 
推论 设 U0 为 R' 中 的 开 集 ,p:U 一 pC(U)CR",xH>y 二 p(x) 是 一 个 微分 同 胚 。 记 


本名, 则 对 g(U) 上 的 可 积 卫 数 /(y) 有 


[fd edy, = roo) 1 1 deedz, (3.3.7) 
J 


3.3.3 Stokes 定理 


Stokes 定理 是 流 形 上 积分 的 基本 定理 , 它 有 重要 的 应 用 。 在 叙述 此 定理 之 前 ,需要 介绍 
流 形 上 的 带 边区 域 及 其 边界 定向 的 概念 。 

定义 3.3.4 设 M 是 n 维 微分 流 形 ,D 是 M 的 一 个 子 集 , 且 其 中 的 点 可 分 为 两 类 ， 

(1) 内 点 :在 M 中 有 一 个 含 点 的 坐标 图 (U ,9) ,使 得 UCD, 从 而 pCUND) 是 R" 中 的 
一 个 开 集 ; 

(2) 边界 点 9: 在 M 中 有 一 个 含 点 9 的 坐标 图 (U,9) ,使 得 (UD) 是 半空 间 R4 一 {(zi， 
,XZ,) ER"|z, 之 0) 中 的 一 个 开 集 , 且 zx,(q) 二 0; 则 我 们 称 D 为 流 形 M 的 一 个 带 边区 域 ,其 全 
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体 边界 点 的 集合 称 为 D 的 边界 , 记 作 3D( 图 3.15)。 


VD) 


图 3.15 带 边 区 域 

带 边区 域 D 的 边界 9D 是 流 形 M 的 一 个 (n 一 1) 维 正则 的 闭 子 流 形 。 例 如 ,DD = { (zi,zx,) E 
Rj 十 在 <1}) 是 R 中 的 二 维 圆 域 ,其 边界 9D: = S! 是 R? 的 一 维 正则 闭 子 流 形 。 类 似 地 ， 
D"=(xER"| |x <<1} 是 R" 中 的 n 维 球 域 ,其 边界 9D" = S"…! 是 R" 的 nn 一 1 维 正则 闭 子 流 
形 。 又 如 二 维 柱 面 S' XR 上 的 区 域 S' Xx[0,1] 的 边界 是 S' X10) 与 S' xX {1} 的 并 集 , 这 是 两 个 
圆周 。 由 此 可 见 带 边区 域 的 边界 未 必 是 连通 的 。 

如 果 流 形 M 是 可 定向 的 , 则 M 中 的 区 域 D 的 边界 9D 也 是 可 定向 的 。 事 实 上 , 若 流 形 M 
已 由 nn -形式 0=dzi 人 … 人 dz 定向 ,并 在 任 一 点 9€9D 处 选取 一 个 满足 定义 3. 3. 4 的 要 求 ， 
且 与 M 的 定向 一 致 的 坐标 图 (U,p) 及 局 部 坐标 {zi) , 则 {zx ,… ,zx,_1) 是 9D 在 点 9 处 的 局 部 坐 
标 , 且 由 

5 = (一 1D)"dz A … 人 dr。 (3. 3. 8) 
给 出 边界 9D 在 点 4 的 坐标 邻 域 UNaD 上 的 定向 。 该 定向 
称 为 定向 流 形 M 在 3D 上 诱导 的 定向 。 图 3. 16 以 二 维 区 
域 的 边界 为 例 予以 说 明 。 

现在 给 出 Stokes 定理 如 下 。 

定理 3.3.5 设 D 是 n 维 已 定向 的 流 形 M 中 的 带 边 “ No 
区 域 ,” 是 M 上 的 一 个 有 紧 支 集 的 (一 1)- 形 式 , 则 有 了 


[de=| (3.3.9) 0 
其 中 边界 2D 具有 由 M 诱导 的 定向 ,车 3D = DF, 则 有 i 
ao=0, 


上 述 定理 的 证 明 可 参看 参考 文献 [1,2]。 在 实际 问题 中 ,区 域 D 通常 是 紧 的 ,这 时 无 需 再 ， 
假设 (" 一 1)- 形 式 ”有 紧 支 集 了 。Stokes 定理 在 理论 上 有 很 大 的 普遍 性 ,例如 微 积分 学 中 的 
Newton-Leibniz 公式 .Green 公式 、Stokes 公式 .Gauss 公式 ,以 至 复 变 函数 论 中 的 Cauchy 定 
理 等 ,都 是 流 形 的 Stokes 定理 的 特殊 情形 。Stokes 定理 在 力学 .物理 学、 微分 几何 、 偏 微分 方 
程 等 方面 有 十 分 重要 的 应 用 。 这 里 对 此 作 一 些 说 明 。 


四 “严格 地 说 , 式 (3. 3.9) 中 的 | om 应 记 为 | io, 其 中 i:3D 一 M 是 包含 映射 。 
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例 3.3.7 利用 Stokes 定理 推导 微 积分 学 中 的 一 些 重要 公式 。 

设 D=[a,6b] 是 R' 中 的 闭 区 间 , 则 DD 的 定向 边界 9D 二 {6} 一 {a}。 令 /为 D 上 的 连续 可 
微 函 数 ,w= 了 是 0 -形式 。 于 是 由 式 (3.3.9) 有 Newton-Leibniz 公式 

af= fb) — fla) 

设 D 是 R* 中 的 有 界 闭 区 域 ,边界 3D 的 定向 是 由 D 的 定向 诱导 的 (例如 图 3. 17 所 示 )。 

令 P,Q 为 D 上 的 连续 可 微 函数 ,w=Pdz 十 Qdy 是 1 -形式 。 于 是 由 式 (3. 3.9) 有 Green 公式 
de+ob 一 (如 - 吕 )aray 

利用 类 似 的 方法 ,我 们 可 由 Stokes 定理 得 到 
Rs; 中 的 经 典 Stokes 公式 和 Gauss 公式 ,其 证 明 留 
作 习 题 。 

显然 , 设 M 是 n 维 已 定向 的 带 边 紧 流 形 ,w 是 
M 上 的 (n 一 1)- 形 式 , 则 Stokes 定理 成 立 , 即 有 


.de = w 。 特别 地 ,如 果 M 是 无 边 紧 流 形 , 即 


aM=-C, 则 有 | do = 0. 


设 M 是 一 个 紧 的 已 定向 的 n 维 带 边 Riemann 流 
图 3.17 平面 有 界 闭 区 域 及 边界 形 ,其 边界 3M 尖 纪 ,N 是 2M 上 的 外 法 向 单位 向 量 场 ， 
六 为 M 上 的 向 量 场 , 则 由 Stokes 定理 可 得 散 度 公 式 


awn, = XN (3.3.10) 
其 中 ,Au 为 M 上 的 Riemann 体积 元 (参看 式 (3. 3. 2)) ,pw 为 在 9M 上 由 导出 的 Riemann 体 
积 元 ,divX 是 向 量 场 X 的 散 度 ,(X,N) 是 X 与 N 的 内 积 。 在 局 部 坐标 系 {zi} 下 ,有 pv 一 VG 


dz A…Adz,, 其 中 G=det(gy), 且 着 记 X = 加 X, 过,N = 六 N 志 ， 则 有 表达 式 


SE aa ， 
divX = 3) = (VOX,) (3.3.11) 
和 (X,N) = g(X,N) = D) goXiN, (3.3.12) 
1 


作为 Stokes 定理 的 一 个 重要 应 用 ,下 面 证 明 外 微分 算 子 d 与 余 微 分 算 子 的 一 些 重要 性 
质 。 为 此 先 定义 在 紧 Riemann 流 形 (M,g) 上 两 个 p -形式 的 内 积 。 

定义 3.3.5 设 (M,g) 是 n 维 已 定向 的 紧 Riemann 流 形 ,w,0E 9?(M)。 在 局 部 坐标 系 
{zi} 下 ,它们 有 局 部 表达 式 


1 
“= 3 a CT)drs 人 … A drs, 


1 
t= 元 之 bi CT) dz A A dz 
, 
记 


1 
(w,0) = py > Ds Pb, DE gs 
i» 


i 
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我 们 在 F*(M) 中 定义 与 9 的 内 积 如 下 


(w,0) = [CR (3.3.13) 
于 是 9"(M) 成 为 一 个 内 积 空间 ,在 其 上 给 出 请 -形式 w 的 范 数 ( 模 ) 为 
lwoll =VCo,o) (3.3.14) 
容易 证 明 , 对 任何 w,9€ 9?(M) ,有 
wh (#0 = (wp (3.3.15) 
和 (x#w,#*0) 一 (ob) (3.3.16) 


式 (3. 3. 16) 表 明 Hodge 算 子 * 是 从 内 积 空间 98*(M) 到 3"-*(M) 的 一 个 等 距 同 构 。 
定理 3.3.6 设 (M,g) 是 nn 维 已 定向 的 无 边 紧 Riemann 流 形 , 则 外 微分 d:F?(M) 一 
9 (M) 和 余 微分 85:9 扩 :COM) 一 92(M) 是 关于 内 积 (。,。) 的 互 为 共 生 的 线性 算 子 。 
证 设 wEF?(M),9E Fo"'(M), 则 
dlw A (#0D)=dwo A (Cx)+—lw A dx*0= 
do MN (x0)+(— Drw A *(xdxb) 一 
do MN (#0)—wAh (*60) 
利用 式 (3. 3.15) 、 式 (3. 3. 13) 和 Stokes 定理 ,并 注意 到 3M=@, 则 有 
(dw,0) = (w,609) (3.3.17) 
这 表明 d,6 关于 式 (3. 3. 13) 给 出 的 内 积 是 互 为 共 瑟 的 线性 算 子 。 证 毕 ， 
应 当 指出 ,即使 M 是 非 紧 的 Riemann 流 形 , 无 论 它 是 否 带 边 ,只 要 ww 或 有 紧 支 集 , 则 式 
(3. 3. 17) 仍 然 成 立 , 即 算 子 d 与 的 共 思 性 也 成 立 。 
接着 证 明 关 于 调和 形式 的 充 要 条 件 的 定理 3. 2. 4。 由 调和 算 子 的 定义 、 式 (3. 2. 108) 和 
(3.3.17), 对 wE9?(M) 有 
(Aw,w) =((dd+6d)w,w) = (ddw,w) + (dw,w) = 
(6w,6w%) + (dw,dw) = | 6w :+ | dwll’ (3.3.18) 
由 此 可 见 , 在 已 定向 的 无 边 紧 Riemann 流 形 上 ,pp -形式 w 是 调和 形式 的 充 要 条 件 是 dw=0 且 
6w 二 0, 即 它 同时 是 闭 形式 和 余 闭 形式 .。 根据 前 面 所 述 ,如 果 M 是 非 紧 的 (无 边 或 带 边 ) Rie- 
mann 流 形 , 但 w 有 紧 支 集 , 则 定理 3. 2. 4 的 结论 仍然 成 立 。 
最 后 证 明 关于 调和 算 子 性 质 的 定理 3. 2. 5。 事 实 上 ,由 式 (3. 3. 18) 知 ,对 任何 wE Go(M) 
有 (Aw,w) 之 0, 这 表明 算 子 A 是 正定 的 。 此 外 ,对 任何 w,gE Fo(M) 有 
(Aw,0) =((d0+ 6d)w,0) = (dBw,0) + (6dw,0) = (dw,60) + (dw,d0) = 
(w,d60) + (w,6d0) = (w, (dd+ 6d)0) = (w,A0) 
上 式 表明 算 子 A 是 自 伴 的 。 


3.4 临界 点 理论 概述 


3.4.1 临界 点 、Sard 定理 


临界 点 理论 是 微分 流 形 研究 的 一 个 重要 课题 。 它 将 映射 的 局 部 性 态 与 流 形 的 拓扑 性 质 联 
系 起 来 ,形成 了 分 析 与 几何 相 结合 的 理论 ,并 在 动力 系统 .优化 ,控制 统计、 非 线性 微分 方程 等 
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方面 有 着 重要 的 应 用 。 

定义 3.4.1 设 M,N 为 两 个 微分 流 形 ,F:M->N 为 光滑 映射 。 

(1) 对 点 zxE M, 如 果 下 的 微分 dF(z):T,M 一 Tr NN 是 满 射 , 则 称 z 为 下 的 正则 点 ; 否 
则 称 为 的 临界 点 。 

(2) 对 点 >E N, 记 其 原 像 集 F-: (y)={zE MI|IF(z) 二 y) (我 们 规定 当 y&g FC(M) 时 ， 
F- (3?)= 休 ) .如果 F-'(y) 是 空 集 ,或 者 当 F-'(y) 非 空 时 , 它 只 含 下 的 正则 点 , 则 称 y 为 下 
的 正则 值 ;否则 称 为 下 的 临界 值 ,此 时 FF-'(y) 至 少 含 下 的 一 个 临界 点 。 

设 流 形 M 和 N 的 维 数 分 别 为 m 和 nn。 显然 ,rE M 为 映射 下 :MN 的 正则 点 的 充分 必 
要 条 件 是 rankF(zx) 二 n; 相 反 地 ,zxE M 为 下 的 临界 点 的 充分 必要 条 件 是 rankFCz) 一 "。 由 此 
可 知 , 当 m<n 时 ,任何 zEM 都 是 下 的 临界 点 ,因为 此 时 rankF(z) 过 min(m,n) 二 m<n。 此 
外 ,按照 定义 3.4. 1, 任 何 yE N\FCM) 都 是 下 的 正则 值 ,因为 其 原 像 集 F-:(y)= 纪 ;特别 地 ， 
当 m<n 时,F(M) 中 的 点 都 是 下 的 临界 值 ,只 有 NNF(AM) 中 的 点 才 是 下 的 正则 值 。 

例 3.4.1 设 f:R' 一 R' 为 光滑 函数 , 则 了 的 临界 点 z 满足 df(r)==0, 即 (zx)=0; 反 
之 ,f 的 正则 点 zx 满足 1'(z) 关 0。 由 此 可 见 , 如 果 在 区 间 (a,56) 上 的 点 都 是 f 的 正则 点 , 则 三 
是 (a,b) 上 的 严格 单调 函数 。 

接着 讨论 正则 值 的 原 像 集 的 结构 。 设 M 和 N 分 别 为 m 维和 维 的 微分 流 形 ,F:M->N 
为 光滑 映射 ,yo EN 是 下 的 一 个 正则 值 。 当 m 之 n 时 ,F-'(y。) 或 者 是 M 的 一 个 (m 一 n) 维 正 
则 子 流 形 ( 此 时 , ye E F(M), 或 者 是 空 集 (此 时 , yo。 对 F(M))。 这 可 由 映射 的 秩 定 理 ( 见 
定理 3.1. 1) 直 接 得 知 。 当 m<n 时 ,F-:(y) 必 为 空 集 ,因为 此 时 必 有 y。 FF(M)。 特 别 地 可 
以 证 明 , 当 m=n 时 ,如 果 M 是 紧 流 形 , 且 F-:(y) 非 空 , 则 F-:(y) 是 由 有 限 个 点 组 成 的 0 维 
正则 子 流 形 。 上 述 结果 对 于 判断 流 形 M 的 子 集 是 否 是 正则 子 流 形 有 重要 作用 。 

从 上 面 知道 ,光滑 映射 的 正则 值 的 非 空 原 像 集 一 定 是 正则 子 流 形 。 但 要 注意 ,并 非 流 形 
M 的 每 个 正则 子 流 形 都 是 M 上 某 个 光滑 映射 的 正则 值 的 原 像 集 。 此 外 ,光滑 映射 的 临界 值 的 
原 像 集 不 一 定 是 正则 子 流 形 。 

例 3.4.2 映射 /:R"->R' 由 下 式 定义 


?= (xz) = 1x1: 王 六 x€ER" 


易 知 y=0 是 了 的 惟一 临界 值 ,> 天 0 都 是 了 的 正则 值 。 对 于 了 的 正则 值 a, 如 果 a 过 0, 则 
三 (o)= 何 ; 如 果 za>0, 则 广 '(a) 一 S"…, 它 是 R" 的 (m 一 1) 维 正则 子 流 形 。 对 于 /的 临界 
值 0, 其 原 像 集 广 "(0) 是 * 一 0, 它 是 一 个 0 维 正则 子 流 形 。 

例 3.4.3 映射 f:R: 一 R' 由 下 式 定义 

Jriyrz) = TI, (nT) ER 

易 知 y=0 是 了 的 惟一 临界 值 ,> 天 0 都 是 f 的 正则 值 。f 的 正则 值 的 原 像 集 /-'(a) 是 双 曲 
线 如 一 如 ==a, 它 是 R? 的 1 维 正则 子 流 形 。/ 的 临界 值 0 的 原 像 集 /-'(0) 是 相交 的 两 直线 
区 土 X; 二 0, 它 显然 不 是 R: 的 子 流 形 。 

我 们 在 下 一 小 节 中 还 要 对 临界 点 作 进一步 的 讨论 。 最 后 介绍 关于 临界 值 和 正则 值 的 分 布 
情况 的 定理 ,其 证 明 请 参看 有 关 书 籍 。 

定义 3.4.2 设 M 为 m 维 微分 流 形 ,E 是 M 的 子 集 。 如 果 对 M 的 每 个 坐标 图 (U,g) ,都 
有 YE 站 U) 是 R" 中 的 零 测度 集 , 则 称 己 为 M 中 的 零 测 度 集 。 
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定理 3. 4. 1(Sard 定理 ) 设 M 和 NN 分 别 为 m 维和 n 维 微分 流 形 ,F:M->N 是 光滑 映射 ， 
则 下 的 临界 值 的 集合 是 N 中 的 零 测度 集 。 

推论 ”在 上 述 定理 的 条 件 下 ,下 的 正则 值 的 集合 是 N 的 稠密 子 集 。 

由 此 可 知 ,如 果 m 宇 n 宇 1, 且 下:M 一 NN 是 光滑 的 满 射 , 则 至 多 除了 N 的 一 个 零 测度 子 集 
外 ,对 >E N, 其 原 像 集 F-:(y) 都 是 M 的 正则 子 流 形 。 


3.4.2 ”Morse 理论 


本 节 讨 论 光滑 函数 f:M-~~R 在 临界 点 附近 的 性 态 。Morse 首先 注意 到 光滑 函数 与 流 形 
拓扑 结构 的 关系 主要 集中 在 临界 点 上 ,他 给 出 的 定理 完全 刻画 了 光滑 函数 在 非 退 化 临界 点 处 
的 局 部 性 态 , 是 临界 点 理论 的 重要 内 容 , 并 成 为 微分 流 形 几 何 研 究 的 有 力 工具 。 

设 M 是 mm 维 微分 流 形 , 7:M-~R 是 光滑 函数 。 若 zE M 是 了 的 临界 点 , 则 df (zx) :TM 一 
R 不 是 满 射 ,从 而 df (x) 是 零 映射 。 也 就 是 说 ,如 果 (U,,q,) 是 M 上 含 z 的 坐标 图 , 则 太一 
大 9 :9o(U,) 一 R 在 x 二 9,(z) 处 的 所 有 一 阶 偏 导 数 都 等 于 0。 我 们 进一步 考虑 /, 在 x。 处 
的 二 阶 偏 导数 的 情况 ,引进 Hesse 矩阵 的 概念 。 

定义 3.4.3 设 M 为 m 维 微分 流 形 ,/:M-~R 为 光滑 函数 ,zE M 为 的 临界 点 ,并 称 m 
阶 和 矩阵 


-zf fo 
zaza Dz zr 
H/(z) = : : (3.4.1) 
a 
Ep zon dTon | | 


为 了 在 处 的 Hesse 矩阵。 如果 H,(z) 非 奇异 , 则 称 工 为 /的 非 退 化 临界 点 ,否则 称 为 退化 
临界 点 。 
显然 Hesse 矩阵 依赖 于 坐标 图 的 选取 。 如 果 (Us,Hp) 为 M 上 含 工 的 另 一 坐标 图 ,和 到,(x) 
为 了 关于 坐标 图 (Usgp) 在 工 处 的 Hesse 矩阵 ,容易 得 知 百 /(z) 与 五 /(z) 之 间 的 变换 关系 为 
HB/(z) = JTCz) BrCz)JCz) (3.4.2) 
其 中 , 必 (z) 一 (azu/azn )|s 为 登 置 映 射 po 一 9 95' 在 x 二 a(x) 处 的 Jacobi 矩阵 。 因 此 
Hesse 矩阵 的 奇异 性 与 坐标 图 的 选取 无 关 , 从 而 非 退 化 临界 点 的 定义 不 依赖 于 坐标 图 的 选取 。 
Hesse 矩阵 是 实 对 称 矩 阵 , 它 的 一 切 特征 值 都 是 实数 。 设 zx 是 光滑 函数 f 的 临界 点 ， 
Hesse 矩阵 H(z) 的 负 特 征 值 的 个 数 k 称 为 临界 点 z 的 指标 。 由 式 (3. 4. 2) 亦 可 得 知 ,临界 点 
指标 的 定义 与 坐标 图 的 选取 无 关 。 
为 了 研究 光滑 函数 在 临界 点 处 的 性 态 , 我 们 希望 将 函数 加 以 简化 。 下 面 的 Morse 引 理 表 
明 , 类 似 于 实 对 称 矩 阵 可 通过 相似 变换 化 为 对 角 型 那样 ,光滑 函数 在 其 非 退 化 临界 点 附近 可 通 
过 坐标 图 的 适当 选取 化 为 某 种 标准 形式 。 
定理 3.4.2(Morse 引 理 ) 设 M 为 mm 维 微分 流 形 ,f:MR 为 光滑 函数 ,zuEM 是 三 的 
指标 为 的 非 退 化 临界 点 , 则 存在 M 的 某 个 含 rs 的 坐标 图 (U,qg) ,使 得 (zs)=0, 且 
fo = fr) Daet Dw (3.4.3) 


j= 


其 中 ,对 任何 7EU, 有 w=9(z) 二 (wy，… sun)E pLU)CR"。 式 (3.4.3) 称 为 /在 U 中 的 局 部 


2 
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标准 形 。- 

推论 1 光滑 函数 的 非 退化 临界 点 是 孤立 的 。 

事实 上 ,由 式 (3.4.3) 可 见 , 函 数 fp 的 各 个 一 阶 偏 导数 当 且 仅 当 x 一 0 时 等 于 零 , 这 说 
明 zo 是 U 中 惟一 的 临界 点 。 

推论 2 若 微 分 流 形 M 是 紧 的 , 且 光 滑 函 数 f:M 一 R 的 临界 点 都 是 非 退化 的 , 则 f 只 有 
有 限 个 临界 点 。 

事实 上 , 若 工 不 是 临界 点 ( 即 zx 是 正则 点 ) ,显然 有 zz 的 开 邻 域 ,其 中 不 含 临界 点 。 若 是 
临界 点 , 则 由 推论 1 知 有 一 个 只 含 临界 点 z 的 开 邻 域 。 因 为 M 是 紧 的 , 故 M 可 被 有 限 个 这 样 
的 开 邻 域 覆 盖 , 从 而 了 只 有 有 限 个 临界 点 。 

Morse 引 理 说 明 在 非 退 化 临界 点 附近 ,光滑 函数 了 的 局 部 性 态 可 由 对 角 二 次 型 描述 , 即 由 
Hesse 矩阵 确定 。 我 们 按 临 界 点 的 指标 的 (m 十 1) 种 可 能 值 进行 分 类 。 例 如 在 表 3. 1 中 给 出 
当 m=1,2 时 光滑 函数 /的 非 退 化 临界 点 的 类 型 和 局 部 标准 形 。 

表 3.1 非 退化 临界 点 


在 图 3. 18 中 给 出 当 w==2 时 ,函数 ?一 7(x ,zs ) 的 局 部 图 像 。 对 于 一 般 的 m, 在 /的 非 退 
化 临界 点 类 型 中 包括 一 个 极 小 点 ,一 个 极 大 点 ,还 有 (m 一 1) 种 不 同类 型 的 鞍点 ,它们 分 别 对 应 
于 k=1,2,0 ml 


G/F 


图 3.18 二 维 流 形 的 非 退 化 临界 点 


根据 Morse 引 理 ,我 们 还 可 以 利用 光滑 函数 的 等 值 集 去 描述 流 形 的 全 局 拓扑 结构 。 

定义 3.4.4 设 广 M-~R 是 光滑 函数 , 且 了 仅 有 非 退化 临界 点 , 则 称 f 为 Morse 函数 。 

由 前 面 的 推论 2 显然 得 知 , 紧 流 形 M 上 的 Morse 函数 仅 有 有 限 个 临界 点 。 下 面 的 定理 表 
明 任何 紧 流 形 M 上 总 存在 Morse 函数 。 

定理 3.4.3 设 M 是 紧 的 微分 流 形 , 则 M 上 全 体 Morse 函数 所 成 的 集合 是 C" (M,R) 中 
的 开 稠 集 。 

定义 3.4.5 设 M 是 微分 流 形 ,/:M->R 是 光滑 函数 ,ce R, 则 称 集合 /1(c) 为 /的 高 度 
为 c 的 等 值 集 (Jevel set)。 
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由 前 面 已 经 知道 ,车 c 是 了 的 正则 值 , 则 等 值 集 广 '(c) 是 空 集 或 M 的 (m 一 1) 维 正则 子 流 
形 。 若 c 为 了 的 临界 值 , 则 等 值 集 广 :(c) 可 以 是 微分 流 形 ,也 可 以 不 是 徽 分 流 形 。 应 当 指出 ， 
当 * 通过 临界 值 时 ,等 值 集 广 :(c) 的 拓扑 结构 还 会 发 生 突变 。 我 们 将 流 形 M 看 作 f 的 一 些 等 
值 集 的 并 (即将 流 形 M 按 f 的 等 值 集 进行 分 解 ) ,于 是 根据 当 < 在 R 中 变化 时 相应 的 等 值 集 的 
变化 情况 ,就 能 提供 微分 流 形 本 身 的 一 些 拓扑 信息 。 特 别 地 ,如 果 f 是 M 上 的 Morse 函数 ， 
因为 它 的 临界 点 都 是 非 退化 的 , 故 由 Morse 引 理 得 知 ,在 临界 点 附近 ,等 值 集 具 有 二 次 曲面 的 
拓扑 结构 ,这 对 流 形 的 几何 研究 有 着 重要 的 价值 。 

例 3.4.4 设 M=R’,f:R' 一 RR 由 f(zi,z;)= 二 qT 十 a; 开 ,al,as 关 0 所 定义 。 易 知 f 有 
惟一 的 临界 点 x* 一 (zi'zz) 一 0, 在 该 处 的 Hesse 矩阵 
2a 0 

| 
的 秩 为 2, 故 x=0 为 非 退 化 临界 点 ,从 而 了 是 Morse 函数 。 对 cER, 显 然 c=0 是 惟一 的 临界 
值 ,c 天 0 都 是 正则 值 。 下 面 考查 等 值 集 广 :(c) 随 c 的 变化 情况 。 

如 果 a1 ,az 均 为 正 数 , 则 当 c<0 时 , 广 :(c) 是 空 集 ; 当 c=0 时 , 广 !(0) 仅 为 一 点 p; 当 c>0 
时 ,三 (ce) 是 与 S: 同 胚 的 1 维 紧 子 流 形 (图 3. 19)。 如 果 wa 与 a; 反 号 , 则 当天 0 时 , 广 !(c) 
是 非 紧 的 1 维 流 形 ( 即 双 曲 线 ); 当 c=0 时 , 广 '(0) 成 为 退化 的 二 次 曲线 ( 即 一 对 相交 直线 ) , 它 
已 不 再 是 子 流 形 了 (图 3. 20) 。 


H/(0) = 


图 3.19 


例 3.4.5 设 M 为 R' 中 的 二 维 环 面 (图 3.21),f:M-~R 是 从 
M 到 = 轴 的 投影 ( 称 为 高 度 函数 )。 厂 是 Morse 函数 , 因 它 的 4 个 
临界 点 p,q,r,s 均 为 非 退 化 的 。 当 < 为 正则 值 时 , 广 :(c) 是 M 的 1 
维 子 流 形 (可 以 是 不 连通 的 ) 或 者 空 集 。 当 c 为 临界 值 时 , 广 :(c) 
或 为 一 点 (了 的 极 小 点 或 极 大 点 *) ,或 为 一 条 oo 字形 曲线 ( 它 不 
是 子 流 形 , 且 通 过 鞍点 4 或 ~)。M 的 几何 形状 可 由 等 值 集 /Cc) 
随 < 的 变化 情况 完整 地 描述 。 可 以 发 现 , 当 c 在 R 中 不 含 临界 值 
的 区 间 内 变化 时 ,相应 的 广 :(c) 彼 此 同 胚 ; 而 当 c 通过 临界 值 时 ， 
"(0) 的 拓扑 结构 将 发 生变 化 ,其 中 包括 变 为 空 集 的 情形 。 

上 面 的 例子 表明 ,我 们 可 以 由 光滑 函数 (尤其 是 Morse 函数 ) 
的 临界 点 及 其 类 型 去 确定 流 形 的 全 局 拓扑 结构 。 另 外 ,我 们 还 可 
以 反 过 来 由 流 形 的 拓扑 不 变量 去 估计 光滑 函数 的 非 退 化 临界 点 的 


图 3.21 
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数目 ,例如 Morse 不 等 式 反映 了 紧 流 形 上 的 Morse 函数 的 指标 为 的 临界 点 数目 与 流 形 的 
Euler 示 性 数 之 间 的 一 个 重要 关系 。 

总 的 来 说 ,Morse 理论 较 完善 地 解决 了 光滑 函数 的 非 退 化 临界 点 问题 ,这 时 只 需 根据 二 阶 
导 算 子 ( 即 Hesse 矩阵 ) 就 能 确定 在 临界 点 附近 的 映射 性 质 。 至 于 退化 临界 点 则 要 考虑 更 高 
阶 的 导 算 子 , 难 度 就 更 大 了 。 关 于 这 方面 的 结果 可 参看 奇 点 (singularity) 理 论 和 突变 (catas- 
trophe) 理 论 的 有 关 论 著 。 


3.4.3 横 截 性 理论 


横 截 性 (transversality) 概 念 出 自 结构 稳定 性 研究 的 需要 。 例 如 ,如 果 在 平面 上 的 两 条 曲 
线 或 在 空间 中 的 曲线 与 曲面 在 某 点 相 切 , 则 这 种 几何 状态 是 结构 不 稳定 的 ,因为 只 要 把 曲线 或 
曲面 稍 加 变动 ,它们 就 不 再 处 于 相 切 状态 ,而 变 为 不 相交 或 多 点 相交 的 状态 了 。 但 是 如 果 原 来 
它们 就 不 相交 (或 相交 而 不 相 切 ) , 则 这 种 状态 是 结构 稳定 性 ,因为 曲线 或 曲面 位 置 的 微小 变动 
不 会 改变 其 不 相交 (或 相交 ) 的 性 质 。 后 一 种 情形 称 为 模 截 的 。 一 般 地 ,结构 稳定 柱 讨 论 数学 
模型 的 某 些 分 析 的 或 几何 的 定性 性 质 在 小 扰动 下 能 否 保持 不 变 的 问题 ,这 最 终归 结 为 该 系统 
是 否 具有 横 截 性 的 研究 。 首 先 对 微分 流 形 给 出 摸 截 性 的 概念 。 

定义 3.4.6 设 K,L 为 微分 流 形 M 的 两 个 正则 子 流 形 , 若 pEKNL, 且 

TIK 十 TeL = TM (3.4.4) 
则 称 K 和 工 在 点 p 横 截 , 记 为 K 不 ,L 。 否 则 称 K 和 L 在 点 p 非 模 截 。 若 p4 KL, 则 总 认为 
K 和 L 在 点 轧 模 截 。 

上 述 定义 表明 ,如 果 M 的 两 个 子 流 形 相交 ,它们 在 交点 处 是 否 横 截取 决 于 它们 在 该 点 的 
切 空间 是 否 张 成 M 的 切 空间 。 但 要 注意 , 式 (3. 4. 4) 左 端的 和 并 不 是 直 和 ,从 而 T,K 与 TL 
的 维 数 之 和 可 以 大 于 TsM 的 维 数 ,例如 R? 中 两 个 二 维 曲 面 横 截 相交 的 情形 。 

定义 3.4.7 车 对 每 一 点 pE KL, 式 (3. 4. 4) 均 成 立 , 则 称 和 工 是 横 截 的 , 记 为 
K 不 L, 

显然 如 果 K 和 工 不 相交 , 则 它们 总 是 模 截 的 。 如 果 K 不 上 且 K 败 LL 关 儿 , 则 由 隐 汪 数 定 
理 不 难 证 明 , 在 点 pE KNL 附近 ,KnL 局 部 地 是 M 的 (k 十 ! 一 m) 维 子 流 形 , 其 中 上 ,1,m 分 别 
为 K,L,M 的 维 数 。 特 别 地 ,在 上 述 情形 中 ,车 有 上 十 /二 m, 则 在 微分 同 胚 的 意义 下 ,在 点 
PEKNL 附 近 有 M=KXL.。 

上 述 概 念 可 用 来 讨论 可 微 映 射 下 :MN 与 N 的 于 流 形 S 的 横 截 性 。 我 们 用 F(M) 与 S 
的 模 截 性 去 定义 与 S 的 横 截 性 ,并 注意 到 Tr FCM) = 二 dF(T,M), 从 而 有 下 面 定义 。 

定义 3.4.8 设 S 为 微分 流 形 NN 的 正则 子 流 形 ,F:M-~N 为 可 微 映射 ,点 pE M, 如 果 

F(p) & S 或 dF(TM) + TrwS = TrpN (3.4.5) 
则 称 下 与 S 在 点 p 模 截 , 记 为 不 ,S( 图 3. 22)。 若 对 每 一 点 pE M, 都 有 下 不 ,S, 则 称 F 与 $ 
横 截 , 记 为 下 不 S。 

由 此 可 知 , 若 F(M) 与 .S 不 相交 , 则 下 不 S。 车 F:M-~N 为 浸没 ( 即 dimM>dimN, 且 
rankF 一 dimN), 则 对 N 的 任 一 子 流 形 S 均 有 下 不 S。 又 车 dimM-+dimS<dimN, 则 当 且 仅 
当 FCOM)mS= 亿 时 , 才 有 下 不 S。 - 

例 3.4.6 设 M=R,N==R*,S 为 Re 上 的 xz 轴 。 

(GD) 令 F:R 一 Rz 由 下 (2)=(t,#)T 定义 ,FCM) 如 图 3.23(a) 所 示 。 当 1 关 0 时 ,由 于 
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F(1) GS, 故 F 不 S。 当 t==0 时 , 它 对 应 F(M) 与 S 的 交点 O。 由 于 dF(0) = (1,0)7, 故 
dF(T。M) 二 Two.wS, 从 而 等 式 dF(ToM) 十 TosS 二 To.w NN 不 成 立 。 由 此 可 见 下 在 t=0 处 不 
与 S 横 截 。 这 个 结果 有 明显 的 几何 解释 ,因为 FCM) 与 S 在 点 O 处 相 切 。 

(2) 令 F:R 一 R: 由 F(D) 一 (it 一 1)7 定义 ,FCM) 如 图 3. 23(b) 所 示 。 当 :天 士 1 时 ， 
F(D) 人 ES, 故 下 不 S。 当 :一 士 ] 时 ,它们 分 别 对 应 FCM) 与 S 的 交点 A 和 B。 对 t=1,dF(1)= 
(1,2)7, 故 有 

d 


dFo)( 环 )= 到 + 


区 
azrz 


M Wd TrosS 


N 
图 3.22 图 3.23 


从 而 等 式 dF(T,M) 十 To.o,S=To.w NN 成 立 , 即 下 在 1=1 处 与 S 横 截 。 类 似 可 证 下 在 := 一 1 
处 亦 与 S 横 截 。 这 个 结果 在 几何 上 也 是 明显 的 ,因为 FCM) 与 S 在 点 A 和 B 处 相交 而 非 
相 切 。 

我 们 在 前 面 已 经 知道 ,光滑 映射 FE:M-~~N 的 正则 值 的 原 像 集 如 果 非 空 的 话 ,必定 是 M 的 
一 个 正则 子 流 形 。 现 在 进一步 讨论 ,如 果 S 为 N 的 正则 子 流 形 , 在 什么 条 件 下 FE-:(S) 是 M 
的 正则 子 流 形 呢 ? 下 面 的 定理 回答 了 这 个 问题 , 它 可 看 作 欧 氏 空间 中 的 隐 范 数 定理 的 推广 。 

定理 3.4.4 设 M,N 分 别 为 m 维和 维 微分 流 形 ,F:M->N 为 光滑 映射 ,SCN 为 上 维 
正则 子 流 形 ( 其 余 维 数 为 x 一 k)。 若 下 不 S, 且 F-'(S) 非 空 , 则 F-'(S) 是 M 的 (m 十 k 一 n) 维 
正则 子 流 形 ,其余 维 数 等 于 (n 一 &) 。 

推论 设 K,L 为 M 的 正则 子 流 形 , 且 KK 不 L, 则 KNL 为 M 的 正则 子 流 形 。 

下 面 给 出 横 截 性 的 几 个 主要 定理 。 

定理 3. 4.5( 横 截 开 性 定理 ) 设 M,N 为 微分 流 形 ,SCN 为 闭 子 流 形 , 记 Cs (M,N)= 
{FIFEC“(M,N),F 不 S), 则 Cs COM,N) 是 CC(M,N) 的 开 子 集 。 

定理 3. 4. 6( 横 截 稠密 性 定理 ) 在 定理 3. 4. 5 的 条 件 下 , 则 C5 (M,N) 是 C" (M,N) 的 稠 
密 子 集 。 

定理 3. 4. 7( 横 截 同 伦 定理 ) 设 M,N 为 微分 流 形 ,Q 为 N 的 正则 子 流 形 ,M,Q 均 没有 边 
界 ,F:M~~N 为 光滑 映射 , 则 存在 同 伦 于 下 的 映射 G:M->N, 使 G 不 Q。 


习 题 


1. 证 明 :R' 中 的 椭 球 面 . 抛 物 面 、. 双 曲面 .马鞍 面 . 柱 面 等 都 是 二 维 光滑 流 形 。 
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2, 证 明 :整个 旋转 锥 面 C={(zi ,zx ,zx;)|z 二 zx? 十 z} 不 是 一 个 流 形 ,但 上 半 锥 面 C7 一 
{(Czivzayzs)| 妇 一 地 十 好 ,zs 之 0} 是 一 个 二 维 流 形 。 

3. 证 明 : 椭 圆 ,抛物 线 、 双 曲线 等 都 是 R* 的 一 维 正则 子 流 形 。 

4, 设 M,N,P 为 微分 流 形 ,F:M-=N,G:N-~P 均 为 Cr 映射 ,证 明 复合 映射 H=G。*F:M 
一 已 也 是 C" 映 射 。 

5. 设 下 :R" 一 R" 是 可 微 映射 ,M 是 方程 F(x) =0 的 解 的 集合 , 即 M= {xER"|F(x)==0}。 
车 对 一 切 xEM,rankF(x) 二 k(k<n) ,证 明 :M 是 R" 的 一 个 (n 一 k) 维 正则 子 流 形 。 

6, 设 M 为 一 切 2X2 实 抢 阵 组 成 的 4 维 线性 空间 ,证 明 : 秩 为 1 的 全 体 2X 2 实 和 矩阵 构成 
M 的 一 个 三 维 正则 子 流 形 。 

7. 证 明 : 切 空 间 的 基底 和 切 向 量 的 分 量 的 坐标 变换 公式 (3. 1. 17) 和 (3. 1. 18) 。 

8. 证 明 公式 (3.1.29)。 

9. 证 明 余 切 空间 的 基底 和 余 切 向 量 的 分 量 的 坐标 变换 公式 (3. 1. 38) 和 (3.1. 39) 。 

10. 在 R' 中 , 取 不 含 原点 O 的 局 部 坐标 图 ,并 在 其 中 取 极 坐标 (r,9), 作 出 切 向 量 场 9/ar 
和 9/99 的 示意 图 ,并 将 它们 用 ?3/az,a/ay 线性 表 出 ,其 中 (z,y) 为 直角 坐标 。 

11. 证 明 ,Riemann 度量 (gs )( 见 式 (3. 1. 40))、 曲 线 弧 上 的 微分 ds( 见 式 (3. 1. 44) 和 切 向 
量 的 夹 角 ( 见 式 (3. 1. 46) ) 等 皆 与 局 部 坐标 的 取 法 无 关 。 

12. 试 求 在 R: 的 柱 坐 标 (r,p,x) 和 球 坐 标 (r,9.9) 下 的 Riemann 度量 gj (ij 一 1,2,3)。 

13. 证 明 公式 (3. 2. 8) 和 (3. 2. 9)。 

14. 证 明 公式 (3. 2. 11) 和 (3. 2. 16)。 

15. 设 M=R' ,指出 下 列 微分 形式 哪些 是 闭 的 ,哪些 是 恰当 的 ; (1) w= yzdz 十 zzdy 十 
zydzi(2) w 一 zdz 十 zy2dy 十 yzdzi(3) w 一 zydzAdy 十 zdy 人 dz。 

16. 证 明 公式 (3. 2. 29) 一 (3.2. 31)。 

17. 设 F:R+ XS' 一 R? 由 (z,y) 一 F(r,p) 一 (rcos gp，rsin 9) 给 出 , 试 计算 F" (dz A dy)。 

18. 设 F:R+ XS!'X[0,x]>R? 由 (z,y,z) 一 F(r,g,9) 一 (rcos ysin 0,rsin psin 0,rcos 0) 
给 出 , 试 计算 F" (rdyA dz) 和 F* (dzAdyAdz)。 

19. 证 明 公式 (3. 2. 34) 一 (3. 2. 38) 。 

20. 证 明 公式 (3.2.39)。 

21. 证 明 公 式 (3. 2. 49) 一 (3. 2. 52)。 

22. 利用 公式 (3. 2. 61) 去 证 明 公式 (3. 2. 59)。 

23. 证 明 公式 [Lx ,Ly]=Lcx.yj。 

24. 设 M=R? ,X= 一 y9/3x 十 x9/9y, 试 计算 Lx(3/97x) 和 Lx(ydzx 一 zdy)。 

25. 在 R 中 ,利用 d 和 * 运 算 去 证 明 向 量 分 析 的 有 关公 式 ( 参 考 例 3. 2. 3)。 

26. 设 /,gEC”(R’), 试 分 别 在 直角 坐标 系 、 柱 坐标 系 和 球 坐 标 系 下 计算 df 人 ( x dg) 。 

27. 证 明 公式 (3. 2. 103)~(3. 2. 107) 。 

28. 证 明 公式 (3.2.109) 一 (3.2.112)。 

29. 设 fE C” (CR ), 试 分 别 在 柱 坐 标 系 和 球 坐标 系 下 计算 dx df 和 Af。 

30. 证 明定 理 3. 2. 10 及 其 推论 。 

31. 设 (P,w) 是 一 个 2n 维 辛 流 形 ,U 是 P 上 的 一 个 坐标 邻 域 ,在 其 上 取 辛 坐标 (% 、 户 ) 
(GD0。 记 ae 一 2/39g ,f==9/9p;(i 二 1,…,n)。 证 明 下 列 关系 式 :(1) we,e;)=w(f;,f;)=0， 
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isj=1,°" ,Nn (2) wleis fi)=0,i¥j,ij=1, Nn3(3) wei f)=1,i=1,° ,ne 

32. 设 { 儿 1iER} 是 定常 Hamilton 系统 的 单 参数 变换 群 ,证 明 : 几 是 一 个 正则 变换 。 

33. 对 于 nn 维 热传导 方程 wx, 一 azAvz 一 0, 若 取 a= (* dx) 人 Ad 一 wm, 其 中 由 =dzi 人 … 人 
dz,，* 仅 作用 于 空间 变量 , 则 该 方程 等 价 于 da==0。 

34, 证 明 公式 (3. 2. 149) 和 (3. 2.150) 。 

35. 推导 Riemann 流 形 的 自然 体积 元 w( 见 式 (3. 3. 2)) 的 坐标 变换 公式 ,并 证 明 它 与 坐标 
的 取 法 无 关 。 

36. 利用 Stokes 定理 推导 Rs 中 的 经 典 Stokes 公式 和 Gauss 公式 。 

37. 利用 Stokes 定理 给 出 R? 中 w= Pdz 十 Qdy 十 Rdz 的 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 。 

38. 证 明 公式 (3.3. 15) 和 (3. 3. 16)。 

39， 试问 下 列 函 数 的 临界 点 (0,0) 是 否 孤 立 、 非 退化 、 极 大 或 极 小 ?并 计算 该 临界 点 的 
指标 。 

(1) f(z = —2ryt+ ys 

(2) f(r1y)=10ry+y +75y’s 

(3) (zyy) 一 妇 十 4 


(4) f(z1y) = 11zy+ 攻 十 x。 


40, 设 M 为 全 体 2X 2 实 矩 阵 组 成 的 集合 ,J:M~~R 定义 为 /(A) 二 detA，Y AEM。 证 
明 :/ 是 M 上 的 Morse 函数 。 


41. 设 F:R" 一 R 由 (ri，…zo) 一 定义 ,其 中 ay ER(i,j=1,…,n)。 


A 
(1) 求 了 的 Hesse 和 矩阵 
(2) 若 "ER" 满足 Hv 二 0, 求 证 :过 原点 O 且 沿 方向 » 的 直线 上 的 点 全 是 /的 临界 点 ; 
(3) 证 明 当 且 仅 当 H 为 非 奇异 矩阵 时 ,原点 O 是 三 的 孤立 临界 点 。 
42. 设 M=R?,K 为 zx 轴 ,L 为 圆周, 试 给 出 K 和 L 横 截 或 非 模 截 的 示意 图 。 
43, 设 F:R' 一 R" 为 线性 映射 (k<n) , 为 R" 的 线性 子 空间 ,证 明 下 不 上 的 充分 必要 条 
件 是 F(R*) 十 L=R"。 
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第 四 章 “” 偏 微分 方程 的 现代 理论 


偏 微分 方程 主要 借助 于 未 知 函 数 及 其 导数 来 刻画 客观 世界 的 物理 量 的 一 般 变 化 规律 。 人 
类 对 它 的 研究 已 经 有 将 近 300 年 的 历史 。 最 初 的 研究 工作 主要 集中 在 物理 、 力 学 、 几 何 学 等 方 
面 的 具体 问题 ,其 典型 代表 是 波动 方程 .热传导 方程 和 位 势 方 程 (调和 方程 ;。 通 过 对 这 些 问题 
的 研究 ,形成 了 至 今 仍然 使 用 的 有 效 方法 ,例如 ,分 离 变 量 法 、Fourier 变换 法 等 。 早 期 的 偏 微 
分 方程 研究 的 特点 基本 上 是 针对 某 一 个 方程 来 进行 ,研究 方法 和 研究 结果 都 难以 得 到 广泛 
应 用 。 

随 着 科学 和 技术 研究 中 出 现 的 偏 微分 方程 越 来 越 广泛 ,针对 某 一 个 方程 进行 研究 的 方式 
已 经 不 能 适应 实际 工作 的 需要 。 为 了 满足 新 的 需求 ,寻找 研究 偏 微分 方程 的 普遍 适用 的 方法 
成 了 20 世纪 偏 微分 方程 界 主要 的 工作 ,发 展 起 来 了 诸如 泛 函 分 析 法 ,积分 变换 法 . 半 群 法 和 反 
散射 法 等 比较 普遍 适用 的 方法 。 泛 函 分 析 方法 以 广义 函数 理论 和 Sobolev 空间 理论 为 基础 ， 
对 偏 微分 方程 问题 解 的 适 定性 进行 研究 ,形成 了 研究 偏 微分 方程 的 较 一 般 的 方法 ,例如 基本 解 
方法 和 Schauder 估计 法 可 以 用 于 研究 各 种 类 型 的 偏 微分 方程 。 积 分 变换 法 借助 于 Fourier 积 
分 算 子 理论 ,更 是 把 偏 微分 方程 抽象 到 更 高 层次 上 进行 理论 研究 。 半 和 群 方法 主要 是 利用 半 群 
理论 广义 函数 理论 和 Sobolev 空间 理论 等 数学 基础 ,研究 线性 和 非 线 性 偏 微分 方程 的 方法 。 
反 散 射 方 法 是 研究 孤立 子 时 产生 和 发 展 起 来 的 ,是 研究 非 线 性 偏 微 分 方程 问题 的 较 一 般 的 
方法 。 

本 章 主要 介绍 偏 微 分 方程 的 一 些 基 本 概念 和 研究 偏 微分 方程 的 现代 理论 基础 ,以 及 研究 
偏 微分 方程 问题 的 主要 方法 。4. 1 节 介 绍 偏 微分 方程 的 定义 及 其 基本 类 型 ,以 及 偏 微分 方程 
理论 所 要 讨论 的 主要 问题 。4. 2 节 采 用 连续 线性 泛 函 的 观点 来 理解 广义 函数 ,并 且 介 绍 利用 
广义 函数 求 偏 微分 方程 基本 解 的 方法 。4. 3 节 中 介绍 Sobolev 空间 的 基本 知识 ,然后 在 4.4 节 
中 利用 广义 函数 和 Sobolev 空间 理论 研究 线性 偏 微 分 方程 . 4. 5 节 中 还 将 介绍 Cv 半 群 理论 的 
基本 概念 及 其 在 发 展 方程 中 的 应 用 。 最 后 ,在 4. 6 节 中 介绍 求解 非 线 性 偏 微分 方程 问题 的 
Backlund 变换 、Hirota 双 线 性 直接 法 、Lax 对 和 反 散 射 方法 。 


4.1 偏 微分 方程 的 基本 概念 


本 节 介 绍 偏 微分 方程 的 定义 及 其 基本 类 型 ,以 及 偏 微分 方程 理论 所 要 讨论 的 主要 问题 。 
4.1.1 偏 微分 方程 定义 


定义 4.1.1 称 形 如 以 下 含有 未 知 函数 x(x) 以 及 各 阶 偏 导数 的 等 式 
F{zva， 


au au .. Qu ... Qu 
ar az” "97," "Fa zr )— 0 

为 偏 微分 方程 。 式 中 未 知 函数 u(x) 表 示 客 观 世 界 的 物理 量 ,一 般 随 时 间 和 空间 位 置 变 化 ;时 间 变 量 
和 空间 变量 记 成 向 量 x* 一 (zi ,zz,…,z,);G 一 (a ,qs，… sa) 为 多 重 指标 ,1a| 二 ai 十 a 十 … 十 a 。 
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为 了 方便 ,以 下 简 记 :x 二 区 …z ,39 二 0% 03…9% ,Ds 一 i 9;。 在 这 些 记号 下 ,以 上 

所 定义 的 偏 微分 方程 可 以 简写 为 
F(xwusdlu ,ou) = 0 (4.1.1) 

式 (4.1.1) 中 的 函数 下 既 可 以 是 标量 函数 也 可 以 是 向 量 函 数 。 若 下 是 向 量子 数 , 则 称 式 
(4. 1. 1) 为 偏 微分 方程 组 。 

在 偏 微分 方程 研究 中 ,通常 对 式 (4. 1. 1) 所 表示 的 一 般 偏 微分 方程 进行 分 类 ,以 便 针 对 不 
同 偏 微分 方程 采用 不 同方 法 进行 研究 。 最 普通 的 分 类 方式 是 按照 式 (4. 1. 1) 中 的 函数 下 所 出 
现 的 未 知 函 数 的 偏 导数 的 最 高 阶 阶 数 1a| 进 行 的 ,将 式 (4. 1. 1) 的 偏 微分 方程 称 为 |x| 阶 偏 微 
分 方程 。 
式 (4. 1. 1) 所 表示 的 偏 微分 方程 还 可 以 按照 其 中 的 函数 F(x,u,39iu，,… ,9J"u) 关 于 未 知 函 
数 u(x) 及 其 各 阶 导数 9;u,… ,9;"u 的 线性 性 来 分 类 。 若 下 是 关于 未 知 函数 u(x) 及 其 各 阶 导 
数 函 数 的 线性 函数 , 则 称 对 应 的 偏 微分 方程 为 线性 偏 微分 方程 ;反之 ,如 果 函 数 下 不 是 未 知 函 
数 x(x) 及 其 各 阶 导数 的 线性 函数 , 则 称 对 应 的 偏 微分 方程 为 非 线性 偏 微分 方程 。 

非 线性 偏 微分 方程 可 以 进一步 分 类 。 比 如 , 当 式 (4. 1. 1) 的 函数 下 关于 未 知 函数 w(x) 及 
其 导数 是 非 线性 的 ,但 关于 未 知 函 数 x(x) 的 最 高 阶 偏 导数 是 线性 的 , 则 称 对 应 的 偏 微分 方程 
为 拟 线性 偏 微分 方程 ;而 当 函 数 下 是 多 项 之 和 上 且 至 少 有 一 项 是 未 知 函 数 及 其 导数 的 线性 函数 
时 , 称 对 应 的 偏 微分 方程 为 半 线 性 方程 。 

例如 ，Cauchy-Riemann 方程 


是 一 个 一 阶 线性 偏 微 分 方程 组 。 而 张 一 6u 弛 十 2 一 0 是 一 个 三 阶 非 线性 偏 微分 方程 , 它 既 


是 拟 线性 偏 微分 方程 ,也 是 半 线 性 方程 。 
线性 偏 微分 方程 也 可 以 进一步 分 类 。 一 般 m 阶 线性 偏 微分 方程 可 以 写成 


aeCz)Du(z) = f(x) (4.1.2) 


Er 


简写 成 P(x，D)z(x) = f(x), 其 中 P(x, D) = 》 ao(x)D* 称 为 m 阶 线性 偏 微 分 算 子 ,而 


‘em 


pn(x,D) = 2 ae(x)D" 被 称 为 线性 偏 微分 算 子 P(x,D) 的 主 部 。 对 于 线性 偏 微分 算 子 


P(x,D), 将 由 
Plx,D)'v= >) D' (a(x)v) 


4 
所 定义 的 线性 偏 微 分 算 子 P(x,D)* 称 为 算 子 PCx,D) 的 苍 算 子 。 
借助 式 (4.1. 2) ,可 以 将 线性 偏 微分 方程 作 如 下 分 类 。 
定义 4.1.2 车 mm 阶 线性 偏 微 分 方程 (4. 1. 2) 中 的 系数 满足 
Po(x,5) = Da EF0VEz0EER 


则 称 对 应 的 偏 微分 方程 为 m 阶 构图 型 方程 。 
定义 4.1.3 若 对 任意 的 向 量 5 一 (6 ,名 ，…, 忆 ) ,可 愉 其 分 量 6 ,6 ,6 中 选取 一 个 变 
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量 , 比 如 名 ,使 得 Po(x'5) 一 0 具有 关于 的 m 个 互 异 实 根 , 则 称 对 应 的 m 阶 线性 偏 微分 方程 


为 m 阶 双 曲 型 方程 。 
还 可 以 定义 所 谓 的 抛物 型 方程 。 et 对 一 般 的 二 阶 偏 微 分 方程 
= BD alr) Du (4.1.3) 
a ai 
可 作 如 下 定义 。 


定义 4.1.4 车 式 (4.1.3) 中 的 》) as(x) 邵 尖 0(Y5 尖 0) , 则 称 对 应 的 线性 偏 微分 方程 
ele2 


为 抛物 型 方程 。 
对 高 阶 偏 微分 方程 也 可 以 定义 抛物 型 方程 ， 
还 有 大 量 线性 偏 微分 方程 不 属于 这 三 类 方程 之 一 。 例 如 ,Tricomi 在 1923 年 研究 过 的 


+3 一 0 就 既 不 是 区 域 R 上 的 本 加 型 方程 和 双 则 型 方 程 ,也 不 是 Re 上 的 抛物 型 方程， 


它 在 y>>0 时 为 椭圆 型 方程 ,而 在 y<0 时 为 双 曲 型 方程 ,这 样 的 方程 称 为 区 域 Re 上 的 混合 型 
方程 。 


例如 ,数学 物理 中 的 三 维 Laplace 方程 3 十 3 十 3 一 0 就 是 一 个 典型 的 椭 轩 型 方程 ， 


而 数学 物理 中 的 波动 方程 一 (2 十 着)(a 为 常数 ) 就 是 双 则 型 方程 。 


4.1.2 偏 微分 方程 的 定 解 问题 


定义 4.1.5 设 人 是 Re 中 的 一 个 区 域 ,函数 “定义 在 区 域 人 上 并 且 处 处 具有 |a| 阶 连续 
导数 ,如 果 函 数 « 使 得 等 式 (4. 1. 1) 两 边 鲁 等 , 则 称 函数 为 式 (4. 1. 1) 在 区 域 @ 上 的 经 典 意 
义 下 的 解 ,简称 为 经 典 解 。 一 般 所 说 的 解 ,就 是 这 种 意义 下 的 解 

按照 这 种 定义 ，Tricomi 方程 可 以 有 无 穷 多 个 解 ,而 物理 现象 在 一定 条 件 下 是 惟一 表现 出 
米 的 。 偏 微分 方程 理论 就 是 研究 一 个 偏向 分 方程 (或 偏 微分 方程 组 ) 是 否 有 在 满足 菜 些 补充 条 
件 的 情况 下 ,具有 惟一 解 和 解 的 各 种 性 质 ,以 及 求解 的 方法 。 

一 般 来 说 ,为 了 确定 偏 微 分 方程 的 解 ,需要 对 该 仿生 分 方程 补充 一 些 初始 条 件 和 边界 条 件 。 
人 分 广 和 各所 有 加 的 衬 充 条件 一起 成 证 角 题 ,个 如, 该 动 方 和 具有 以 下 天 定 外 是 

线 =e( 问 + 芋 + 吾 ) 。 (为 党 数 ) 
i (4.1.4) 


2 | 一 VCzyyyz)， 守 


到 | = 多 zz) 


5 
C4 :( 营 + 旁 + 绢 ) (zyvz) E QC Ri ,a 为 常数 


uo = PCzvyz)， 线 | ,= Wz) (4.1.5) 


u ao 一 ACzyyyzvt) 
若 定 解 问题 的 解 存在 且 惟一 ,而 且 解 对 定 解 问题 的 补充 条 件 以 及 方程 系数 有 连续 依赖 性 ， 
则 称 对 应 的 定 解 问题 为 适 定 问题 。 
从 数学 物理 中 知道 , 定 解 问题 式 (4.1.4) 和 (4. 1. 5) 有 惟一 解 , 而 且 其 解 对 初始 条 件 有 连续 


184 现代 数学 基础 


依赖 性 。 因 此 , 定 解 问题 式 (4. 1. 4) 为 适 定 问题 。 但 有 些 偏 微分 方程 确实 理论 上 无 解 ,例如 ， 
Lewy 研究 过 方程 

Gis) yy 

ar 9y ?了 az 3 
式 中 ,wu 为 复 值 函 数 。 他 证 明了 如 果 适 当选 取 Re 上 充分 光滑 的 函数 f(x,y,z), 则 该 方程 在 


Rs 的 任何 非 空子 集合 中 不 仅 无 经 典 解 ,而 且 也 没有 其 他 意义 下 的 解 。 另 一 个 无 解 方程 的 例子 
是 由 Treves 给 出 的 : 取 实 系数 的 线性 算 子 B 为 


1 /Fu , Ou za Du 2 
( 焉 + 号 )+z 


Be ayaz ?3735 


则 下 列 方程 无 解 
.9 2 2 
(8 一 i 却 )(8+i 充 = (B tin)u=/ 
4.2 广义 函数 空间 
在 工程 技术 领域 中 广泛 应 用 的 6 函数 被 定义 为 


az) = ( 
»=-{6 天 0 


工 一 0 


它 满足 条 件 | 5(z)dz = 1 。 但 从 经 典 微 积分 的 观点 来 看 ,这 种 定义 显然 是 予 盾 的 ,因而 不 能 


像 普 通 函 数 那 样 进行 某 些 数学 运算 。 为 了 对 这 类 函数 建立 严格 的 数学 基础 ,有 必要 对 数学 分 
析 的 函数 概念 加 以 推广 ,推广 的 函数 就 是 本 节 所 说 的 广义 函数 。 本 节 采 用 连续 线性 泛 函 的 观 
点 来 理解 广义 函数 。 


4.2.1 基本 函数 空间 


定义 4.2.1 记 DCR" 上 的 无 穷 次 可 微 函数 构成 的 空间 为 C~(0)。 在 C”(Q) 中 引进 拓 
扑 : 若 函数 列 {9, (x)}CC” (0) 对 任意 指标 a 和 任意 紧 集 KCA, 有 sup19"p; | 一 0, 则 称 函 数列 
{9 (x)) 在 C”(Q) 中 弱 收 敛 到 0, 记 为 p(x) 一 0(C~(0))。 将 赋予 了 该 拓扑 的 C~(0) 记 为 
ECD)。 

对 于 OCR" 上 定义 的 函数 p(x), 记 suppp(x) 一 TYxT98CJ 天 DOvxEDy, 称 为 函数 p(x) 的 
支 集 。 

定义 4.2.2 记 QCR 上 的 无 穷 次 可 微 并 且 具 有 紧 支 集 的 函数 构成 的 线性 空间 为 
C5(0)。 在 C5 (0) 中 引进 拓扑 :车 函数 列 {9;(x)}CCF (0) 对 任意 指标 a, 存在 紧 集 KCa 使 
得 supppy € KK, 且 supl9"9, | 一 0, 则 称 函数 列 {g, (x)} 在 CFCQ) 中 弱 收 敛 到 0, 记 为 g(x) 一 
0(C? (0))。 将 赋予 了 该 拓扑 的 Cr (0) 记 为 9(0)。 

以 上 定义 的 两 种 空间 6&(0) 和 92(D) 在 9=R" 时 分 别 简 记 为 5 和 9。 

定义 4.2.3 记 9(R") 或 9 为 空间 C~ (R") 的 子 空间 , 若 p(x) EC™(R") 对 任意 指标 a,8 有 
09(x)>0, 则 Xx)E 5R")。3CR") 上 的 拓扑 为 :对 任意 指标 车 supx"a4 ;x) 一 0, 则 称 


函数 列 {9; (x)} 在 F(R") 上 收敛 到 0, 记 为 pCx) 一 0(9F(R"))。 
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例如 ,定义 R" 中 的 函数 


1 1 

rp 1 

a I (4.2.1) 
0， Ixl>1 


其 中 = | exp 一 二 一 dx. 显然 本 数 j(z) 分 别 是 9,9,6 中 的 函数 ,其 支 集 为 supp j(x) 


a ?Trl 1 


一 人 xx| 和 1) ,并且 在 其 定义 域 上 的 积分 值 为 1. 此 外 ,对 于 任意 es 之 0, 令 j.(z) 二 6"j(x/e)， 
则 对 任意 6 二 0,j.(x) € 2,9,6; 当 |x | 之 e 时 ,ji(x) = 0, 而 且 |j.(x)dx 二 1。 
对 于 wuEL*(R") , 若 定义 算 子 J, 使 得 
Juu(z) = | epoie 一 Ddy= fpidy (4.2.2) 


称 算 子 ,为 光滑 化 算 子 或 软化 算 子 , 而 式 (4. 2. 1) 中 定义 的 函数 称 为 光滑 化 核 或 软化 核 。 由 
卷 积 运算 的 性 质 可 知 , 对 于 u€L?(R"),Ju(x)E€ 6。 

定理 4.2.1 9(0D),9 和 6(9) 均 为 完备 空间 。 

证 仅 证 明 9(0) 的 完备 性 ,4 和 6(0) 的 完备 性 可 类 似 证 明 。 由 微 积 分 原理 知 ,y, (x) 一 
Px) (j—00) '9"pi(xX) 的 极限 存在 , 且 lim9'9, 9"9 (x)。 因此 极限 函数 g(x) 在 9 上 无 穷 次 可 
微 , 且 在 区 域 9 之 外 人 恒 为 零 , 所 以 p(x)E 9(0)。 按 照 9(Q) 上 数 全 性 定义 ,9(0) 中 任意 基本 
列 在 2(0) 中 存在 极限 。 故 空间 2(0) 为 完备 空间 。 证 毕 。 

空间 9, YZ 和 6 之 间 显 然 存 在 关系 9C C6, 而且 有 如 下 定理 。 

定理 4.2.2 《是 连续 函数 空间 C"(R" ) 的 稠密 子 空间 。 

证 对 任意 连续 函数 f(x)E C?(R") ,由 于 当 |z|>e 时, 产 (z) 一 0, 所 以 


| Jf Cx) — f(x) '<| 17) 一 FGxr) | jx— ydy< 
ics 
au [f(y — fx) I>0 (e—0) 
sce 


因而 函数 J.f(x)E 6 当 e->0 时 趋 于 f(x)。 所 以 定理 成 立 。 
,由 29CYCE 可 以 推出 :9 在 6 中 稠密 ,9 在 9 中 稠密 。 


4.2.2 广义 函数 空间 


1, 广义 函数 的 定义 

定义 4.2.4 设 正 为 基本 函数 空间 ,空间 巨 上 的 连续 线性 泛 函 * 称 为 定义 于 空间 E 上 的 
广义 函数 ,简称 为 广 函 或 分 布 。 

记 E 上 的 全 部 广义 函数 所 构成 的 集合 为 E', 则 根据 线性 泛 函 的 加 法 和 数 乘 运算 ,广义 函 
数 集合 已 是 一 个 线性 空间 。 广 义 函 数 作用 在 基本 函数 空间 E 中 的 函数 p(x) 上 的 结果 记 为 
《us,9) 或 u(y) 。 连 续 线性 泛 函 具有 以 下 性 质 

(1) 线性 :对 任意 数 a, 5, 使 得 

ulap+bp) 一 au(9) +bu()), VoyEE 

(2) 连续 性 : 当 gp 一 0(E) 时 ,ul(g;) 一 0。 

因此 ,广义 函数 空间 已 中 可 以 引进 两 种 收敛 概念 :如 果 对 任意 g(x) EE, 广 义 函 数 空间 E 
中 的 广义 函数 列 {w } ,使 得 


N 
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(up up, (jo) 

式 中 ,uE EE , 则 称 内 弱 收 敛 于 wu; 若 当 j 一 co 时 ,(u),9) 在 EE 中 的 每 个 有 界 集合 上 一 致 收敛 于 
《u，9) , 则 称 uw 强 收 依 于 x。 

特别 地 , 设 QCR' 为 开 集 , 则 2(02) 上 的 广义 函数 亦 称 为 分 布 。2(Q) 上 的 全 体 广义 函数 
记 成 终 (O)。 此 外 ，Y(R") 上 的 广义 函数 称 为 缓 增 分 布 或 缓 增 广 函 ,9 上 的 全 体 广义 函数 记 成 
勾 。 而 56 上 的 广义 函数 称 为 超 分 布 , 记 为 & 。 由 基本 函数 空间 9,Y 和 “之 间 的 关系 9CYC-《， 
易 知 :2 了 YDE 。 

例 4.2.1 对 固定 点 zwER" ,定义 3 使 得 

(6 (x 一 加 )，9) = 9 (xzo)， Vor) EE 

该 式 显然 定义 了 8 中 的 一 个 广义 函数 , 称 为 Dirac 函数 。 该 广义 函数 在 工程 技术 中 常 称 为 脉 
冲 符号 或 脉冲 函数 。 显 然 6 也 是 9 “和 多 中 的 广义 函数 。 

例 4.2.2 空间 R' 上 的 任意 局 部 可 积 函 数 /(x) 通 过 公式 


(f,9)= frp dx, VC) ED (4.2.3) 


定义 了 多 上 的 一 个 广义 函数 。 

证 对 于 多 上 的 收敛 序列 {9;) ,存在 有 界 闭 区 域 ,使 得 Yj，supp9;CK。 因 此 , 当 一 
0(9) 时 , f(g) 一 0, 即 f 是 连续 的 。 而 f 的 线性 是 显然 的 ,因此 式 (4.2.3) 定 义 了 多 上 的 一 个 
广义 函数 。 

从 式 (4.2, 3) 知 道 , 若 将 几乎 处 处 相等 的 函数 看 成 同一 函数 , 则 局 部 可 积 函 数 与 式 (4. 2. 3) 
定义 的 广义 函数 是 一 一 对 应 。 因 此 在 不 致 于 引起 混淆 的 情况 下 ,可 以 直接 将 局 部 可 积 函 数 / 
称 为 广义 函数 。 

定义 4.2.5 由 局 部 可 积 函 数 /(x) 按 照 式 (4. 2.3) 定 义 的 广义 函数 , 称 为 函数 型 广义 函 
数 或 正则 广义 函数 , 非 正 则 的 广义 函数 称 为 奇异 型 广义 函数 。 

奇异 型 广义 函数 是 存在 的 。 事 实 上 , 若 不 存在 奇异 型 广义 函数 , 则 有 局 部 可 积 函 数 《x) 
使 得 6 函数 满足 


Gp = [roorcodz=p(0， vor)e9 C4.2.4) 
选取 式 (4. 2. 1) 中 定义 的 函数 j(x) 作 为 p(x) , 则 有 
ff Wid = 710) = (con 
上 式 右边 为 与 e 无 关 的 常数 ,而 左边 当 e->0 时 趋 于 0, 这 产生 矛盾 。 因 此 ,不 存在 函数 型 广义 
函数 使 式 (4. 2. 4) 成 立 , 即 8 是 一 个 奇异 型 广义 函数 。 
奇异 型 广义 函数 的 存在 表明 广义 函数 确实 扩大 了 经 典 函数 的 范畴 。 
例 4.2.3 单 变量 函数 序列 


0， 1 


5(z) = 
人 Ws lzl< yi 


收敛 于 极限 6。 
证 由 于 对 任意 E99, 存 在 全 E[ 一 1/j,1/j] 使 得 


0 
(fi,9) = 引 ,8(zdz 一 8C6) 一 0) 一 (38)， 一 co) 
a 
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因此 f; 收 化 于 5。 
定理 4.2.3 设 空间 9 中 的 广义 函数 列 {f;(x)} 存 在 弱 极 限 /, 则 极限 /€ 2 。 
根据 该 定理 可 以 证 明 , 对 2 中 的 弱 基 本 列 {f;(x)}, 若 Ye>0 存在 N(e), 使 得 当 j,k 宇 N 
时 ,有 
| (万 一 六 ,9) |<e, VoED 
数值 基本 序列 {(/;,p)} 有 极限 。 由 {f;(x)) 的 弱 收 化 性 以 及 定理 4. 2. 3 知 ,收敛 极限 FE 9 。 
因此 9 为 完备 空间 。 
2. 广义 函数 的 惟一 确定 性 
从 上 面 的 描述 中 可 知 , 广 义 函 数 / 一 般 不 能 进行 逐 点 描述 ,但 可 以 按 下 式 定义 广义 函数 / 
在 某 一 点 x。 的 邻 域 U 中 为 0 
fl =0, Yop(x) € 2(U) 
车 广义 函数 了 和 & 在 区 域 U 上 使 得 /一 g=0, 则 称 /与 g 在 U 上 相等 。 另外 , u 取 0 值 的 最 
大 开 集 的 余 集 称 为 u 的 支 集 , 记 为 suppu。 
定理 4.2.4 若 YxoER', 存 在 在 xo 的 某 个 邻 域 中 不 等 于 0 的 基本 函数 空间 E 中 的 任意 


函数 gx), 使 得 g(x)e “dx E 已, 并 且 使 得 函数 型 广义 函数 7Cx) E E 满足 | rapCz)dx = 
0, 则 在 Re 上 广义 函数 三 几乎 处 处 为 0。 

证 对 在 xm 的 某 个 邻 域 中 不 等 于 0 的 任意 g(x) E ,| /Cog(x)eredx = 0 可 得 
A《x)qlx) 几乎 处 处 为 0, 再 由 p(x) 的 任意 性 知 ,f(x) 在 R" 上 几乎 处 处 为 0。 证 毕 。 

从 该 定理 很 容易 知道 ,2,Y9,6 上 的 函数 型 广义 函数 都 是 惟一 确定 的 , 即 若 /(9) = &(P)， 
V(x) E 9( 或 了 ,6), 则 在 R' 上 几乎 处 处 f= 二 g。 

定理 4. 2.4 可 以 用 于 惟一 确定 所 谓 的 有 限 阶 广义 函数 ,这 种 广义 函数 定义 如 下 。 

定义 4.2.6 车 上 的 广义 函数 /可 以 由 某 个 局 部 可 积 函数 (x) 表 示 如 下 

(f,9) = |Fopacodr， VyvEE 


则 称 /为 有 限 阶 广义 函数 。 满 足 该 式 的 1p| 的 最 小 值 被 称 为 广义 函数 f 的 阶 。 
例 4.2.4 6 广义 函数 是 一 阶 的 。 


证 因为 8(9)=| HOY (a)dz = 一 [Dd =p0), pe aR) 
其 中 


H(z) = 位 > (4.2.5) 
0， xz<0 
为 Heaviside 函数 。 
下 面 讨论 有 界 区 域 上 的 广义 函数 的 惟一 确定 问题 。 先 不 加 证 明 地 介绍 单位 分 解 定理 。 
“定理 4.2.5 设 0 是 R* 中 的 区 域 ,并 且 9 存在 局 部 有 限 的 有 界 开 覆 盖 {0;) ,使 得 0 中 的 
每 一 点 仅 含 在 有 限 个 9, 中 , 则 具有 如 下 性 质 的 函数 列 { 几 }》 
(D gECF CQ) ,0HE 1 一 1,2，， 
(2) Dh =lVren, 


称 为 0 上 从 属于 覆盖 {0,) 的 单位 分 解 。 
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定理 4.2.6 设 Q 上 的 广义 函数 了 在 9 中 的 每 个 点 的 一 个 邻 域 中 为 0 广义 函数 , 则 了 在 
人 中 为 0 广义 函数 ;反之 , 若 f 在 0 中 为 0 广义 函数 , 则 .f 在 0 中 的 每 个 点 的 一 个 邻 域 中 为 0 
广义 函数 。 

证 设 Q 上 的 广义 函数 在 0 的 每 个 点 的 一 个 邻 域 中 为 0 广义 函数 ,并 在 区 域 U(UCA) 
上 取 p ECF (DU)。 对 每 一 点 xE 吕 ,了 在 其 一 邻 域 中 为 0 广义 函数 ,不 妨 假 设 该 邻 域 有 界 , 则 当 
x 遍历 可 时 ,所 述 邻 域 构成 可 的 一 个 有 界 开 覆盖 族 。 根 据 Heine-Borel 定理 可 得 U 的 局 部 有 
限 的 有 界 开 覆 盖 序 列 {9, }, 令 其 相应 的 单位 分 解 为 { 几 }, 则 对 任意 PECT7(D) 有 

一 Sy VyECID 


Pe 


而 在 Qi, 上 (f,9y;)==0, 因 此 
frp) =(f, Dpp)= Fp) =0, VrE€CrD) 


全 ji 


即 /在 任意 区 域 U 上 为 0 广义 函数 。 进 而 了 在 区 域 2 上 为 0 广义 函数 。 该 定理 的 另 一 方面 
是 显然 的 。 证 毕 。 

3, 广义 函数 的 运算 

为 了 便于 使 用 广义 函数 ,下 面 将 在 广义 函数 空间 中 引进 一 些 有 用 的 运算 。 

(1) 广义 函数 与 无 穷 可 微 函数 的 乘积 

对 基本 函数 空间 E, 其 上 的 广义 函数 f 与 任意 无 穷 可 微 函 数 a(x) € 6 的 乘积 定义 为 

《af ,9) = (Fay)， vrEE (4.2.6) 
这 显然 是 线性 泛 函 ,而 且 当 EE=9 和 6 时 ,车 多 一 0(E), 则 由 于 Leibniz 法 则 知 
an(ap)) = Ep), 


候 
(其 中 <a 表示 Ba ,j=1,2,…,n),agj 一 0(E) 是 显然 的 。 因 此 , 式 (4. 2.6) 所 定义 的 泛 函 
还 是 连续 线性 的 , 即 ay 为 E 上 的 广义 函数 。 
但 当 EE=9 时 ,为 了 保证 af 为 Y 上 的 广义 函数 ,除了 在 式 (4. 2. 6) 中 要 求 a(x)E 6 外 ,还 要 
求 a(x) 一 OCxrle)，1xzl~coVaeEeN ,其 中 心 为 非 负 正 数 。 
例 4.2.5 证 明 :a(x)6 (x)=a(0)8(x) ,a(x)€ 9。 
证 根据 无 穷 可 微 函数 <(x)E 6 与 广义 函数 的 乘积 的 定义 ,对 任意 PE9 或 5 有 
{a(x)6(x),¥(x)) = (6,ap) = a(0)8(0) = (a(0)3(x) ,9》 
因此 ,a(x)6(x) 二 a(0)6(x)。 
(2) 广义 函数 的 导数 
对 广义 函数 fE 多 ,其 导数 表示 为 9"f , 它 满足 
(af,9) = (一 Dacg)， VpE9 (4.2.7) 
这 显然 是 线性 泛 函 。 由 多 中 的 函数 序列 的 收敛 性 定义 ,不 难 证 明 式 (4. 2. 7) 所 定义 的 泛 函 还 
是 连续 线性 的 。 根 据 定义 式 (4. 2. 7) 以 及 9 “中 的 函数 序列 的 收敛 定义 ,容易 知道 9 中 的 广义 
函数 具有 无 穷 阶 广义 导数 , 即 9 中 的 广义 函数 为 无 穷 可 微 的 , 它 的 各 阶 导 数 都 在 9/ 中, 并且 与 
微分 运算 的 顺序 无 关 。 
无 穷 可 微 函数 a(x) 与 广义 函数 了 的 乘积 广义 函数 也 适用 Leibniz 法 则 。 
例 4.2.6 求 Heaviside 函数 ( 式 (4.2.5)) 的 导数 。 
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解 由 于 (Hp) = 一 (H,9) =—[ aorcodz = 一 rcodx = pg(0), Vp) 


E 9(R) 。 因 此 ,Heaviside 函数 的 导数 是 6 函数 。 

(3) 广义 函数 的 卷 积 

车 pE9,uE 多 , 则 称 

uxgp= (up(x—y)), VxrER" 
所 定义 的 广义 函数 为 u 与 函数 9 的 卷 积 , 记 为 ux 9( 式 中 记 zw 为 关于 自 变量 y 的 广义 函数 ， 
下 同 ). 若 广义 函数 g, 三 满足 fE2' ，gEC , 则 称 
(firlgplx+y)), VoESE 

所 定义 的 广义 函数 为 与 g 的 卷 积 , 记 为 / * g。 

根据 卷 积 的 定义 及 广义 函数 的 性 质 ,容易 证 明 

"Cuxg) =uxap,a(f*g) =0f*g= f*og 

式 中 ,u, /E929 ，gEE ,9E9。 

当 pE 9 时 ,还 可 以 证 明 ux yE 3。 

例 4.2.7 对 /E9 ,计算 5Cr)x 广 。 

解 设 9(Cz)EeCzr, 则 (9x F,9) 一 (8 (89)) 一 (9), 因 此 ,5Cx) * f=f。 

借助 于 卷 积 运算 ,可 以 用 光滑 函数 逼近 广义 函数 。 事 实 上 ,利用 式 (4. 2. 1) 所 定义 的 函数 
j(x) 以 及 由 此 函数 定义 的 产 (x) 和 式 (4. 2. 2) 的 光滑 化 算 子 J., 可 以 得 到 如 下 定理 。 

定理 4.2.7 设 /E9, 则 

Tf =(f#j)(x) EC™, supp(Jf) CC suppf + {x ||x|<e) 

且 当 er0 时 ,Jf 一 f(9)。 

证 先 证 明 J.f(x) 为 光滑 函数 。 为 了 方便 ,假设 rE R!。 因 为 

(fuj)(x) = (万 xz 一 JD))， xER 

而 j.(x)E CF ,因此 当 h->0 时 有 


R Dj 
Cer 一 y+ 一 关 (x 一 帮 ] 一 起 Ce 一 罗 

于 是 对 任意 fE 2(R'), 当 h->0 时 有 
Cf y+ 一 jz 一 J)]) 一 ( 放 ， 


由 广义 函数 的 线性 性 可 知 ,f x*j. 是 一 阶 可 导 的 。 然 后 ,利用 数学 归纳 法 便 可 证 明 J.f(x) 的 光 
滑 性 。 

下 面 证 明定 理 的 第 二 个 公式 。 注 意 到 对 任意 固定 点 x*, 若 对 每 一 点 E suppf 都 有 
x—yEsuppj.(x), 即 xE suppj. 二 suppf, 则 (f*j)(x)=(f,,j.(x 一 y))=0, 因 此 /xj 的 支 
集 含 于 suppf 十 suppj: 中 。 而 suppj.C{x||lx|<e), 所 以 supp (J.f) Csuppf+{x||x| <<e} 
成 立 。 

为 了 证 明 J.f 一 /(2) ,注意 到 VpE9, 有 

(Jf 9) = (fis jy), px yy))) (4.2.8) 


jx—y)) 
9x 


而 上 式 右 端的 
《CD 9 (x 十 了 ))》 一 fi pt mdy = |i(yy(x—yDdy= pre —ey)dy 
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因此 对 任意 指标 =, 都 有 

[a jy) prt — opr) i<| | op(x—ey)— op(r) | j (ydy 
由 前 面 的 证 明知 ,存在 一 紧 支 集 KCsuppp 十 {x|1x| 过 1}) ,使 得 9"9 在 K 上 一 致 连续 ,从 而 
VY 7>0, 有 充分 小 的 。, 使 得 1 3*p(x 一 引 ) 一 98(Cxr) | 二 nj(y)dy = 7。 因此 ,在 9 中 , 当 s 一 0 时 


(jy) ,p(x 十 )) 一 p(x)。 于 是 ,根据 式 (4.2.8), 当 se 一 0 时 ,(J.f ,9) 一 (f,9)。 证 毕 。 
(4) 广义 函数 的 Fourier 变换 
对 局 部 可 积 函数 fE Li (R") ,其 Fourier 变换 为 


A = ef dr x (4.2.9) 
而 其 Fourier 道 变换 为 
也- | i i 
TN = ye dr (4.2.10) 
其 中 ,9 和 38 都 是 Li 上 的 线性 算 子 。 若 xE Y , 则 将 
(HOD= (zy AP), VyEY (4.2.11) 
所 定义 的 广义 函数 F(u) 称 为 x€ 多 的 Fourier 变换 ;而 将 
(FWD = (uF (WD), VyEY (4.2.12) 


所 定义 的 广义 函数 9，'(w) 称 为 vE 的 Fourier 逆 变换 。 

可 以 证 明 , 式 (4.2.9) 定 义 的 古典 函数 的 Fourier 变换 与 式 (4. 2. 11) 所 定义 的 广义 函数 的 
Fourier 变换 是 一 致 的 ; 式 (4. 2. 10) 定 义 Fourier 道 变换 与 式 (4. 2. 12) 所 定义 的 广义 函数 的 
Fourier 逆 变 换 也 是 一 致 的 。 因 此 ,对 两 种 Fourier 变换 使 用 同样 的 记号 。F(w) 也 记 成 。 

若 函 数 序列 办 在 Y 中 收敛 于 0, 则 G( 内 ) 也 在 94 中 收敛 于 0。 因 此 公办) = (uw 加) 一 
0(A~0), 也 就 是 说 多 xz)EY 。 因 此 ,Fourier 变换 是 到 9 的 连续 线性 算 子 。 另 外 ,对 于 广义 
函数 的 Fourier 变换 ,由 于 (F(R0)),)= (R00) 97D))=(uy)，Y VEY, 因此 Yu€ 9 ， 
FH)) =u, 

例 4.2.8 试 证 6(x) 函数 的 Fourier 变换 为 1, 而 函数 1 的 Fourier 变换 为 (27)"6 (x)， 
xER"。 


证 因为 VYyE 9,(6,8) = (6,D) = (0) = eyowar leo = (1,), 所 以 ZF(5)=1。 


另外 , 若 把 9(6) = 1 作为 已 知 , 容易 导出 (1,) = (1, = (8, = (2m" 
(6,H(—x)) = (2r)"(8,%), 故 ] = (2x)"6。 

上 的 Fourier 变换 与 Y 上 的 Fourier 变换 有 类 似 的 性 质 。 例 如 ,容易 证 明 以 下 性 质 

(对 uw€9, 有 Dw)=6" RW) ,Gu) 一 (一 Di DF); 

(2) YYE IS, uE SH, Fur =u Y. 

另外 ,由 于 L?(R") 为 的 子 空间 ,因此 把 L? 上 的 函数 看 作 Y 上 的 广义 函数 时 ,具有 一 般 
缓 增 广义 函数 的 性 质 ,不 仅 如 此 ,还 有 下 述 定理 。 

定理 4.2.8(Plancherel 定理 ) Fourier 变换 为 L? 到 自身 的 保 范 同 构 映射 。 


保 范 映射 保持 内 积 不 变 , 因 此 ,对 任意 f，gEL?, 有 (f,g)=(f,8), 其 中 (，,* ) 是 L? 的 
内 积 。 
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4.2.3 广义 函数 的 结构 


下 面 介 绍 广 义 函 数 的 一 些 具体 形式 ,这 些 具体 形式 在 下 面 被 称 为 广义 函数 的 结构 。 先 介 

绍 一 个 重要 性 质 , 即 定理 4. 2.9。 
定理 4.2.9 YE 2 和 有 界 区 域 OCR" ,存在 非 负 整数 N(f,0) 和 正常 数 C(/,0) ,使 得 
(fp) gc max | 9°p(x) |, VY9CD) E 900) (4. 2. 13) 


lolaN 


证 采用 反 证 法 。 假 设 对 任意 非 负 整数 N, 存 在 一 个 广义 函数 f 和 一 个 有 界 区 域 9, 以 及 
相应 的 函数 列 py € 9 (0) ,使 得 
| (pv) | NY) maxl ogy(x) |, N= 1,2,. 
elEN 0 


YCN, 令 如 =Cwygw ,将 其 用 来 替代 上 式 中 的 py, 则 显然 应 该 有 
| fr) | >N max| apy (|, N=1,2,.% (4.2.14) 
Er 


选择 Cs 使 得 
DD) max | pulx) |= 1/N, N=1,2,° 
‘elaN 0 


由 于 suppyw 含 于 同一 有 界 闭 区 域 人 0, 且 函数 列 {y} 及 其 各 阶 导 数 在 有 界 闭 区 域 上 一 致 收 
敛 于 0。 而 作为 广义 函数 的 了 满足 |( 记 , yw)1->0(N 一 co)。 这 与 式 (4. 2. 14) 矛 盾 。 因 此 式 
〈4. 2. 13) 成 立 。 证 毕 。 
在 定理 4.2.8 的 帮助 下 ,可 以 证 明 关于 广义 函数 的 结构 定理 如 下 。 
定理 4.2.10 VY /E99' 和 有 和 界 区 域 hCR", 存 在 在 上 具有 紧 支 集 的 平方 可 积 函数 g。， 
使 得 
f= Doglx), glx) ELM, suppge(x) CO 


[EE 


证 对 有 界 区 域 QCR" 中 的 任 一 点 xE0, 取 suppy 之 外 的 一 点 (al ,az，…va) ,由 Schw- 
artz 不 等 式 可 知 , 存 在 常数 C 使 得 
1arp(z) |= 记 : 全 de de 
c(h apex) [dx) 
因此 ,由 定理 4. 2. 8 可 得 
1(Pp) 1<c( DT 站 1 orpCx) ladz) 


Im sr 


由 连续 线性 泛 函 的 Riesz 定理 可 得 ,存在 f。(x) 满 足 
(f= 2 f(t)9pdr, Vo E DMD, m= Ntn 


Ce 


由 广义 函数 的 定义 ,上 式 还 可 以 写成 
PDADEDIofAD DD) Vo ENMD, m=Nin 


Ia 
因此 定理 成 立 。 证 毕 。 

注意 到 ge(x) 的 原 函 数 是 连续 函数 ,因此 只 要 将 上 式 中 的 mm 换 成 办 十 1, 就 可 以 认为 gsCx) 
是 连续 函数 空间 的 元 素 。 


a 
<c(J lap Pdz) < 
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利用 定理 4. 2. 10 可 以 得 到 全 局 广义 函数 的 结构 。 
定理 4. 2. 11 YE9 ,存在 ge(Cxr)EL: 满足 suppgs (x)Csupp f, 使 得 f= 


5 a"ge(z), 并 且 其 右 端 和 号 中 仅 有 有 限 项 不 为 零 。 


”证 在 R" 中 取 定局 部 有 限 的 有 界 开 歼 盖 {G, }, 则 由 定理 4. 2. 10 知 ,对 每 一 个 G ,存在 
m 三 m(j) 及 函数 {fa (x) ,1a(j) 1m(j)},a(j) 为 多 重 指标 且 suppfeon (x)CG, ,使 得 (f,9) = 

《fun '9"”9),Y 9 EE 9。 而 由 单位 分 解 定理 知 ,存在 关于 有 界 开 覆 盖 {G; } 的 单位 分 解 
lan 


{人 9), 使 得 V9E9,9 二 > 图 p 。 因 此 
各 
《19) 一 > > (Jsp ao (py)) = 


EE 


CGO) 
《 ( | fapa PD ,KD gp = 
.2 2 六 人 
(7) 


a 
一 TD ORD Cfo) ,9) 一 
DR (go) Se 
‘DD DD (a 


Te Em DK Se) 


O) 
式 中 p07) 为 多 重 指标 。 令 gp = (一 Dw” (Ge fog gn = Pe, 
le Em GD) 7 
则 


(fp = 3 (gg,9) = Bgp0 ,9) 


7 Mice 


由 于 suppgjs C Gi, 因 此 gui = D7gjms 中 只 有 有 限 项 不 为 零 ,并 且 随 着 1BCj) | 的 增 大 ， 


suppgn, 与 原点 的 距离 无 限 增 大 , 故 该 定理 成 立 。 证 毕 。 
组 增 广义 函数 的 结构 与 具有 紧 支 集 的 广义 函数 的 结构 相 比 ,具有 更 简单 的 形式 。 但 其 证 
明 震 要 更 多 的 基础 ,这 里 从 咯 。 


4.2.4 线性 偏 微分 方程 的 基本 解 


从 4.1 节 知道 ,以 «为 未 知 函 数 ,x 为 自 变量 的 偏 微分 方程 的 常 系 数 线性 偏 微 分 方程 一 般 
可 以 表示 为 
PD)u= >)aogu = f(z) (4.2.15) 


Ae 
其 中 a。 是 与 & 有关 的 常数 。 下 面 将 利用 广义 函数 理论 讨论 该 方程 的 解 。 
对 于 线性 偏 微分 方程 (4. 2. 15) , 若 设 QCR" 上 的 函数 wxE Ci“ CO) 使 式 (4. 2. 15) 在 Q 上 全 
等 , 则 w 是 式 (4. 2. 15) 在 Q 中 的 一 个 经 典 解 。 然而 ,为 了 讨论 涉及 广义 函数 的 偏 微分 方程 
(4. 2. 15) ,需要 将 解 的 定义 推广 到 广义 函数 。 为 此 给 出 如 下 定义 。 
定义 4.2.7 若 广义 函数 ， 使 得 
了 (一 1D)"(zsar(aeg)》 = (fp, vye 0) 


las 


则 称 u 是 式 (4. 2. 15) 的 广义 函数 解 (分 布 解 ) 或 弱 解 。 
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可 利用 基本 解 的 方法 研究 方程 (4. 2. 15) 的 弱 解 。 该 方法 牵涉 所 谓 的 基本 解 。 
定义 4.2.8 车 存在 广义 函数 EE 9 使 得 
P(x,D)E = 6(x) (4.2. 16) 
则 称 忆 是 算 子 PCx,D) 的 基本 解 。 
很 容易 从 算 子 P(D) 的 基本 解 求 出 方程 的 解 。 实 际 上 , 若 从 式 (4. 2. 16) 得 到 了 基本 解 E， 
那么 
P(x,D)(E*/)= (P(x,DE)*f=6*f/=/ (4.2.17) 
所 以 w= 二 Exf 是 方程 (4.2.15) 的 一 个 广义 函数 解 。 
对 一 般 的 偏 微 分 方程 来 说 , 求 其 基本 解 并 不 容易 。 但 对 常 系 数 偏 微 分 算 子 能 够 证 明 其 基 
本 解 的 存在 性 。 
定理 4. 2. 12 常 系 数 偏 微分 算 子 P(D) 必 有 基本 解 。 
证 对 式 (4. 2. 16) 两 边 作 Fourier 变换 得 P(6) RE)(&) = 1。 式 中 , P(9 = > at"。 若 


TS 


P(6 无 实 的 零点 , 则 UE) (6) 就 是 1/P(6) 的 Fourier 道 变换 。 若 P(§) 有 实 的 零点 , 则 应 作 如 下 
处 理 : 注 意 到 P(6) 是 整 函 数 ,用 坐标 旋转 能 设 向 量 5 使 得 P(6) = 》)a.6" 是 非 零 的 。 不 妨 设 
Er 有 


P(&) = 十 的 低 阶 项 (1.2.18) 
其 中 ,6 二 (6 ,5) ,6 二 (和 ,名 ,… ,1)ER"'。 现在 固定 点 &',P(&) 可 看 作 变 最 名 的 多 二 .办 
此 可 设 入 (5'),… ,A4(&') 是 它 的 零点 ,并 按 当 ij 时 ,Imh Ce) 入 Im (6 ,而 当 ImX,(&')= 
ImX (6 ) 时 , 按 ReXA,() 志 ReX, (8') 的 规则 排列 这 组 根 。 这 组 根 连 续 依 赖 于 方程 的 系数 , 且 
ImA,(') 是 外 的 连续 函数 。 
下 面 在 C' 空间 上 找 一 路 径 , 使 $ 在 这 条 路 径 上 取 值 时 P(6) 过 0。 为 此 ,在 & 平面 上 把 宽 
“ 度 为 4(k 十 1) 的 带 域 均 分 为 宽度 为 4 的 上 十 1 个 子 带 。 对 固定 的 &', 由 于 P(&) 关 于 6 只 有 
个 零点 ,因此 在 这 十 1 个 子 带 中 至 少 有 一 个 子 带 不 含 零 点 。 取 该 子 带 的 中 线 记 为 (8), 则 
6) 与 任何 零点 的 距离 必 大 于 1。 从 而 由 式 (4. 2. 18) 知 ,在 BC6) 上 ，P(6) >1。 因 此 ,由 
(6 ) 7 一 1，… 必 关 于 名 的 连续 性 知 ,在 固定 点 人 的 充分 小 邻 域内 ,不 等 式 P(9 二 1 保持 成 立 。 
以 上 分 析 表 明 ,在 Imé&, 二 风 §') 上 ,函数 P"'() 有 定义 。 记 (6)=PC8) (1 十 |&1*)*, 则 当 
N>n/2 时 


1 Pea , 
Ev(7z) = 一 e”[P(éJ'dé dé 
站 (2m) 上 人 


为 BCD) 的 基本 解 。 因 此 ， 
PBDEs = P(D)(1 一 A)xEv = 人 


式 中 ,A 为 Laplace 算 子 ,A=3 十 … 十 六。 令 E(x)=(1 一 A)NEw(x), 则 有 


P(D)E(x) = d(x) 
因此 ,E(x) 为 P(D) 的 基本 解 。 证 毕 。 
下 面 借助 基本 解 的 方法 求解 一 些 数学 物理 方程 问题 的 解 。 
例 4.2.9 求 热传导 算 子 3/31 一 a?A, 的 基本 解 。 其 中 ,a 之 0 为 常数 , A, 为 关于 x 的 
Laplace 算 子 , xE R"。 
解 ” 设 算 子 3/9 一 a*A, 的 基本 解 为 EE , 则 广义 函数 已 ,应 满足 方程 
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daEi/at 一 azA-E, = t,x) (4.2.19) 
按照 基本 解 的 求法 ,在 上 式 两 端 关 于 x 作 Fourier 变换 ,得 3 户 , /at 十 az: | &|? 记 , = 6(1)。 此 式 左 
端 乘 以 ee ;4 后 为 3( 记 ee/1at, 右 端 乘 以 ef “后 仍 为 3(:)。Heaviside 函数 日 () 有 H'(1) 
一 9, 因 此 可 令 户 e =H(4), 即 (8,1) 二 日 (1)e-< 1 。 这 是 关于 6 的 缓 增 广义 函数 ,因此 


E(x,t) = arr) exp(— 上 EL )H 0) 


这 就 是 式 (4. 2.19) 中 定义 的 基本 解 。 由 此 可 表示 出 热传导 方程 (9/9: 一 a* A,)u= f(x) 的 通 解 
u=El* f。 
例 4.2.10 求 初 值 问题 
aE:/at 一 azAxE: =0 
忆 |r-o = 0(x) 
的 基本 解 E(x) , 式 中 a 二 0 为 常数 ,A; 为 关于 x 的 Laplace 算 子 。 
解 广义 函数 已 , 为 方程 (4. 2. 20) 对 应 的 算 子 的 基本 解 。 为 了 求解 E, ,将 关于 x 的 Fou- 
rier 变换 应 用 于 方程 (4. 2. 20) 的 两 边 , 得 
3 户 :1at 十 oz | €1:E, =0 
二 


(4.2.20) 


其 解 为 E.($,0) 二 ei , 因 此 


Elxt) = (4a'n0) texp(— 


这 就 是 方程 (4. 2. 20) 的 基本 解 。 由 此 基本 解 可 以 求 得 方程 
9u/at 一 azA = 0 
[{ | -。=YCx)， 9(x) E CCR") 
的 通 解 为 E, x 9。 

例 4.2.11 求 Laplace 算 子 A 的 基本 解 T(x)。 

解 按照 定义 ,Laplace 算 子 的 基本 解 P(x) 满足 AT(x) =8(x)。 然 而 Laplace 算 子 和 
5Cxr) 都 关于 各 个 自 变量 是 对 称 的 ,因此 基本 解 T(x) 仅 仅 与 -=V(ZI 十 如 十 … 十 Zz7) 有 关 , 即 令 
T(x)=T(r)。 因 此 ,Laplace 算 子 A 在 球 坐 标 下 使 得 

dr ， nm 一 1 dr 


AT 一 息 +2 和 一) 
在 该 方程 两 边 各 乘 以 x”' , 则 得 到 
号 ( 一 至 )= rr) = 0 
求解 该 常 微分 方程 即 可 得 到 基本 解 
CrtC, n>2 
ee (es n=2 


式 中 ,CG ,Cz ,Ci,C: 为 积分 常数 。 
一 般 所 说 的 Laplace 算 子 的 基本 解 是 所 述 积分 常数 按 如 下 形式 所 取 的 函数 
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[(2— oJ rm, n>2 
T(r) = | (4.2.21) 


(mriln 工 ， n=2 
r 


式 中 ,w, 王 2x"*/TCn/2) 是 nn 维 单位 球面 面积 ,T(。) 为 函数 。 
4.3 ”Sobolev 空间 理论 


用 泛 函 分 析 方法 讨论 偏 微分 方程 时 ,需要 用 到 刻画 其 解 的 光滑 性 的 Sobolev 空间 理论 。 
本 节 介 绍 Sobolev 空间 的 结构 和 Sobolev 空间 之 间 的 工人 定理 。 


4.3.1 整 指数 Sobolev 空间 


定义 4.3.1 设 0 为 R" 中 的 开 集 , m 为 非 负 整 数 。 记 所 有 直到 m 阶 导数 gu (|1a| 委 mm) 
均 属 于 1*(Q)(1<p< 十 0) 的 广义 函数 x 组 成 的 集合 为 W"?(0)。 装 备 了 范 数 


Nulla = ulwe = ({ 3 lp lrdz)” (4.3.1) 


1aEm 


的 W"*(0) 空 间 , 称 为 整 指数 Sobolev 空间 。 而 记 W"?(Q) 的 一 个 子 空间 wy CD) 为 Cr (0) 
在 W"*(Q) 内 的 闭 包 。 

可 以 证 明 , 对 任何 mw 宇 0,1 壹 p 壹 oo,W"? (9) 和 Wr*(0) 都 是 Banach 空间 ,而 且 当 
1<p< 十 吕 时 ,W"*(0) 和 W5* (0) 还 都 是 可 分 自 反 的 Banach 空间 。 特 别 地 , 当 m=0 和 
1<p<+ 吕 时 ,W**(Q)=W”*(0)==L(0)。 但 一 般 情况 下 ，W3**(0) 是 W"?(0) 的 真子 空 
间 。 另 外 ,还 可 以 证 明 , 范 数 (4. 3. 1) 等 价 于 以 下 范 数 

lulwwo = 5 Dea, 


be 


其 中 , 丰 。 中, 表示 L* 空间 的 范 数 。 此 外 , 当 p= 二 2 时 ,W"?(Q) 和 We?**(0) 为 Hilbert 空间 ， 
通常 记 为 H"(D) 和 HF C0) ,其 内 积 定义 为 (ww)。 = | 对 DuDrvdx。 以 后 也 将 H"(R") 和 


J 
Hs (R") 分 别 简 记 为 H" 和 H?。 

设 m 为 非 负 整 数 ,1/p 十 1/q=1(1<p 志 十 吕 ), 记 W-"(0) 为 Banach 空间 W?"*(0) 的 对 
偶 空间 。 由 于 Wy8“(O) 为 以 C7 (Q) 作 为 子 空间 的 广义 函数 空间 ,因此 W?"*(0) 的 对 偶 空间 
W-"*(0) 应 为 9 (0) 的 子 空间 。 其 结构 可 以 由 以 下 定理 给 出 。 

定理 4.3.1 设 m 为 非 负 整 数 , 1/p 十 1/g=1(1<p 志 十 吕 ), 则 W-"(Q) 与 由 所 有 形 如 

T= > Df。 (4.3.2) 


1alem 


这 样 的 广义 函数 所 组 成 的 空间 是 一 致 的 ,其 中 EL*(O) 。 
证 首先 证 明 TEW "(0)。 设 为 式 (4. 3.2) 中 定义 的 广义 函数 , 则 Vp EC (0Q) 有 
《T,9) = 2 (Jf。,Dry). 因 fs。E L'(0), 由 Holder 不等式 知 ,存在 常数 C > 0, 使 得 | (T,g) | 


[EE 


过 1felwlDrpl 过 Chgl so, 由 此 可 知 , 工 为 Cy (2) 上 的 有 界线 性 泛 函 , 而 


lm 


C5 (0) 为 W5*(0) 的 稠密 子 空间 ,因此 T 为 W3”(O) 上 的 连续 线性 泛 函 , 即 TE W-"(0)。 
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然后 证 明 若 T E W “(0), 则 全 具有 式 (4.3.2) 的 形式 .为 此 , 记 N =| @ |, 且 记 
(LO)) = (L2CO)) X… X (L*(0)) 为 L*(0) 的 N 重 积 ,并 装备 乘积 拓扑 。 定义 映射 


JT:W"™?(0) 一 (L*(0))* 使 得 VYyE 克 " (0)，I( 风 一 Dy € (L*(0))* .由 映射 1 的 定义 


loam 


知 ,空间 I(W™?(Q)) 上 可 定义 线性 泛 函 ,因此 了 也 为 1(W"*(Q)) 上 的 连续 线性 泛 函 ,由 
Hahn-Banach 泛 函 延 拓 定 理 知 , T 可 以 延 拓 到 空间 (L*(Q))” 上 .因此 有 f。€ LO)， 


lal<m, 使 得 VyEW5?*(0),(T,y) = 马 | rpvax 三 《 了) D*1。, 甸 .此 即 是 说 了 可 以 
经 所 
写成 T= 》) D"f。 的 形式 ,证 毕 。 


由 定义 知 ,，W3*?(0) 为 CF (0) 在 W"*(Q) 中 的 闭 包 , 即 为 CF (9) 在 范 数 (4. 3. 1) 下 的 完 
备 化 。 而 CF (0) 与 W"?(0) 之 间 存 在 下 面 的 关系 。 

定理 4.3.2 当 1 和 如 一 十 co 时 ，Cy (R") 为 W”(R") 的 稠密 子 空间 。 

证 由 W"?(R") 的 定义 知 , W"?(R") CL?*(R"), 因 此 对 具有 紧 支 集 的 VfEW"?(R")， 
可 以 定义 函数 

R=1/= fxi 
其 中 ,J 为 式 (4. 2. 2) 的 光滑 化 算 子 。 由 定理 4. 2. 1 知 ,也 EC?(R")。 而 由 卷 积 的 性 质 知 , 当 
0 时 ，Y lal<m, | DB.—D°"f | .0, 因 此 , YV /EW™?*(R'), | Bf ,mr 0。 

另 一 方面 , 设 {p,(x)) 为 CF (R") 空 间 上 的 一 列 函 数 , 使 得 在 球 B(0,k)( 以 0 为 球 心 ,k 为 
半径 的 球 “下 同 ) 上 每 个 多 都 等 于 1, 而 在 B(0,k 十 1) 外 每 个 9 ,都 等 于 0。 对 /EW"?(R"), 令 
EP f=1, 2 , 则 f(x)EL?(R"), 且 对 任意 1<j<n 有 Df,=9,(D;f,) 十 (Dpi) 了。 
由 于 DfEL?, 于 是 在 L* 中 ,Df 一 Df。 又 因 f EW"?(R") CL?(R"),D,gsf € L’, 并且 
在 L? 中 Dipsf 一 0C(k*++o0), 即 上 Df. 一 Df lw pCDf)-Dfilw 直 Dpif lw. 该 
式 右 端 当 A~co 时 收敛 到 0。 再 由 j 的 任意 性 ,利用 归纳 法 可 知 ,对 任意 a, 在 L’ 内 D*f, 一 
D"f (ko0), 

由 以 上 两 方面 的 讨论 知 ，Y /EW"?*(R") ,存在 BECF (R") ,使 得 B 一 A/(W"?*(R"))。 因 
此 ,Ci (R") 为 W"*(R") 的 稠密 子 空间 。 证 毕 。 

有 时 ,以 下 定义 的 Sobolev 空间 使 用 起 来 会 更 方便 : 设 2 为 R" 中 的 开 集 , 对 任意 有 界 开 集 
0', 0 'CQ, 所 有 属于 W"*(Q') 的 广义 函数 “组 成 的 集合 Wt?* (0) , 称 为 局 部 Sobolev 空间 。 
这 里 对 其 不 作 进 一 步 的 介绍 ,有 兴趣 的 读者 可 以 参考 本 章 所 附 的 参考 文献 。 


4.3.2 实 指数 Sobolev 空间 


众所周知 ,，L? 空间 是 Hilbert 空间 , 且 是 Fourier 变换 的 自 同 态 空间 。 相 应 于 了: 空间 的 
Sobolev 空间 H"(R") 也 具有 这 些 性 质 。 这 些 性 质 使 其 在 研究 中 得 以 广泛 应 用 。 以 下 就 集中 
讨论 p=2 的 Sobolev 空间 。 

由 H"(R") 的 定义 和 Fourier 变换 的 性 质 , f € H"(R") 既 等 价 于 D* f EL:(RD)Y |a| 过 


贡 , 也 等 价 于 Vlal<m, §€E R", 7 (6) EL?(R")。 而 后 一 条 件 又 等 价 于 (1+|8|*)":f(€) EE 
LL*(R") 。 推 广 这 一 等 价 表 示 可 定义 实 指数 Sobolev 空间 。 


定义 4.3.2 设 : 为 任意 实数 , 记 HR")={fEIF1TOQ+IE feE LR')) ,yy 称 具 
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有 内 积 
(CF,g)， = fan §1°)°f (0 BCE dE (4. 3.3) 


以 及 该 内 积 所 导出 的 范 数 | /1 ,一 [| 0+ 1 | C8 1*de]” 的 下 CR 为 实 指数 Sobo- 
J 


lev 空间 。 并 记 H-“(R")==UH'(R"), 以 及 H”(R")== 站 H'(R")。 另 外 ,H'(R") 有 时 也 被 简 
记 为 H'。 显 然 , 对 每 个 实数 s，H'(R") 是 Hilbert 空间 , 且 有 如 下 定理 。 

定理 4.3.3 对 任意 实数 s, 9 在 H'(R") 中 稠密 。 

证 设 fEH'(R"), 因 9 在 L* 中 稠密 ,因此 有 E59 使 得 上 (1+ 1 站 一 gy 有 :一 
0G 00) i 记 g(z)=97 + ) gO, 则 pr)ETE + El) FO — + 
1 1D)%9 (| 一 0, 即 在 H'(R") 中 一 f。 因 此 ,9 在 H'(R") 中 稠密 。 证 毕 。 

Banach 空间 到 Banach 空间 的 线性 一 一 映射 , 称 为 嵌入 。 由 定义 4. 3.4 知 ,Vs,t,s 之 t, 有 
HH' ~- 如,( 其 中 表示 H' 、。H' 的 嵌入 是 连续 的 ) 且 有 末 'CY 。 由 于 Cy (R") 是 9 的 稠密 子 
空间 ,因此 CF? (R") 在 H'(R") 中 稠密 , 即 H'(R") 可 以 定义 为 CF(R") 关 于 范 数 (4. 3. 3) 的 完 
备 化 空间 。 

定理 4.3.4 对 任意 实数 ;s，H'(R") 的 对 侦 空 间 与 H-'(R") 相 同 。 

证 首先 证 明 H'(R") 上 的 连续 线性 泛 函 属于 H-'(R")。 为 此 , 设 /是 有 H'(R") 上 的 连续 
线性 泛 函 , 则 存在 常数 C0, 使 得 VY pE 7, 只 要 上 pl ,<1, 则 |(f,9)1<C。 

由 Fourier 变换 的 性 质 知 ,上 式 等 价 于 | (f,8) | C,Ype 9,| 上 pl, 过 1 设 9 (6)= 
(1 十 18|2)“%%(6) 。 代 入 上 式 得 

1 (Poal+lelD2) IC， Yes 且 ylasl 

由 此 可 知 (1 二 181?)-f 人 EL:, 即 FE。 

其 次 ,证 明 Vf E H"' 是 H' 的 有 界线 性 泛 函 .事实 上 , 若 / €E H-', 则 对 任意 pE€E 9 有 
(f,9) = fa 二 | 12 十 | 9(6d6。 由 Holder 不 等 式 可 知 , | (f,9) | 过 


fl-,l p11,. 因 此 ,f 属 于 H' 的 对 偶 空间 。 证 毕 。 
定理 4.3.5 设 m 为 非 负 整 数 , 则 及-"(R") 是 由 


f= DDg, Vg €L:(R') 《4. 3.4) 


Ia 
所 定义 的 全 体 了 组 成 的 空间 。 
证 首先 证 明 H™"(R") 的 元 素 均 有 式 (4.3.4) 的 形式 。 为 此 , 设 Fe H"(R"), 由 


H™"(R") 的 定义 知 , (1 十 | 1)-"?f(6) E L2(R*)。 对 此 函数 作 Fourier 变换 , 则 g(z) 一 
PALFOI HE "十 … 十 151-]E L:(R") .由 此 可 得 (各 = 26+ 立 15 1"g(9。 令 


gi(x) 一 GT[161715]E L?(R"), 由 Fourier 变换 的 性 质 知 ,f(x) = g(x) 十 立 preicn。 
名 
其 次 证 明 式 (4. 3. 4) 中 的 fe HH-"(R")。 为 此 ,在 式 (4. 3. 4) 两 边 分 别 作 Fourier 变换 , 则 
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得 到 F6 = 868o(6 ,因此 有 


lelzm 


la "2f® |< DF +E | .8 | 


(HE 


而 &o(9EL:(R"), 从 而 由 上 式 可 知 (1 十 1 人 41?)-"*f( 全 EL? ,此 即 JfEH-"(R")。 证 毕 。 

这 一 定理 给 出 了 0ER" 以 及 p=2 时 , H-"(R") 的 详细 结构 。 对 互 -"(R") 来 说 ,该 定理 
比 定理 4. 3. 1 更 深入 地 揭示 了 其 结构 。 

例 4.3.1 Vs< 一 n/2, 有 6(x)EH'(R"), 且 在 H'(R") 中 j.(x) 收 合 于 (x)。 

事实 上 ,因为 6(x)==1, 所 以 当 s 过 一 n/2 时 , (1 十 1 人 |?)” 8 一 (1 十 161:) 拉 EL2(R"), 故 
(x)E H'(R")。 而 由 j.(x) 定 义 知 


dh 9 ()dz = a ej (y)dy 


因此 ,对 每 一 点 6, 令 0, 则 有 jz 1， 而 当 ja 时 ,由 Berger 控制 定理 知 
Mil = atlel)y 1jcee —1ld 0 Ce—0) 


即 当 s<< 一 n/2 时 ,在 H'(R") 内 j. 收 全 于 6(z)。 
从 例 4. 3. 1 还 可 以 知道 : 若 m 是 使 得 一 m 二 一 n/2 的 正 整数 , 则 由 定理 4.3.1 可 知 , 8 可 
以 表示 为 L*(R") 中 有 限 个 函数 的 导数 (导数 阶 壹 m) 之 和 。 
在 H'(R") 内 还 可 以 定义 乘积 和 卷 积 运算 ,在 讨论 这 些 运 算 之 前 ,我 们 证 明 如 下 引 理 。 
引 理 对 R"XR" 上 的 可 测 函 数 K(x,y), 若 存在 数 C>0 使 Vx, yE R" 有 
[1genlay<ce, ik nla<c 


w mw 
则 对 fE€L?(R")(1<p<o0)， 


A:f= {K(x pf Ody 
Wt 
定义 了 从 L? 到 1L? 的 连续 线性 泛 函 。 
利用 上 述 引 理 可 以 证 明 如 下 定理 。 
定理 4.3.6 若 p9EY,fEH', 则 pg， /EH', 且 双 线 性 映射 A: (8,f) 一 p，/ 是 映 
YX H'(R") 到 H' 的 连续 线性 映射 。 
证 首先 证 明 p。fE H'。 由 卷 积 和 Fourier 变换 的 性 质 ,有 


Fp DE = (20 (9 (6) = G20™ [8 (€— DFWDA 
将 上 式 两 边 同 乘 以 (1 十 151?)“ 后 可 以 得 到 
(+ EI (8) -20a +1 E19 (DID 一 
(2m)- Je DAITINI RFD (4.3.5) 


式 中 ,K(€， D=(1+15l: ) 吧 (1 十 | 个) np (6 9)。 注 意 到 V6,19E R" 和 s ER, 成 立 Peetre 
不 等 式 
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QI+IEL)OQ+ 1 2" 1+) §— 91)" 
由 此 公式 ,可 以 从 式 (4. 3. 5) 导 出 

| KEWDIS2" + 6— 01)" | 9 (6D 1 
再 注意 到 PE 9, 因 而 (1 十 15 一 引 ?) 0402"| 9 (5 一 态 | 有 界 , 因 此 存在 C>0, 使 得 

| KD | 委 2002 (1 十 | 和 一 全 本 02t | 9 (一 和 | (1 十 15 一 用时) 盖 委 
CGI 十 | SE— |)™ (4. 3.6) 
再 由 引 理 知 (1 十 16|:)”F(p。/)(§) 为 L? 到 了 :的 连续 线性 泛 函 ,从 而 P，eE H'。 
然后 证 明 映 射 A 的 连续 性 。 由 式 (4. 3. 5) 和 式 (4. 3. 6) 知 ,存在 常数 C 使 得 | 9。 | ,入 
Cl fl,, 即 A:(y, 有 一 p*f 关 于 /EH' 是 连续 的 。 而 对 中 收 全 到 0 的 函数 列 {gy}, 由 式 
《4. 3.6) 和 引 理 知 
[EAE EAC 

其 中 C 一 sup(1+| Wm 名 (各 1. 由 于 名 一 0, 于 是 C; 一 0, 因 此 上 式 右 疯 收 合 到 零 ， 


即 乘积 9。/ 关于 p E Y 是 连续 的 。 证 毕 。 

例 4.3.2 系数 为 了 中 的 函数 的 偏 微 分 算 子 P(z,D) = >)a(z)D* 是 H'(R") 到 

‘4 

H"™"(R") 的 连续 线性 算 子 (s 是 任意 实数 )。 

事实 上 ,按照 H'(R") 的 定义 , 偏 微 分 算 子 D* 是 H'(R") 到 H”-"(R") 的 连续 线性 算 子 。 
又 因为 ae(z)EY, 因 此 由 定理 4. 3. 6 知 ae(z)D*E Hm'"(R"), 所 以 P(z,D) 为 H'(R") 到 
五 ~"(R") 的 连续 线性 算 子 。 

关于 H'(R") 中 的 卷 积 运算 ,有 如 下 定理 。 

定理 4.3.7 车 pE9Y,fEH', 则 px EH', 且 双 线 性 映射 A: (q,f) 一 px/ 是 映 
XH'(R") 到 H' 的 连续 线性 映射 ,并 且 P* fE H™。 

证 对 9EyY,fe HH', 容 易 证 明 (1 十 1581) /C6)EL? 而且 PEY, 因 此 (1 十 151222 太 
(D9(5)EL?, 于 是 px JE 于。 又 由 于 


lp* fl,= arse 19 Fh] < sup18 © 1 171， 


而 p€ ?保证 sup | 9 (多 | 有 界 , 所 以 p* 三 关于 每 个 变量 连续 。 

另外 ， 从 $ey 可 推出 对 任意 整数 (1 二 1849 (6)EY。 由 此 可 知 (1 十 15207904 
访 6)9 (外 EL? ,由 的 任意 性 知 p* /EH”。 证 毕 。 
4.3.3 嵌入 定理 


本 节 讨论 Sobolev 空间 中 逐 点 性 质 与 整体 性 质 之 间 的 联系 ,并 证 明 Sobolev 不 等 式 。 
定理 4.3.8 对 整 指数 Sobolev 空间 W”*(0), 有 
a ys mp =n 
Ns ee mp >n 
式 中 ,k==[m 一 n/p],4 一 m 一 n/p 一 [m 一 n/j, 且 对 FE Ws"*, 存 在 常数 C>0, 使 得 
fl 入 CiFi wo， mp<n (4.3.7) 
sp1D 7 和 CGO Nfl mp>n (4.3.8) 
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其 中 ,C(0,@,n) 为 与 (0,a,n) 有 关 的 常数 。 
证 不 失 一 般 性 ,证 明 m=1 的 情形 。 先 对 函数 fE CF (2) 证 明 式 (4. 3.7) 在 m=1 时 成 


立 . 显然 Vil<i<n 均 有 | fmD |< 1 Df | dr 因此 ,| /< 


(开矿 ，Dpr rar ) ”在 此 不 等 式 两 边 对 x 积分 ,并 利用 一 1 个 因子 的 Hlder 不 等 式 
可 得 
1 
Wf lie <(I[pyrie) < ob 1D.f 1dz< < 去 1D (4. 3.9) 


其 中 第 二 个 不 等 式 是 由 于 几何 平均 值 不 超过 算术 平均 值 ; 右 端 的 不 等 式 是 由 于 1Df|= 
(ID 了 十 … 十 |D.f1)"。 式 (4. 3. 9) 是 式 (4. 3.7) 当 m=p 二 1 时 的 形式 . 为 了 证 明 式 
《4.3.7) 当 m=1,1<p<n 时 的 形式 ,利用 |f1" 代 替 式 (4. 3.9) 中 的 /, 其 中 v= (n 一 1)p/ 
(n 一 p) ,由 Halder 不 等 式 可 得 


Wp < "we 称 七 -|D 妆 志 . 站 各 
IST A A 


这 证 明了 (4. 3.7)。 
为 了 证 明 式 (4. 3. 8) ,对 w= 二 1,p>n, 设 02, 为 边 平行 于 坐标 轴 且 边 长 为 p>>0 并 含有 原点 
的 立方 体 ,因此 当 /ECF (R") 时 


ID 一 Ho Ia| Den ld, xen, 
在 上 式 两 边 取 2, 上 的 积分 ,并 对 所 得 公式 右 端 使 用 Halder 不 等 式 得 
[#0 ls ja | Drdzx) | dx < 


治 [2 Df Cp)" CH) di < 


Pm "|Dfl. (4.3.10) 


对 Vx 关 yE 0, 令 p 二 |x 一 9| ,总 有 边 长 为 2p 的 边 平行 于 坐标 轴 的 立方 体 2;,, 使 得 x,yE 0 。 
由 式 (4. 3. 10) 知 


(9 -19 1< Po 1 Df») G4.3.11) 


设 gEW3?(0), 取 gjECF (0) 满 足 ‖ 8 一 g 11.wa 一 0(k 一 00)。 为 了 方便 , 延 拓 &) 到 R", 使 
得 g; 在 0 外 取 值 是 零 , 则 由 式 (4. 3. 11) 知 ,存在 常数 C>0 使 得 

Ig) —g(y 1 入 CDg lim | xz 一 16 
这 表明 {gj} 在 0 的 任意 紧 子 集 0 上 一 致 有 界 且 等 度 一 致 连续 。 由 Arzela 定理 知 , 存 在 子 列 
有 以 及 连续 函数 f(xz)E CCO) ,使 在 Q' 上 一 致 有 gj; 一 f(x), 且 f(x) 满 足 

{fe -fl<ClDel nm | x—yl mm/ 
而 由 | g, 一 g .mo0 知 ,存在 {g; } 的 子 列 ( 仍 记 为 {g;,)) ,使 得 gj 一 g( 几 乎 处 处 于 0), 因 此 
8 三 f 即 gEC(D)。 式 (4.3.8) 可 以 由 式 (4.3.11) 导 出 。 
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再 利用 Ci (2) 在 W3*(0) 中 稠密 的 性 质 可 证 :对 任何 AE mi"*(2), 式 (4. 3. 7) 成 立 。 
证 毕 。 

一 般 地 ,定理 4. 3.8 中 的 W3*(0) 不 能 用 W”"*(0) 替 代 , 但 在 0 为 具有 某 些 关于 边界 的 光 
滑 条 件 时 ,这 种 替代 也 是 可 行 的 。 关 于 定理 4. 3. 8 中 的 常数 C 有 许多 讨论 ,可 参考 本 章 所 附 
的 有 关 参 考 文献 。 另 外 ,关于 典 人 还 有 如 下 重要 定理 。 


定理 4.3.9 设 * 是 任意 实数 ,为 非 负 整数 ,> 也 十 4, 则 有 H'(R") 连 续 谋 入 C'(R") 中 。 


以 上 的 嵌入 是 把 QCR" 上 的 某 个 函数 空间 中 的 元 素 映射 到 Q 上 的 另 一 空间 中 的 元 素 ,这 
种 嵌入 称 为 同 维 媒 入 。 还 有 一 种 把 0 中 的 函数 映射 到 0 内 低 维 流 形 上 的 函数 空间 中 的 元 素 
的 媒人 , 称 为 低 维 媒 入 ,例如 : 

定理 4.3.10 若 Q 为 R" 中 的 开 区 域 ,90 是 C 光滑 的 (m 之 1), 且 wuE H"(0), 则 wu 及 导数 
满足 

Wu ln € H™ 7/2(9N), 0<j<m—1l 
反之 ,车 在 90 上 有 (_/,) 使 得 Yj,0<j<<m 一 1, 有 f; EH (30), 则 必 有 wuE H" (0) 使 得 
Diulm=f;。 
这 就 是 所 谓 的 迹 定理 ,通常 用 于 研究 方程 解 的 函数 类 与 初 边 值 函数 类 相对 应 的 关系 。 
以 上 的 结果 基本 上 是 关于 连续 艇 入 的 。 在 适当 的 条 件 下 也 可 以 证 明 所 谓 的 紧 嵌 入 , 即 堪 


人 映射 是 紧 的 ,例如 ， 
定理 4.3.11 若 2 为 R' 中 的 开 区 域 , 则 
篇 52 {eo gq<np/(n~—p) n>p 
CD), p>n 
的 嵌入 是 紧 的 。 


4.4 线性 偏 微分 方程 的 基本 方法 


偏 微分 方程 理论 研究 的 主要 内 容 是 偏 微分 方程 求解 方法 及 解 的 各 种 性 质 ,例如 解 在 适当 
的 定 解 条 件 下 的 存在 性 \ 惟 一 性 , 解 的 光滑 性 以 及 解 对 定 解 条 件 等 的 连续 依赖 性 等 等 。 本 节 讨 
论 某 些 偏 微分 方程 的 一 些 特殊 问 题 的 典型 求解 方法 以 及 相应 的 解 的 性 质 。 


4.4.1 .二 阶 线性 梢 轩 型 方程 Dirichlet 问题 的 经 典 解 


根据 定义 4. 1. 2, 若 线性 偏 微分 方程 
Lu = as (WDiu tb (Du 十 cCzD)z = f(x) (4.4.1) 

的 系数 a (z)， b.(X),c(x)EC(D) 满 足 :as (x) 二 ai (xX)(i,j= 二 1,…,n), 并 且 YxED,EER"', 存 
在 Xx) 二 0 使 得 as(x)56, 之 A (x)15 上:, 则 称 方程 (4.4. 1) 为 二 阶 椭圆 型 方程 ,L 被 称 为 二 阶 
椭 四 型 算 子 。 另 外 , 若 存在 正常 数 C 使 得 4(x) 之 C 成 立 , 则 称 L 为 严格 椭圆 型 算 子 。 在 方程 
(4.4.1) 以 及 下 文中 均 约定 :每 项 车 有 某 指标 重复 出 现 , 则 表示 该 项 关于 这 个 指标 求 和 。 

方程 (4. 4. 1) 的 解 在 不 同 的 定 解 条 件 下 有 不 同 的 形式 和 不 同 的 性 质 ,以 下 讨论 方程 
(4.4.1) 的 Dirichlet 问题 。 

设 0 为 R" 中 的 有 界 区 域 ,90E C™ , 则 称 


202 现代 数学 基础 


Lu = as(x)Dsu tb(x)Du + c(x)u= f(x) 


(4.4.2) 
ul = p(x) 
为 椭圆 型 算 子 工 的 Dirichlet 问题 。 
为 了 讨论 问题 (4.4.2) 的 经 典 解 的 惟一 性 , 先 给 出 椭圆 型 偏 微分 方程 (4. 4. 1) 的 解 的 两 个 
极 值 原理 。 


定理 4.4.1 对 R" 上 有 界 域 0 中 定义 的 椭圆 型 算 子 上 ,车 有 c(x)<<0 且 u€EC (0) 中 
C(D) 使 得 Lu<0( 宇 0) ,那么 u 或 为 常数 ,或 u 不 在 0 内 取 到 非 正 的 最 小 值 ( 非 负 的 最 大 值 ) 。 

证 下 面 以 Lu<0 的 u 为 例 来 证 明 该 定理 。 对 Lu 之 0 的 讨论 与 之 类 似 。 先 采用 反 证 法 
的 思想 考虑 Lu<0 的 情形 。 注 意 到 对 满足 Lu<0 的 u, 假 设 它 在 0 内 取 到 非 正 的 最 小 值 ( 记 
最 小 值 点 为 x。), 则 由 u 在 其 最 小 值 点 x。 的 性 质 知 ,矩阵 (Diw (xs) )。x, 非 负 定 , 且 Du(x,)=0。 
而 工 为 椭圆 型 算 子 ,按照 其 定义 ,L 的 系数 矩阵 (as (x )),x, 为 正定 矩阵 ,因此 ,Lu(xo ) 一 
az (7)Diu(J) 十 c( 了 )x() 之 0, 这 与 Lx<0 矛盾, 故 x 不 能 在 0 内 取 到 非 正 的 最 小 值 ,除非 x 
为 常数 。 

再 考虑 Lu=0 情形 的 w。 假 设 yE 0 为 w 的 非 正 的 最 小 值 点 , 则 对 充分 大 的 常数 a, 当 x 
不 在 y 的 某 一 邻 域内 时 ,有 

Le =e (4 a Cx — yO) —y) 2a [ay thx —y)]+C) 
Ei [ama | x 一 | 一 2a(ay +b(x—y) + >0 

因此 ,LCu 一 ee )<0 对 任意 e>0 成 立 。 从 以 上 讨论 可 知 ,一 ce- 正在 Q 内 不 能 取 非 
正 的 最 小 值 。 再 由 上 的 任意 性 ,u 不 能 在 Q 内 取 非 正 的 最 小 值 。 证 毕 。 

由 此 定理 可 直接 推出 L(w)=0 的 经 典 解 的 如 下 性 质 ， 

(1) 若 xEC: CD) 站 CGO) 且 在 万 上 不 为 常数 , 则 当 c(z) 生 0 时 有 


lu I< iv 人 1， vrEn (4.4.3) 
(2) 若 zEC GO) 站 C(D) 且 在 万 上 不 为 常数 , 则 当 c(x) 一 0 时 有 
infu(®) <ur) < Ep 8), vxr€EN (4.4.4) 


一 般 将 定理 4.4. 1 称 为 弱 极 值 原理 ,还 可 以 证 明 如 下 的 强 极 值 原理 。 
定理 4.4.2 设 w(x)EG'(Q) 几 CC(D) 使 得 Lu(x)<<0, 若 在 0 内 c(x)<<0 并 且 u(x) 不 是 
常数 ,在 的 非 正 最 小 值 点 x。 E30 处 存在 内 切 球 ,那么 


lim inf *(*) — «(xo) 
mrer | xX—xol| 
式 中 ,v 为 满足 cos(v,n) 之 0 的 菜 一 方向 ,n 为 0 在 点 re 的 内 法 向 。 
证 设 式 点 的 内 切 球 是 B(y,R), 其 中 y 为 球 心 ,R 为 半径 。 对 R>p>0, 定 义 
Vx) = ee" —e 


式 中 ,a 是 待定 常数 。 把 v(x) 代 人 式 (4.4. 1) ,得 
Lv = er" (4ay Cx — yy) —y)—20as +b(x,—y)])+cv 


>0 


oR? 


r 一 |x 一 ?|>p 


Er" {4aAr: — 2a[ay + bi —»)] +c) 一 ce 
因此 ,可 以 选取 a 使 得 在 A 二 BC(y,R) 一 B(y,p) 上 Lv 之 0。 而 由 定理 4.4. 1 知 ,w(x,) 二 
sinf,u( 引 ,因此 在 9B(y,p) 上 存在 常数 使 得 u(x) 一 u(x。) 之 k>>0。 帮 有 。 汪 0, 使 得 
在 9B(y,p) 上 ,w(x)=u(x)—u(x,)—ev>0。 
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再 注意 到 在 2B(y,R) 上 ,一 0,zw(z) 壹 0, 并 且 可 以 证 明 w(x) 在 A 上 也 是 非 负 的 。 事实 上 
若 不 如 此 , 则 有 点 xEA 使 得 ww 在 x 点 达到 最 小 值 w(x)<<0。 因 此 在 + 点 asDiw 之 0,cw 之 0， 
Dw(x) = 二 0。 代 入 算 子 工 中 可 知 Lw 宇 0。 这 与 Lw=Lu 十 cu(%) 一 eLv<< 一 eLv<0 矛盾 。 

综 上 所 述 ,在 及 上 w(x) 之 0, 即 u(x) 一 u(x。) 之 e[v(x) 一 v(xo)]。 因 此 ,在 方向 v 上 

外 于 等 科 >* 强 |。>。 

这 就 是 要 证 明 的 结论 。 证 毕 。 

类 似 地 ,可 以 证 明 ,对 于 zx(z)ECz(D) 门 C(D) 且 Lu(x) 之 0, 若 在 0 内 c(x)<0 且 u(x) 不 
是 常数 ,并 且 在 z 的 非 负 最 大 值 点 x。€30 处 存在 内 切 球 ,那么 


lim inf «*) — u(xo) 
za ze |x—xo| 


利用 上 述 极 值 原理 可 以 证 明 , 对 于 式 (4. 4. 1) 所 定义 的 算 子 荆 , 若 其 中 的 系数 c(x) 志 0, 则 
， 对 应 的 Dirichlet 问题 (4. 4. 2) 满 足 x(x)E CR) 站 C(D) 的 解 存在 则 惟一 ,而 且 这 样 的 解 关于 
初始 条 件 P(x) 是 稳定 的 。 其 证 明 留 作 习题 。 
以 下 借助 上 述 极 值 原理 讨论 二 阶 椭圆 型 方程 的 Dirichlet 问题 (4. 4. 2) 的 经 典 解 的 适 定 
性 。 首 先 讨论 最 简单 的 常 系数 椭圆 型 方程 即 Poisson 方程 的 Dirichlet 问题 
Au=/f(x), xEnN 
u lm = 9, PE Can) 
的 经 典 解 的 存在 性 。 在 此 ,使 用 所 谓 的 上 下 解 的 方法 求 式 (4. 4. 5) 在 (x) 三 0 时 解 的 存在 性 。 
定义 4.4.1 若 xEC:(O) 使 得 Au=0, 则 称 w 为 a 上 的 调和 函数 , 若 uEC CQ) 上 且 为 
0 中 的 任意 球 ,h 为 B 上 的 任意 调和 函数 ,使 得 当 在 9B 上 4 过 h(u 之 月 时 ,zx< AhCx 如 在昌 
内 成 立 , 则 称 u 为 下 (上 ) 调 和 函数 。 
定义 4.4.2 车 uEC (nD) 为 下 (上 ) 调 和 函数 ,yp 为 30 上 的 有 界 函 数 ,使 得 在 30 上 
uy (wu 之 9) , 则 称 v 为 关于 9 的 下 (上 ) 函 数 。 
定义 4.4.3 设 “ 为 2 上 的 下 调和 函数 ,CO 是 9 内 的 球 , 若 如 为 B 上 的 调和 函数 且 在 
9B 上 Z= zx, 则 称 


一 0 


(4.4.5) 


Ss u(x), xE€EB 
u(x), xEN-—B 
是 0 上 的 下 调和 函数 的 调和 提升 。 

关于 这 些 概念 有 如 下 一 些 性 质 ， 

(1) 92 上 的 下 调和 函数 wx 在 Q 内 不 可 能 取 到 最 大 值 。 

这 是 因为 车 xz。E 2 使 得 x(x) 一 supx, 则 必 有 球 巨 EO 及 函数 ,使 得 在 B 上 调和 且 
Alaa 一 “| ae。 而 由 下 调和 函数 的 定义 知 w(x。)<h(x。) ,因此 有 |;s 过 h(x,), 进 而 hls<u(xo)。 
这 说 明 在 互 上 A 二 vx(x ) 为 常数 。 再 由 B 的 任意 性 可 知 ,在 0 内 不 可 能 取 到 最 大 值 ,除非 4 
为 常数 。 

(2) 8 上 的 下 调和 函数 w 的 调和 提升 v 也 是 下 调和 函数 。 

事实 上 ,对 球 互 "EcO 及 在 9B' 上 满足 4 之 v 并 在 B' 上 调和 的 函数 ,由 于 在 B' 上 wu<v, 故 
在 B 上 uwu<<h, 所 以 在 B' 一 B 上 有 wv<h。 而 v 在 B 上 调和 ,由 极 值 原理 知 ,在 B 人 B' 上 v<h。 
因此 ,v<h 在 B' 上 成 立 , 即 v 在 9 上 是 下 调和 函数 。 
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(3) 车，…,u, 均 为 0 上 的 下 调和 函数 ,那么 u(x) 二 max{wui(x),…,u,(x)}) 也 是 下 调和 
函数 。 

定理 4.4.3 设 * 为 上 的 调和 函数 ,0 为 Q 中 的 紧 子 集 , 则 存在 常数 < 使 得 

sup | Du |< (co/a) sup | «| (4.4.6) 
式 中 ,d=dist(Q',30) 为 0' 到 a0 的 距离 。 

证 注意 到 由 于 0 有 界 且 0 为 其 紧 子 集 ,因此 存在 有 限 个 球 B(x” ,a,), 组 成 0 的 一 个 
有 限 开 和 覆盖 ,其 中 B(x”,a,) 是 以 x” 为 中 心 ,a; 为 半径 的 球 。 由 此 可 知 ,该 定理 的 证 明 可 以 简 
化 为 只 证 明 在 每 个 B(x”,a,) 上 式 (4. 4. 6) 成 立 。 进 一 步 讲 ,每 个 B(x' ,ai) 可 通过 平移 使 得 
球 心 位 于 原点 ,因此 只 需 讨论 在 BC(0,a) 上 的 调和 函数 满足 式 (4. 4. 6) 即 可 。 在 B(0,a) 上 定义 
辅助 函数 

w= (a 一 | x | DiuDiu + (cu): 
式 中 ,< 为 待定 常数 。 对 上 式 两 边 求 Laplace 算 子 的 映像 并 注意 到 Au=0, 则 有 
Aw = 2(a’ —| x |*)DyuDou + (2c— 2)DiuDu — 8x,Du Dyu 
对 右 端 最 后 一 项 使 用 Schwartz 不 等 式 ,并 取 c 使 得 
Aw > (o —| x |*)DsuDsu + cDuDiu 
对 这 样 取 定 的 c, 只 要 w 不 为 常数 , 则 Aw>>0。 故 由 不 在 B(0,a) 的 内 部 取得 最 大 值 ,而 在 
3B(0,a) 上 tw|go,a) 三 (cu)*1ag0,a) ,因此 在 B(0,a) 上 有 


Car—|x| DuDu Se sup |ul? 
aB0,a) 


由 前 面 的 分 析 知 
sup | Du |* < Ssup | ul 


由 此 可 推出 式 (4.4. 6)。 证 毕 。 

定理 4.4.4 Sr 表示 关于 9 的 全 体 下 函数 的 集合 , 记 u(x) 二 sups,v(x), 则 u(x) 为 0 中 的 
调和 函数 。 

证 因为 infop 是 S* 中 的 元 素 ,所 以 S, 非 空 ,进而 v 存在 。 对 固定 的 点 yE 0, 取 
B(y,R)E Q。 由 u(x) 的 定义 知 ,存在 子 列 {w}CS, 使 得 ww(y)->u(y)。 由 于 用 max(u ,infop) 代 
替 wu, 后 收敛 性 质 不 变 ,不 妨 设 {u, (x)} 有 下 界 。 设 羽 为 u, 在 B 上 的 调和 提升 , 则 weE S, 且 
vt() 一 v(?)。 由 定理 4.4.3 知 ,{w} 在 B(?,R/2) 上 是 一 致 有 界 且 等 度 连 续 的 ,因此 有 子 列 
(仍然 记 作 {v}) 收 敛 于 一 个 调和 函数 v。 由 收敛 极限 的 惟一 性 知 u(y) =v(y) 。 

以 下 证 明 对 VxE B(y,R/2), 有 v(x) 二 u(x)。 事 实 上 ,如 果 对 某 一 点 z€ B,v(z) 过 u(z)， 
那么 存在 <E S,, 使 得 vz)<u(z)。 取 几 一 max(zyu), 记 W, 为 w, 的 调和 提升 。 与 前 面 类 
似 地 讨论 知 ,{W,} 有 子 列 收敛 于 调和 函数 w(x), 且 在 B(y,R/2) 上 v< w<u 以 及 v(y)= 
w(y) 二 u(y)。 由 极 值 原理 知 ,在 BC(y, R/2) 内 v= w, 这 与 w, 的 定义 矛盾 ,因此 v 在 
B(y,R/2) 中 调和 。 由 于 y 为 2 中 的 任意 点 , 故 u(x) 在 0 内 调和 。 证 毕 。 

定义 4.4.4 车 对 5E90 存在 w(x)E C (6) ,使 得 w(x) 在 人 中 为 上 调和 函数 且 ww(&) 二 
0, 而 对 xEN\§, 有 w(x)0, 则 称 ww(x) 为 上 点 的 闸 函 数 ,a0 上 存在 闸 函 数 的 点 为 正则 点 。 

定理 4.4.5 若 0 的 每 个 边界 点 均 为 正则 点 , 则 VY gE C(a0) ,问题 (4.4.5) 在 (x) 二 0 时 
存在 惟一 的 经 典 解 。 
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证 令 S, 为 关于 9 的 下 函数 集合 。 由 定理 4. 4.4 知 ,zx(x) 一 sup ww(x) 在 2 内 为 调和 函 


数 。 以 下 证 明 u(x) 即 是 问题 (4.4. 5) 的 解 ,为 此 仅 需 证 明 当 x 一 和 E30 时 u(x) 一 pg(§)。 事实 
上 ,ye>0, 由 9 的 性 质 知 ,存在 5 的 邻 域 c(5), 在 co(5 站 30 上 |9 (一 p (5)1<e。 取 “充分 
大 ,使 得 
kminwlx) >2 max 191 
式 中 ,mw(x) 为 5 点 的 疗 函 数 。 因 此 ,9(5) 一 e 一 zu(x) 是 关于 9 的 下 函数 ,98(5) 十 e 十 khw 是 关 
于 9 的 上 函数 。 由 w 的 定义 知 
98(6) —e— hw(x) <ulxr) SpE) +et kwlx) 
在 上 式 中 令 x->6,e 一 0, 并 注意 到 闻 函 数 的 性 质 知 u(x)-p(§)。 因 此 u(x) 为 问题 (4.4.5) 的 
经 典 解 。 
关于 问题 (4. 4. 5) 的 经 典 解 的 惟一 性 ,可 以 直接 利用 上 述 极 值 原理 进行 证 明 。 证 毕 。 
由 该 定理 知 , 讨 论 问题 (4.4. 5) 的 可 解 性 ,也 就 是 讨论 22 上 每 一 点 是 否 具有 正则 性 。30 
的 每 点 都 是 正则 点 的 0 是 存在 的 。 例 如 , 当 39 满足 所 谓 的 外 部 球 条 件 : YEE3a0, 了 B(y,R) 
使 得 B(y,R) 几 5={ 辐 ,此 时 
Rlx—él™, n>2 
oo -fl n=2 


是 5 点 的 曾 函 数 ,因此 90 的 每 点 都 是 正则 点 。 
然后 给 出 问题 (4. 4. 5) 在 f(x) 对 0 时 解 的 存在 性 。 以 下 要 用 到 例 4. 2. 11 所 求 得 的 
Laplace 算 子 A 的 基本 解 


T(x)=T(|x|)= 


式 中 ,w, 为 n 维 单位 球面 的 面积 .定义 函数 f 的 牛顿 位 势 w(x) 一 上 ree- propdy 则 有 如 


下 引 理 。 
引 理 1 车 /EC*(0), 则 wEC(Q),Aw=/(x) 且 YxE0, 有 


Dw = | pre-pyropody 


Dyw(x) = | p， r(x— Dy)— fdy— 100] Dir — pu(y)ds, 


式 中 ,i,j 二 1,… ,nsv j 为 90 的 单位 内 法 方向 的 第 j 个 分 量 。 

由 此 引 理 可 以 证 明 f(x) 半 0 时 问题 (4. 4. 5) 的 解 的 存在 性 。 

定理 4.4.6 设 0 为 R" 中 的 有 界 域 并 且 30 的 每 个 边界 点 均 为 关于 A 算 子 的 正则 点 , 则 
Y9EC(0) 和 jxz)EC (DO), 问 题 (4.4.5) 存 在 惟一 的 经 典 解 。 

证 设 邮 为 函数 J(xz)EC…(O) 的 牛顿 位 势 , 令 v=z 一 zw, 则 由 引 理 1 知 ,u 满足 Av 一 了 
和 wlso 二 9 等 价 于 v 满足 Av=0 并 且 |ao 一 9 一 zw。 而 且 由 定理 4. 4. 5 知 ,存在 惟一 的 经 典 解 
满足 Av=0 并 且 vlao 二 9 一 w。 因 此 ,存在 且 惟 一 的 经 典 解 u 满足 问题 (4. 4. 5) 。 证 毕 。 

以 下 利用 Schauder 估计 法 讨论 较 一 般 的 变 系数 椭圆 型 方程 Dirichlet 问题 (4. 4. 2) 的 解 的 
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存在 性 。Schauder 方法 的 基本 思想 是 把 式 (4. 4. 2) 定 义 的 变 系数 方程 问题 的 求解 转化 为 上 述 
Poisson 方程 问题 的 求解 。 在 下 面 的 讨论 中 , 记 
[mo = sup Lo 一 Ac 


ayE NEY | zx 一 了 | 
i 站 ke [| fA) — fy) 
f le Sup ds + SPA | x 一 了 | 


urna =| Diu loo = Sup sup | Du | 
ujinn =| Diu |。o = SupLDru le 


uJion = [zzo = Sup sup ds | Dru(x) | 


4 
u lho 一 | w|ion = 2 io 
np Sps up pd Dul(x)— Drul(y) 


= lx—yl" 


下 aa -i u Rat [uJion 
式 中 ,0<a<l1,d:=dist(x,90),d:,=min(d;,d,) 。 
首先 给 出 问题 (4. 4. 2) 的 解 的 Schauder 估计 。 对 椭圆 型 方程 (4. 4. 1) ,以 后 假设 0 为 有 界 
区 域 ,并 且 Y0<a<1,ay (x)EC*(0),b,EC*(Q),c,fEC*(0), 因 此 存在 A, 使 得 
[| (4.4.7) 
引 理 2 车 uEC(0) 是 ay(xo)Diau(x)= 二 f(x),f(x)EC(n) 在 0 上 的 解 ,其 中 x,€ 0， 
Qs (xo)§6, 之 A 181*, 则 只 要 存在 半径 RR, 使 得 球 B, = B(x。,R)CB, B(x。,2R)CCn, 就 有 
C= C(4,a,n) 满 足 


Re | DiuCm) | 十 Rate LD WY) — Dru(xo) | 


eh < Cu lo +tR: | flon, + RL),), 


VxE€B, 

引 理 3 设 xEC'(D), 则 Ye>0 和 正 整 数 k, 存 在 常数 CCe,k), 使 lu | 六 hos<e[z]io 十 
Cle,k) |ulon, 

定理 4.4.7 设 wEC**(0) 为 Lu= f(x) 的 有 界 解 ,椭圆 型 算 子 工 满 足 式 (4.4.7), 则 

Iulia SC wu lon tl F120) (4.4.8) 

式 中 ,C=C(n,a,4,A)。 

证 考虑 到 Ve>0, 若 在 0,={x]dist(x,90)>e} 上 式 (4.4. 8) 成 立 , 则 存在 与 无 关 的 常 
数 C( 证 明 中 所 使 用 的 记号 C; 都 表示 常数 ) ,使 得 


na) Pe = Dru(y) | 和 [ia < 


上 一 了 | 
Cou a ) < Cu lo tl fF 1h,0), (4.4.9) 
式 中 ,dra 二 min{dist(x,90.) ,dist(y,a0.)}。 在 式 (4. 4. 9) 中 令 e 一 0, 则 可 推出 式 (4. 4. 8) 。 
故 式 (4. 4. 8) 的 证 明 可 转化 为 证 明 式 (4. 4. 9)。 而 在 2, 上 [wj];。o, 有 界 ,以 下 不 妨 设 [au];。n 有 
界 。 对 任意 互 异 的 两 点 ,yo EQ, 记 R=pds (0<p<1/2) ,Bi 一 B(x,,R),B, = B(x,,2R). 


把 Lu= 了 写成 
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Liu = as(xo)Dyu(x) = [ay(m) 一 ay(Cr)]Dix(z) 一 5Du — ou + f=F(x) 


(4.4. 10) 

又 由 引 理 3 知 ,为 证 式 (4. 4. 8), 只 需 证 明 
[ulia SC u loo 十 [了 | 号 o) (4.4. 11) 
和 [uJima < Cl uloa tl fl,0) (4.4. 12) 


首先 证 明 式 (4. 4. 11) 。 由 [zx]za 的 定义 知 , 至 少 存在 一 点 x。 E 0, 使 得 
[io < 2d%, | Diu lxo) | 
而 由 式 (4.4. 10) 和 引 理 2 可 知 ,上 式 右 端 有 下 述 估计 
| Diu(xo) [< Cu lon R? +IF lon, +R°CF]s,) 
由 于 dist(B1,90) 之 (1 一 J)ds, 当 xEBi 时 
| (av (x0) 一 ai (x)) Deulx) |< 


Le e010 a) x xrld) [us < 
| mm 一 xj 机 


Muda [usin 
因此 ,由 式 (4. 4. 10) 可 得 F(x)=Lsu 一 Lu 的 一 个 估计 
| FO) la S dais[Ap Lulin tA lulatC | fi 
由 [Fjan 的 定义 ,有 
[Cas Cx0) — a x) Doulx) oo < A LO pds Luli 
因此 由 中 值 定理 可 以 得 到 估计 
[FJan 入 ds (ALuJint+A luliatCs |f |) 
综 上 所 述 ,可 得 
[ae]io < Coby Nu lao tp Luli tl u la tl fl) 
由 于 的 任意 性 可 选择 x 使 得 Cu 入 1/2。 代 入 上 式 ,并 注意 到 引 理 3, 从 而 有 
[uJia < efuJiat+ Cle) | u lon 
取 e 充分 小 ,使 得 ok 和 1/2, 则 可 从 上 式 推出 式 (4. 4. 11)。 
其 次 ,证 明 式 (4. 4. 12) 。 该 式 的 证 明 可 与 式 (4. 4. 11) 的 证 明 类 似 进 行 。 事 实 上 ,显然 存在 
两 点 xx6， 使 得 
[za]ieo 之 21Diu(a) 一 Dix(xo) | de | x — x 


不 妨 设 dds ,从 [xia 的 定义 容易 知道 , 当 | 加 一 区 | 之 了 wd 时 ,由 于 [x]io<4[z]io 。 


(了 ) “<ceaio, te.4. 12) 成 立 ;车 | 一 基 | < 十 pds ,可 以 参照 式 (4. 4. 11) 的 证 明 进 行 


证 明 。 证 毕 。 
以 下 用 连续 性 方法 讨论 方程 (4. 4. 1) 的 解 的 存在 性 。 
定理 4.4.8 设 9 为 R' 中 的 C?*“"(D) 区 域 ,L 为 式 (4.4. 了 1) 定义 的 严格 椭 加 型 算 子 ,其 系 
数 as EC (0),b EL (0) ,cE Ce (De 和 ooloeoylal 史 ,|c| 吕 入 A, 那 么 若 /， 
9E CD) 时 ,方程 Ax= 太 ,zj 一 Pp(xz) 有 解 , 则 对 同样 的 f,9, 方 程 
Lu=/f/, xlo=9 (4.4. 13) 
有 解 且 解 惟一 。 
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证 由 极 值 原理 知道 , 若 式 (4. 4. 13) 的 解 存在 则 惟一 。 以 下 证 明 解 的 存在 性 。 由 于 
Lv 二 /一 Lp 三 中 的 wlan 二 0, 不 妨 设 pjaa 二 0。 令 Lau=tLu 十 (1 一 Au 二 f,0<1<1。 显然 
工 , 的 系数 仍然 满足 定理 的 条 件 。 若 Lu 一 的 解 存在 , 记 为 u(t,x), 则 可 以 证 明 supl ut,x)| 
三 C|flo.wo。 事 实 上 ,对 任何 xE 0, 取 球 B(y,R) ,使 得 CB(y,R), 记 


w= supl ut ICe 一 ee) sup lfl, xe BO,R) 
y a 
式 中 ,r= |x 一 y| ,@ 为 待定 常数 。 代 人 工 的 定义 知 
Lw = 一 [ea mp) yp) +2a (as thx— ys LH to < 


—e” [4a: (Ar): +2a(as + b,x,—y,))] sup lA 十 cu 


取 a 使 得 e” [4@? (hr) 十 2(a 十 6 (x 一))] 之 XA, 从 而 Lw 志 一 4 sup (1f1/4 ), 所 以 
Llw—ult,x))<—A suplf1/A—/f<0, 而 在 30 上 w 一 u(t,x) 宇 0, 由 极 值 原理 知 
sup | xz) [SCsup| flSC | flooo (4.4. 14) 

因此 ,L, 可 看 作 {wE C"" (9)|xlao= 一 0) 到 C*(D) 的 有 界线 性 映射 。 Liu = 了 的 可 解 性 等 于 映射 
L, 在 C"(6) 上 的 逆 的 存在 性 。 

如 果 对 某 个 SE [0,1],L, 是 映 上 的 ,由 式 (4.4. 11) 知 工 , 也 必定 是 一 一 的 , 记 其 逆 为 L7!。 
对 任意 +E[0,1],fEC*(D) ,方程 Lu=f,ulao=0 等 价 于 Lu=f 十 (1 一 5)(L, 一 Li)u, 妈 
一 7 十 (一 LT (Lo 一 Li)u。 因 此 ,u 可 以 看 成 是 {u€E CN)|u=0,xE30) 到 自身 的 映 
射 Tue=LTf 二 (一 9LT (Lo 一 Li)u 的 不 动 点 。 当 |s 一 t| 之 [CO Lo 十 中)]-'( 其 中 CC 
由 式 (4. 4. 14) 确 定 , | 。 || 为 算 子 的 模 ) 时 ,T 为 压缩 映射 , 即 Lv =/ 的 解 存在 。 若 问题 
Au 一 万 zlino 一 0 存在 解 , 则 Lu 一 万 zlio 一 0 对 0 过 上 <[CC1 LDL 1 十 |)]-: 均 可 解 。 通 过 
分 [0,1] 为 长 度 不 超过 [CC | Le。 | 十 ‖ 二 的 区 间 , 把 每 个 区 间 的 右边 界 作为 ;, 使 用 以 上 
方法 可 证 明 , YtE [0,1],Lw= 六 xlao=0 有 解 。 因 此 Liu=f,u|so=0 有 解 。 证 毕 。 


4.4.2 桶 轩 型 方程 的 广义 解 及 其 正则 性 


本 小 节 将 用 Sobolev 空间 方法 讨论 弱 解 及 其 性 质 。 
定义 4.4.5 车 uEW3*(0), 使 得 YvECF(Q), 有 


L(u,v) = {Dm 十 bu)Diz 一 cDz + du)v}dx = F(x) (4.4.15) 


且 * 一 PE We”*(0), 其 中 Flv) 三 | (fDiu 一 gv)dx, 则 wu 为 
a 


Lu = D(as (Du th (DW) + enDia +d)u = g+ Df 
{ ln = 9 € WN) 
的 弱 解 或 广义 解 。 问 题 (4. 4. 16) 称 为 广义 Dirichlet 问题 。 
对 方程 (4. 4. 16) ,车 存在 与 xE 6 无关 的 常数 4 二 0, 使 得 VxEn,SE R",a, (r)66 之 
415|*, 则 称 (4. 4. 16) 中 的 方程 为 一 致 椭 加 型 方程 。 
讨论 方程 (4. 4. 16) 的 弱 解 存在 性 时 ,对 工 的 系数 的 光滑 性 要 求 可 以 比 经 典 解 弱 , 一 般 只 
要 as(x),b(x),c(x),d(x) 有 界 可 测 , 即 存在 A 二 0 与 v>0, 使 得 


(4.4.16) 
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Da AA DB te +A dn Sr 4.4.17) 
在 以 下 的 公式 中 ,wuEW'*(0) 在 909 上 满足 w<0 的 意义 为 u* = 二 max{u,0} EWi3*(Q)。 对 别 的 
不 等 式 也 作 类 似 的 理解 。 如 supu 二 inf {| uk,xEIN,kER)},infu = — sup(—u) 等 等 。 
Lu 之 F 理 解 为 L(u,v) 之 F(v) ,Vv 和 >0,vE C3;(0), 其 中 F=g 十 D.f'。 车 wu 满足 Lu 之 F, 则 称 u 
为 Lu= 下 的 下 解 ; 称 满足 Lu 下 的 u 为 Lu=F 的 上 解 。 
和 求 经 典 解 一 样 , 从 方程 Lu 之 F 的 极 值 原理 入 手 。 以 下 设 
| -apoar<o， Vv>0we cam) (4.4.18) 


定理 4.4.9 对 满足 式 (4.4.17) 的 一 致 椭圆 型 算 子 工 ,车 xE W'"* (0) ,使 得 Lu 之 0( 志 0)， 
则 
supu < supu’ Ginfu > infu-) (4.4.19) 
证 首先 设 4 为 Lu 一 0 的 下 解 ,因此 yuovvE Wi: (9),L (usv) 之 0, 而 对 
uEWra(O) ,uvEW'(Q) ,因此 有 
{a DuDw ~ + eoDa)dr < | {duv —bD, Cm))dr 
2 
由 上 式 , 若 uv 之 0, 则 根据 式 (4.4.18) 及 式 (4.4.17) 知 
eas DuDwdr < a "| v|Dul|dr (4. 4. 20) 
5 站 
以 下 用 反 证 法 。 着 式 (4.4.19) 不 成 立 , 即 存在 使 得 supu™ 过 hk<supu。 取 v=(u 一 人)*， 


令 A(k)= supp Dv, 显 然 vE€ W)? (0D)。 由 式 (4. 4. 20) 可 知 pvprdr 家 


2 中 ,v1 De | dx. 由 工 的 一 致 性 及 Schwartz 不 等 式 知 | | Do dx < 2 olan 
| py | so, 因此 有 
1 Dv ln 入 2 vl sn (4.4.21) 
由 Sobolev 不 等 式 知 ,存在 常数 C 使 得 | u1 :oa 和 Cl Do 1 ,vlan 和 1ACe) 1 
1 vveo-a，* 式 中 1ACe) | 为 ACk) 的 测度 。 将 其 代入 式 (4.4. 21) 得 1A(A)| 入 C-", 式 中 C 只 与 
n 和 有 关 , 与 4 无 关 。 因 此 , 当 取 k=supu 时 ,1A(supu)| 宇 C™",v=0, 即 Do 一 0。 这 一 矛盾 
说 明 假 设 的 不 存在 。 故 只 能 supv<supu+ 。 以 一 “代替 x 可 证 明 式 (4. 4. 19) 的 余下 部 分 。 
证 毕 。 
推论 当 Lu=0, 且 ulm=0 时 ,wu 必 为 零 。 
证 由 于 supu<supu*=0， 而 infu 之 infu” 一 0, 因 此 w=0。 证 毕 。 
此 推论 说 明 ， 着 广义 Dirichlet 问题 
全 = Fr)， xE€ENMFx)=g+Df 
(4.4. 22) 
ula=9 
的 解 存在 , 则 惟一 。 
下 面 讨论 方程 (4. 4. 22) 解 的 存在 性 。 
定理 4. 4. 10 ”对 式 (4.4.16) 定 义 的 算 子 工 ,车 为 一 致 椭圆 型 算 子 且 满 足 式 (4. 4. 17) 及 式 
(4.4.18),g, 放 ELCD) ,i=1,…,n,9E W'? (0), 则 问题 (4. 4.22) 有 惟一 解 存在 , 且 
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alwezosCGClAI 二 gl 十 让 wzo) 其 中 f=(f° ,0 f"). 

证 由 于 Lw=Lu-Lp=g 一 “Dp 一 dp+D(f 一 asDip 一 b9)。 记 g=g 一 cDip+dy， 
了 天 =f 一 ayDiqg 一 bi9; 则 了 ,8EL(0), 且 wEW3*(0)。 不妨 设 p= 二 0, 即 式 (4. 4. 22) 的 求解 等 
价 于 求 u€E Wi3*(0) 使 得 YvEWi3"*(0) 满 足 L(u,v) 二 F(v)。 而 由 工 的 性 质 知 


Lava =| pupn + 6; — cuDiu — (du)?)dr > 
| (7 一 全 1 Du —wiw )dx> 
中 


2 re et 
S|, 1 Du lrdx—w | ed (4.4.23) 


故 对 c>A" , 双 线 性 映射 L(u,v) 十 o(u,v) 是 强迫 的 。 另 一 方面 ,VY vEW3* (0), 有 |F(v) | 过 
CEA 十 下 gel) gwcw, 即 F(v) 为 W3*(Q) 上 的 有 界线 性 泛 函 。 由 Lax-Milgram 定理 
知 Lx=Lu 一 m= 二 下 有 惟一 解 w=Lz'(F)。 但 Lu= 下 等 价 于 Lu 十 ou 二 下 ,此 即 w 二 ol (Iw) = 
1) ,其 中 uw) 一 | wvdx，YvE Wi3*(0) 为 紧 映 射 ,Lz! 至 少 为 有 界 的 ,因此 L;11 为 紧 


算 子 。 再 由 Fredholm 二 择 一 定理 知 , 若 Lu=0 仅 有 零 解 , 则 Lu= f 有 解 。 结 合 推论 知 式 
(4.4. 22) 的 解 存在 。 

由 于 L7 为 L* (0) 到 Wi3*(Q) 的 有 界 算 子 ,存在 C 使 得 | L7'(g 十 Df') 1 ws 过 
CC fl 十 lg1:)。 另 一 方面 , YoE [0,ce],(T 十 oLz'1)- 为 Wi*(0) 到 自身 的 有 界线 性 
算 子 ,因此 1 xl wsosCCAIa 十 1g1:)。 根 据 w 的 定义 ,有 1 zlwzscGCl71 十 
lg 1,)。 由 此 式 容易 知道 问题 (4. 4. 22) 的 解 满足 定理 。 证 毕 。 

定理 4.4.11 uw 为 严格 椭圆 型 方程 Lu 二 /的 弱 解 ,a ,6,i,j 二 1,…,n 是 9 上 的 一 至 
Lipschitz 连续 函数 ,c,i=1,…,n,d 为 有 界 函 数 ,fEL*(0), 则 YQ'CCAQ 有 uEW'*(0) 且 
存在 C= CCn,K,6) 使 得 

Pull wa < CO ul wm + fhem ) 
式 中 ,天 一 maxf | ay e 40), 上 ed 有 cm),6=dist(Q',30)。 而 且 w 在 0 中 几乎 处 处 
满足 
Lu=asDiut Day +6 t+ Dut (Db +du=f 
证 令 g=(6 十 c)Diu 十 (Db; 十 d)u 一 f。 显 然 gEL*(0), 因 此 YvEC;(0) 有 


| as DuDivdx = | gudx (4.4.24) 
a a 


对 任何 4< 志 minfadist(suppu,a0)), 记 A 二 [u(x 十 hey) 一 w(x)]/hsey 二 (1,0,… 0)。 在 
式 (4.4.24) 中 用 Anv 代替 ,得 
| As as Du) Divdx =-| asDiuD,A vodx =-| Awd 
a a 
而 as Dix 的 差 商 可 写成 A, (as Du) 二 as (x 十 hei)AsDu 十 Avas (x)Diu, 因 此 
fasCx+ he dD MuDwdr = 一 | {Aas DuDw + gr) dx (4.4.25) 
另 一 方面 ,对 xE C' (0) ,由 Schwartz 不 等 式 得 
3 s 
Law 上 =| hp, ea | < 让 1 Ds uz +é zee zs) 12d6 
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故 有 上 Asu 4a 过 上 Ds wl| so。 再 由 C'(6) 在 W'?(0) 中 稠密 ,可 推出 YuEW*(Q) 亦 成 立 
1 Au 1 os | Du |;。。 代 信 式 (4.4.25) 得 
a Dyast he Dodr SK ul ww + Nel Drvl: < 
Khul ww t+ fl 1 Doll， 
在 上 式 中 取 v=Aw, 其 中 WE C3C0),0<7<1,1D7|< 攻 ,在 Q' 中 4=1。 则 由 Schwartz 不 等 
式 知 
让 17Da ?dx <|, | avCx+ he)D; Au[LD, FA) —2IDIAu] | dx < 


(Kal wwt | fl) DA |: 十 
21 AwuD7l:) + Kl DA: AD71 :入 


| Da Fdrt KO + sup | DD ul wcw + | /ly 


上 式 最 后 一 个 不 等 式 是 由 Young 不 等 式 得 到 的 。 因此 ,存在 C=C(n,X,K,6), 使 得 
1 aDu ls, oC ul ww t+ | f1:). 

由 于 L(0) 中 的 有 界 子 集 为 弱 紧 的 , 若 取 {h。}) 为 收敛 到 零 的 列 , 则 对 -- 切 i. 1 i mw， 
{A Diu) 为 L*(Q') 中 的 有 界 集 。 因 此 ,存在 ww € LC(0) 与 {A Du) 有 共同 的 内, 且 使 得 


VYV9E Go ,| ra Diudx 一 medrm 一 co， 但 | ea.Dudr = | pea mpdr 一 


一 pepirdr. 因此 [guidx = ,gDiDs udx, 即 w= DiDau, 故 1DDuvlaw < 
CC ul ww 十 了). 同 理 知 DDyuwj 二 2,…,n 都 满足 上 式 ,因此 

1pullar < Cou ww + fl 
这 是 要 证 明 的 公式 。 而 0' 是 0 中 任意 的 区 域 , 且 0 CC 0.。 故 对 we Wi(0), 由 于 


4m 一 Dvdz =0,YvE CQ), 可 得 Lu=/ 在 0 中 处 处 成 立 。 证 毕 。 


由 该 定理 可 知 ，YJ € L*(g),p € W'*(0) ,存在 惟一 的 函数 x E W'*(0) 站 Wie(n) 满 
是 Lu = f, 且 wu 一 9 € Ws"(0)。 若 加 强 算 子 系数 的 光滑 性 条 件 , 可 得 到 如 下 定理 。 

定理 4.4.12 ” 若 严格 椭圆 型 算 子 工 的 系数 ai ,和 EEC),c decCeD), 则 当 Lu 一 了 
的 弱 解 EW'"*(0) 时 ,YQ' CCA,fEW'*(0), k>1, 有 wuEW' (0) 有 ul wr < 
CClul wwt | fllwaw ), 其 中 C=C(n,4,k,60,K),6=dist(N’,930),K = max{ | a,, 
bl erm esd ll em )}. 


证 当 h=1 时 ,在 [Luvdx = fvdx 中 用 Dew 代替 v1 过 /过 ,然后 经 分 部 积分 后 得 


fiasDiu Dvdr 二 | pevdr， Yue GC), 其 中 g = (6 十 中 Du 十 (Db; 十 du 一 了 而 


WE€ WW (0), 故 Dig € Li.(0)。 进 而 Yl,1<l< n,Dmu € Wi 这 (0), 即 DuE Wi (0)。 由 归 
纳 法 可 推出 对 任何 上 定理 成 立 。 证 毕 。 

现在 给 出 弱 解 在 2 上 的 整体 光滑 性 。 

定理 4. 4. 13 ” 若 在 定理 4. 4. 11 中 设 306E C, 且 存在 9 使 得 PEW:2 (0),v 一 pe 


212 现代 数学 基础 


W8*(0), 则 wEW”* (0), 有 有 ulwmSC Clewt lf law +t | lw) 其 中 
C=C(n,4,K,a0). 

证 如 定理 4. 4. 11 中 的 描述 ,可 以 不 失 一 般 性 地 设 = 0, 因 此 ve Wi* (0)。 在 
Llu,v) 二 (f,) 中 取 v=w 可 得 | xl ws 和 cClzll:+l 11:), 其 中 C= Cln,4,K)。 而 由 
apE C: 知 ,对 任意 点 mmEa0, 存 在 球 B, 一 B(x,,2R) 及 于 区 域 9'CR" 和 映射 %: B, 一 0 使 得 
YBNA TCR, = {rER"|z,>0),y(BNan) CaoR ,YEC(B,),y'!EC CO)。 取 
B=B(zo,R)。 记 B*=BN 0,0'=y (Bi),Q+=y (B7), 则 y 把 B* 中 的 方程 Lu=/ 变换 
成 47 中 同样 形式 的 方程 。 变 换 后 的 常数 X,&" 可 由 原 方程 的 A,k 作 估计 。 令 变换 后 的 解 为 v， 
则 由 uwEW?*(0) 知 ,v=uy7' EW (0Q*)。 故 对 任意 JE CQ) ,mEW)':(Q')。 进 而 有 


矿 AioE Wi3(CO) ,其 中 | 一 六 dist(suppy,a0')。 由 定理 4.4.11 知 D,v€L’(y (BN 0))， 


i=1,21 ,nn 一 1,j= 二 1,2,,n。 故 Div€E L(y (Bi1 几 | 0))。 再 由 v 与 u 的 关系 可 导出 
xzEW Con Bi)。 在 3B 上 选择 有 限 个 如 x。 这样 的 点 x”, 使 得 B(x",R) 构 成 90 的 一 个 有 
限 开 和 覆盖, 就 可 完成 本 定理 的 证 明 。 证 毕 。 

通过 类 似 的 讨论 还 可 以 得 到 

定理 4.4.14 在 定理 4. 4. 11 的 假设 下 , 若 还 存在 30E C"**(k 之 1) 及 gE W****(0) 使 
一 YEWi 0), 则 w E Wr (0), 有 8 ulwm SC uw lew t+ | fF lw 十 
pwtzowm), 式 中 C=Cln,4,K,90)。 


4.4.3 线性 发 展 方程 的 Cauchy 问题 


在 偏 微分 方程 理论 中 ,一 般 将 描述 物理 现象 随时 间 变 化 的 规律 的 微分 方程 称 为 发 展 方程 。 

本 节 讨 论 线性 发 展 方程 的 Cauchy 问题 为 了 方便 ,在 R'' 中 讨论 , 令 x= (zi,…,z,)ER" 表 
示 空 间 变 量 ,! 二 zx,+1 ER 表示 时 间 变 量 。 在 这 种 情况 下 ,线性 偏 微分 算 子 P(x,D) 可 以 表示 为 
Plx,t,Di,D) = > asslx,t) D:D (4.4. 26) 


其 中 ,D.= (Ds ,…,D;),D:=Ds … D2 。 记 QR x (0,6) ,90, 为 0 与 半空 间 : 之 0 的 交 , 则 
方程 (4.4. 26) 在 49 上 的 Cauchy 问题 为 
Pr,t,D:,D)x = oz， xEn 
(os XE OLhEm 
式 中 ,f 是 A 上 的 已 知 函数 ,而 gs 是 在 9Q。 上 给 定 的 函数 。 为 使 Cauchy 问题 (4. 4. 27) 有 解 ， 
一 般 还 设 式 (4. 4. 27) 中 的 DY 的 系数 在 30。 上 处 处 不 为 零 。 本 节 将 介绍 Cauchy 问题 
(4. 4. 27) 的 适 定性 问题 , 即 Cauchy 问题 (4. 4. 27) 的 解 的 存在 性 ,惟一 性 和 稳定 性 。 2 
首先 讨论 Cauchy 问题 (4. 4. 27) 的 弱 解 。 为 了 方便 ,本 节 将 只 讨论 P(x,t,D;,D,) 为 常 系 
数 算 子 的 情形 。 以 下 将 讨论 的 问题 为 
PDu=/(x), xen 
(ee =0, xE 30,0 雯 4 二 mm 
式 中 ,P(D) 一 P(D.,D,) 一 忆 J+e<saseD:D',a 一 ao 天 0。 为 了 讨论 问题 (4. 4. 28) 的 解 ， 
将 先 推广 解 的 定义 。 
定义 4.4.6 车 VpECFCQ), 存 在 广义 函数 wE 9' 使 得 (u,P* (D) 8) = (rp), 则 


(4.4.27) 


(4.4.28) 
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xzEEL (9), 称 为 Cauchy 问题 (4. 4. 28) 的 弱 解 或 广义 解 。 
对 于 Cauchy 问题 (4. 4. 28) ,可 以 证 明 其 弱 解 的 存在 性 。 
定理 4.4.15 VY fEL'(0), 式 (4.4.28) 有 弱 解 的 一 个 充 朗 条 件 是 :存在 常数 C, 使 得 
| (fy9) | 和 ClP Doyle, Vee cs) (4.4. 29) 
式 中 ,P*(D) 表 示 线 性 算 子 P(D) 的 共 罗 算 子 。 

证 首先 证 明 必 要 性 。 若 x 为 式 (4. 4. 28) 的 弱 解 , 则 VYpECF(Q), 有 (u,P* (D) 9)= 
《f,9), 由 Schwartz 不 等 式 可 得 |(f,9)| 二 |(u,P* (D)p)| 过 上 ul P*(D)g 路 4, 其 中 ， 
上 "上 是 范 数 。 由 于 “为 Cauchy 问题 (4.4. 28) 的 弱 解 ,因此 | x | ,> 有 界 ,将 其 作为 常数 
C, 那 么 |(f,9)1<Cl P* (Dl. 

再 证 明 充分 性 。 若 存在 常数 C, 使 得 |(f,p) 1 三 Cl P* (D)g 上 4, 则 由 Hahn-Banach 定 
理 , 可 以 将 f 延 拓 为 L* (0) 空 间 上 的 有 界线 性 泛 函 。 因 此 ,根据 Riesz 定理 可 知 ,存在 函数 
uE1L(0) ,使 得 ul .= | fll: ,并 且 对 所 有 的 g=P* (D)pEL:(n), 该 有 界线 性 泛 函 由 
《gsW) 定 义 。 特 别 地 , 若 pgECF(0), 则 P* (D)p=g, 于 是 (u,P* (D) pg) 二 (f,y)。 因 此 uw 为 
Cauchy 问题 (4. 4. 28) 的 弱 解 。 证 毕 。 

还 可 以 证 明 类 似 于 定理 4.4. 15 的 如 下 另 一 个 定理 。 

定理 4.4.16 VfEL* (0),Cauchy 问题 (4. 4. 28) 有 弱 解 的 一 个 充 要 条 件 是 :存在 常数 
C, 使 得 

lvl <clP: (Doyle, Ye CF) (4.4.30) 

证 证 明 充 分 性 较 简单 。 根 据 式 (4. 4. 29) 和 Schwartz 不 等 式 可 得 | (f,9) | 去 
fie lelegcl fl llP(D)9lz ,因此 Cauchy 问题 (4.4.28) 有 弱 解 。 

为 证 明 必 要 性 ,用 反 证 法 。 若 式 (4.4. 30) 不 成 立 , 则 存在 {% )CCz (0) 使 得 

1 wa 一 co P(D)9 oa 一 1~co (4.4.31) 
而 由 定理 4. 4. 15 知 ,对 每 一 个 k,k 二 1,2,… 都 有 |(f,p.)|1 过 C1 P* (D)y, ‖ 4: 二 C, 因 此 根据 
Banach-Steinhaus 定理 ,应 存在 常数 C, 使 得 |(f,p)|<<C1 4: ,k=1,2,…。 取 f=, 得 到 
上 gilwC。 这 与 式 (4.4.31) 巴 盾 。 因 此 式 (4.4. 30) 成 立 。 证 毕 。 

从 该 定理 可 推出 :对 区 域 0CR"*' , 当 且 仅 当 式 (4.4. 30) 成 立时 ,Cauchy 问题 (4. 4. 28) 才 
存在 弱 解 。 因 此 , 求 Cauchy 问题 (4. 4. 28) 的 弱 解 就 是 验证 算 子 P(D) 是 否 满足 式 (4.4. 30)。 
下 面 的 双 曲 型 方程 的 Cauchy 问题 满足 式 (4. 4.30) 。 

按照 双 有 曲 型 算 子 的 定义 ,P(D) 是 双 曲 型 算 子 , 当 且 仅 当 其 共 轿 算 子 P* (D) 是 双 曲 型 算 
子 。 另 外 ,P(D) 是 双 曲 型 算 子 的 一 个 充 要 条 件 是 ,该 算 子 的 主 部 是 双 曲 型 算 子 。 现 在 讨论 双 
曲 型 算 子 的 Cauchy 问题 解 的 存在 性 。 下 面 先 讨论 零 初 始 条 件 的 问题 。 

定理 4.4.17 车 P(D) 是 双 曲 型 算 子 , fE%, 则 有 

| xzER,0 一 :一 0 oe 
Dtu(x,0) = 0， xER' ,0<kCm 
有 解 u€ 9。 
证 若 Cauchy 问题 (4.4.32) 有 解 x€ 9, 则 


的 上 ,有 


| =f(6,D, SEER 
Diu(€,0) = 0， EER',0<k<m 
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式 中 , ;表示 Fourier 变换 。 对 于 固定 的 5, 这 是 关于 上 的 常 微分 方程 ,其 解 为 
二 (和 = | FEDuw(5e 一 5 (4.4.33) 


式 中 , w(§,1) = 下 中 .5 各 54: 厂 是 复 平面 上 的 一 条 简单 闭 出线 , 它 包围 多 项 式 P(6,z) 的 全 


部 根 , 即 可 以 选取 古 使 得 P(z) 的 根 都 包含 在 带 形 区域 |Imz|<< K 中 。 用 不 ，… ,rn 来 表示 这 
些 根 ,把 每 个 5 都 用 一 个 中 心 在 r 边 长 为 2, 并 且 平 行 于 实 轴 和 虚 轴 的 正方 形 包围 起 来 。 设 G 
是 这 些 正方 形 的 并 集 , 而 卫 是 G 的 边界 。 虽 然 厂 可 能 不 是 一 条 简单 闭 曲 线 , 但 可 以 通过 做 割 
线 的 办 法 使 矿 成 为 简单 闭 曲线 ,而 且 丁 的 长 度 至 多 为 8m。 因 此 ,只 要 能 证 明 式 (4.4. 33) 中 的 
&E 4, 就 证 明了 该 定理 。 下 面 证 明 xEY 。 首 先 注意 到 


DiwG6.0 = a BE 
由 归纳 法 可 得 1Diu (6.1 二 CGI 十 150D%ewr 。 显 然 ,存在 次 数 小 于 等 于 (m 一 1)1v| 的 多 项 
式 Q.(5,2), 使 得 D [本 ] 一 [CS SS。 因此 ,每 个 导数 DiDiw (6, 2 都 是 形 为 


Ce rp me 的 项 之 和 ,其 中 C 为 常数 ,1a| 十 j 过 Cm 一 1)1v| 从 这 里 可 以 推出 
| DiDtw(€,) |< CO 十 | § DY Der (4.4.34) 


另 一 方面 ,由 于 /EY, 所 以 Fe ,因此 由 缓 增 广 西 的 定义 ,对 任意 j,k,v, 存 在 常数 C, 使 
得 


| DiDIf (6,0) [< C/(1+1§1)’ (4.4. 35) 


和 ~ " 
而 DiDta(€,7) = DO DID 8 Dw 80] +iDi] fDiw bt — ds 


fm 


将 式 (4. 4. 34) 和 式 (4.4. 35) 代 人 上 式 得 ,|DID 和 (2 过 C/CI 士 1612, 即 wEY。 证 毕 。 
定理 4.4.18 若 P(D) 是 双 曲 型 算 子 ,fEL?*(R"*'), 则 
PDu=/f(xD),0<i<b, xER' 
I xER',0<kS<m (te 
有 弱 解 。 
证 ”根据 定理 4. 2. 2 的 证 明 , VOCR" ,Cr (0Q) 是 L:(0) 的 稠密 子 空间 。 因 此 VY /EL?, 存 
在 9 中 的 一 个 函数 列 {f;), 使 得 /一 f。 而 由 定理 4.4. 17 知 ,对 每 一 个 f, ,Cauchy 问题 
(4.4. 36) 存 在 解 wuE9, 并 且 上 uw 上 志 Cf 1 ,k=1,2,…, 而 由 fi 的 收 化 性 知 ,f, 的 L? 范 
数 是 有 界 的 ,因此 || w 是 有 界 的 。 于 是 存在 {wu} 的 子 列 (仍然 用 {wu,) 表 示 ) 弱 收敛 于 一 个 L? 
函数 w。 而 w 可 以 被 看 成 函数 型 广义 函数 , 即 Y pCz,1)E9 有 (Cw,P* (D)g) 二 (fi,,p)。 令 
koo 可 得 
(uP° (Dp) = (f,9), Vor) E 9 
因此 Cauchy 问题 (4. 4. 36) 有 弱 解 x。 证 毕 。 
然后 讨论 非 齐 次 的 Cauchy 问题 
fe 一 es 0<i<bxER" 


Diu(x,0) =g(x), xER',0<kCm (4.4. 37) 
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的 解 的 存在 性 。 对 于 该 问题 ,有 下 述 定理 。 

定理 4. 4. 19 对 双 曲 型 算 子 P(D) 和 任意 f,g1,g;,…,g8。-1E€ ,存在 函数 EE6Nn 是 
Cauchy 问题 (4. 4. 37) 的 解 。 

证 对 任意 f,gi,g:，…,gm-1E 7 ,注意 到 当 取 9 中 的 函数 p (?) 使 得 它 在 t=0 的 一 个 邻 


a 
域 中 等 于 1, 则 函数 w(x,t) 一 (0 了》 让 tg(x) 满足 Diw(x,0) = gi(x) ,xE R',0<k 之 
名 三 


m。 再 令 函 数 " 是 问题 
P(D)v = /f(x)—PDw, 0<ti<bhx€ER’ 
ey xER'0<khk<m 
的 解 , 则 x= v 十 也 就 是 Cauchy 问题 (4. 4. 39) 的 解 。 证 毕 。 
还 可 以 证 明 双 曲 型 方程 的 Cauchy 问题 解 的 惟一 性 。 为 了 证 明 Cauchy 问题 解 的 惟一 性 ， 
这 里 不 加 证 明 地 介绍 如 下 引 理 。 


引 理 4 存在 只 依赖 于 P(D) 和 6 的 常数 C, 使 得 | | vdrdtsc| ec | PC(D)v |* dxdt, 


对 任意 实数 4 和 任意 在 :=6 的 一 个 邻 域 中 等 于 零 的 vu€EC™ (0) 成 立 , 并 且 v 还 满足 Divcx,0) 
二 0,xE R",0<<k<m, 并 使 得 任何 a,k,P** (D)vE L?。 
由 此 引 理 可 以 证 明 如 下 定理 。 
定理 4.4.20 若 P(5,r) 是 r 的 mm 次 多 项 式 , 且 亚 项 的 系数 不 等 于 0. 则 对 
P(D)u = FCx,t)， 0<i<bxER" 
(ie xXER',0<khkSCm 
的 解 4, 如 果 Va,k,Pe*(D)uEL? ,那么 uw 三 0, 其 中 Pe**(D)=DEDIP (6,7)|ep,.e-n,。 
证 令 p (t) 是 C3(R') 中 满足 下 列 条件 的 函数 : 当 0< t<oo 时 ,0<p (1)<1, 并 且 当 正 数 
a 和 满足 a 十 2e<b 时， 


(4.4.38) 


0<t<ate 
a+e<iti<b 
对 满足 方程 (4. 4. 38) 的 解 4, 令 v= 二 wp (x), 则 v 满足 引 理 4 的 条 件 。 对 任何 实数 4, 有 


% . 
Je* Lv lard < c| | PeDYs idrdr， 因此 [|e | ldxdt < cf foe 
| P(D)v |*dxdt。 对 任意 * 二 0, 有 
3 lg 
| Iu lidxd < ce | ex | P(D)v |* dxdt (4.4.39) 
时 村 ec)R" 


1， 
CD) = 
人 人 


而 PLD)v= DP%%(D)uDtp (2)/k! 是 L? 函数 取 < 为 小 于 5 的 任何 正 数 , 当 ) -= co 时 , 式 (4. 


4. 39) 的 右边 在 0 入 t < a 的 情况 下 收敛 到 0, 所 以 函数 二 0, 证 毕 。 
下 面 介绍 常 系数 双 曲 型 方程 的 Cauchy 问题 的 强 解 。 
定义 4.4.7 对 空间 W"*(Q) 的 函数 f, 若 存在 7 中 的 函数 序列 {w} 和 wuEW”"?(0) ,使 得 
当 刀 uw 时 , PCD)w 一 /(W™*(0)), 则 称 w 为 Cauchy 问题 (4.4.27) 的 强 解 。 
先 讨论 双 曲 型 偏 微分 方程 的 齐 次 初始 条 件 的 Cauchy 问题 
人 =f(xD, xEen 


Diu(x,0) 一 0， x ea0,0 雯 上 去 《4.4. 40) 
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对 该 问题 ,其 强 解 有 如 下 定理 。 

定理 4.4.21 车 PCD) 是 双 曲 型 算 子 ,fEL*(0), 则 Cauchy 问题 (4. 4. 40) 存 在 强 解 。 

证 由 于 空间 CF (0) 是 1*(0) 的 稠密 子 空间 ,因此 存在 C~(0) 中 的 函数 序列 {和 使 得 
由 一 (LO2))。 而 由 定理 4. 4. 19 知 ,存在 wu EC” (人) 使 得 Cauchy 问题 

P(D)uw =%, xzE0 
人 xEI OLkEm 
得 以 满足 ,并 且 对 任何 正 整 数 j 和 k, 有 D:Diu, EL?(0)。 因 此 ,wu 一 us 是 满足 
P(D) (uw —w) =$—h, x€EN 
{er —w(x,0)]=0, xxean,0 坟 上坟 mn 

的 惟一 解 。 根 据 定理 4. 4. 18 的 证 明 , 存 在 常数 C, 使 得 | ww 一 内 上 委 C 1 而 一 由 上 一 0 一 
se。 说 明 {u } 为 一 Cauchy 序列 ,因此 存在 函数 wE 1L* (0) 使 得 {wu}->u,P(D)u, 一 f(L: (0))。 
这 说 明 wu 是 Cauchy 问题 (4. 4. 40) 的 一 个 强 解 。 证 毕 。 

为 了 进一步 的 讨论 ,下 面 介 绍 两 个 引 理 。 

引 理 5 车 PCD) 是 双 曲 型 算 子 ,gECF C0), 则 存在 YC(R"*') 的 函数 v,w, 使 得 在 1=0 附 
近 v=0, 而 在 t=6b 附 近 w=0, 并 且 P(D)v=P(D)w=g。 

证 对 任意 给 定 的 函数 gE€C7 (0) ,由 C7 (0) 空 间 中 的 元 素性 质 知 ,函数 g 的 紧 支 集 在 
0 内 。 因 此 ,存在 9>0, 使 得 对 0<*< 有 & 一 0。 再 由 定理 4.4. 19 知 , 存 在 函数 vE 9, 使 得 

P(D)v = f(x,2), xEn0,6 一 上 一 
Se =0, XE OSLkEm 

下 面 将 证 明 式 (4.4. 41) 中 所 获得 的 函数 v 可 延 拓 成 所 要 的 函数 。 延 拓 函 数 v 的 方法 是 ， 
定义 v(x't) 在 0 一 :<<$ 中 等 于 零 。 另 外 ,根据 双 曲 型 算 子 的 定义 , 算 子 P(D) 中 的 Dy 的 系数 
不 等 于 零 ,而 函数 值 g(x,6) 二 0, 因 此 :=6 时 ,Drg (x,6) 二 0。 在 式 (4.4. 41) 中 的 第 一 个 等 式 
两 边关 于 1 求 微分 。 由 于 对 每 个 k, 当 t=6 时 Dt g(x,6) =0, 因 此 Div(x,6) 二 0, 从 而 该 函数 
vE 在 t=0 附近 为 0。 

同 理 , 可 以 证 明 本 引 理 中 的 函数 ww 的 存在 性 。 证 毕 。 

引 理 6 车 P(D) 是 双 曲 型 算 子 , 则 Cauchy 问题 (4. 4. 40) 的 弱 解 惟一 。 

证 ”该 引 理 的 证 明 可 以 转化 为 证 明 下 述 事实 : 若 存在 函数 EL*(0) 使 得 


(4.4.41) 


(usP(D)9) =0， ypE€ECFN) (4.4.42) 
1， 
则 在 2 中 x 二 0。 为 证 此 式 , 设 函 数 y(x)E Ci(R") 满 足 % (x) 一 0 世纪 而 西数 


0<t<b 
t<—1/2 
实数 ,w 是 引 理 5 所 获得 的 函数 .显然 ,这 样 定义 的 函数 ps € CF (0), 而 且 在 区 域 4 中 


co 
PCD)pr = p15 DwPey CR 
2 ! 


1， 
P (41) E CY(R) 满足 p(1) 一 。 令 函数 Pr Cr,2) = w(x,2)p(Dy(x/R),R 为 正 


式 中 ,P%”(D)=DED?P(6)|1;-p。 再 由 于 DeyCxr/R) = 局 Diy(6)1s-wa ,可 得 


IPD (gem—w ll SNA— x/R)PDwI 十 


Pr (Dw 


max max | Dip(x) | (4.4.43) 
< CIR 
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式 中 ,| 。 是 范 数 。 由 于 gE€C3(0),P(D) w= g, 因 此 ,对 任意 给 定 的 。 盖 0, 存 在 足够 
大 的 及 ,使 得 


。 ie 
(人 站， PD pard) ”一 < (4.4.44) 
0 sl>R 4 
并 且 使 得 
IP** (Dw) _e 
max max | Diy(x) | bp RT" < (4.4.45) 


从 式 (4.4. 44) 和 式 (4.4.45) 可 知 , 式 (4. 4. 43) 左 边 在 RR 足够 大 时 小 于 任意 给 定 的 e。 另 一 方 
面 ,由 于 当 |xj<R 时 ,J(x/R)=1, 因 此 在 R 足够 大 时 , 式 (4.4.43) 左 边 小 于 任意 给 定 的 e, 即 
POD) (gr 一 w) <e。 所 以 JimP(D) (qr) 二 P(D)w=g。 对 任意 R>0 和 满足 式 (4. 4. 39) 
的 函数 ww, 有 
(usP(D)gr) =0, 9E CF (N) 
对 此 式 两 边 取 极限 可 得 (u,9) =0, 因 此 存在 C?(0) 中 的 收敛 子 列 {u,), 它 的 极限 是 函数 u。 
而 从 上 式 可 以 看 出 , | w 上 =0, 因 此 wu1 =0。 证 毕 。 
定理 4.4.22 若 Cauchy 问题 (4.4. 40) 中 的 P(D) 是 双 曲 型 算 子 , 则 它 的 每 一 个 弱 解 都 是 
一 个 强 解 。 
证 设 v 为 Cauchy 问题 (4.4.40) 的 一 个 弱 解 。 而 由 定理 4. 4. 21 知 , 该 问题 还 存在 一 个 
强 解 w, 而 且 强 解 也 是 一 个 弱 解 。 又 由 引 理 6 知 ,问题 (4. 4. 40) 的 弱 解 惟一 ,因此 =w。 证 毕 。 
关于 非 齐 次 初 值 条 件 的 Cauchy 问题 
P(D)u = Cr,o， xER',0<i<b 
(ee =g(x), xER'0<khSm 
的 强 解 ,可 以 参照 该 问题 的 弱 解 的 讨论 得 到 如 下 定理 。 
定理 4. 4.23 ”对 双 曲 型 算 子 PCD) 和 任意 ,gi ,8:，…,g。E ,Cauchy 问题 (4. 4. 46) 存 
在 强 解 w€ 9。 


(4.4.46) 


.4.5 线性 算 子 半 群 理论 及 其 应 用 


本 节 介绍 Banach 空间 上 的 连续 线性 算 子 半 群 理论 的 基本 概念 ,以 及 以 线性 发 展 方程 和 非 
线性 参数 控制 系统 的 状态 方程 为 例 ,介绍 C, 半 群 在 偏 微 分 方程 理论 中 的 应 用 。 


4.5.1 Co 半 群 理论 


首先 给 出 C。 半 群 的 定义 。 

定义 4.5.1 记 Banach 空间 多 上 映射 到 自身 的 一 族 有 界线 性 算 子 为 {T(1) 1 之 0} ,如 果 
它 满足 

(1) T(0)= 了 ,为 恒 等 映 射 ; 

(2) TCD)TCD) 一 TCD Y s,t>0; 

(3) YzE 允 ,映射 一 T(D)z 在 为 连续 映射 
则 称 {T(2) 1 和 0} 为 一 个 C。 半 群 或 强 连 续 性 算 子 半 群 。 

考虑 下 列 线性 常 微分 方程 的 解 : 
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人 (4.5.1) 
u(0) = uo 
式 中 ,4 和 zx 是 常数 。 由 常 微分 方程 理论 知 ,如 果 F(z) 是 [0, 十 c") 上 的 连续 函数 , 则 式 
(4. 5. 1) 的 常 微分 方程 的 解 为 
au(D) = eu 十 | eo fdr (4.5.2) 


该 公式 中 的 e* 作 为 映 [0, 十 2) 上 的 连续 函数 空间 到 自身 的 Cs 半 群 。 因 此 , 式 (4. 5. 1) 的 常 微 
分 方程 的 解 是 式 (4. 5. 1) 中 的 初 值 条 件 w。 和 函数 /(1) 的 映像 之 和 。 
那么 ,对 一 般 的 Banach 空间 上 的 线性 算 子 A 产生 的 算 子 方程 


dult) _ 
| 一 Au(i) 十 7 


zw(0) = zu ED 

其 解 能 否 用 一 个 C。 半 群 {T(z)1: 宇 0) 像 式 (4. 5. 2) 那 样 表示 出 来 呢 ? 下 面 来 回答 这 个 问题 。 
定义 4.5.2 设 {T(t)1: 过 0} 为 Banach 空间 马上 的 一 个 C, 半 群 ,如 果 存 在 Banach 空间 
多 的 一 个 子 集合 DD 以 及 D 上 的 线性 算 子 A ,使 得 YzE D,Az= limt-:(T(GD) 一 Dz, 则 称 算 子 


人 4 为 {TC(2)14 生 0} 的 无 穷 小 生成 元 ,简称 生成 元 。D 一 (rE 3|limi™'(T(4) 一 Dx) 称 为 A 的 定 
义 域 


(1) 


引 理 1 设 {T(4) | 之 0) 为 Banach 空间 多 上 的 一 个 C, 半 群 , 则 存在 常数 M 之 0 使 得 
vi>0 

TW < Me™ (4.5.3) 
式 中 ,w=In M。 

证 按照 定义 4.5.1,YxE 匈 ,{ T(t) x 中 ,0<t<1) 为 有 界 集 。 因 此 ,由 共 鸭 定理 可 以 
导出 :存在 M= sup TC | <oo。 为 证 明 V >0, | TC) 有 界 性 , 记 4=[] 十 {} ,其 中 [如 
为 :的 整数 部 分 ,{1) = 一 [1:]E [50,1) 为 1 的 小 数 部 分 。 由 {T(t)1: 宇 0} 的 性 质 知 

1 To 1 = 中 TCD CTOWDION < TAD 。 ITGD) 1 < Me 
其 中 ,w=In M。 

由 引 理 1 可 以 证 明 如 下 定理 。 

定理 4.5.1 若 {T(4)1: 之 0) 是 Banach 空间 名 的 C, 半 群 , 则 其 无 穷 小 生成 元 A 是 Banach 
空间 多 上 的 线性 稠 定 闭 算 子 , 且 对 zED 有 

BT(Wz = ATOz = TWA (4.5.4) 
其 中 ,d(TCOz)/d 一 limA- CTCG 二 和 一 TCD))z。 
证 由 于 T(4) 为 线性 映射 ,因此 A 显然 是 线性 的 。 下 面 证 明 A 是 稠 定 的 , 即 证 明 Vze 多 


存在 口中 的 收 生子 列 以 = 为 极限 .为 此 , 记 x, 二 | TCDzde, 式 中 | T(ozdr 为 Boehner 积 
分 .由 C, 半 群 的 定义 知 ,T(Dz, = 和 如"| T( 十 Dzdt, 因 此 ,将 Tryzi 与 相 减 后 除 以 r 得 


二 TCDm 一 mm) = T+) Td = 
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了 i _ 
去 | Tza— 直 | Todt = 


| Tzar 一 二 | rzd 
三 ]。 万。 


当 r 一 0 时 ,有 


让 1 1 
直 六 roozd 一 站 [rozd HTH) 2] 


按照 定义 4. 5.2, 上 式 说 明 x ED。 而 当 h->01 时 ,zt 一 T(0)z=z, 故 DD 在 多 中 稠密 。 
接 下 来 证 明 式 (4. 5.4) 成 立 。 设 zxE D, 因 此 在 * 一 0* 时 有 [TCD)T(DOz 一 T(D)z] 一 
SITOITOG)z—zJ TD)Az,R T(rED, EA limh [T(t+h) zr- T(r]=T() Ar= 


AT(z)r。 此 式 说 明 (4.5.4) 对 右 导数 成 立 。 
为 了 完成 式 (4. 5. 4) 的 证 明 , 还 需要 证 明 左 导数 , 即 limh™!' [T(t 十 h)zr 一 T(t)z]= 


T(4)Azr 一 AT(1)z 成 立 。 注意 到 Ye>>0 有 
er[T(D)z 一 TG 一 9z] 一 TCD)Az = Te {T(e)zr— rz]— Ar+Ar— Te)Ar} 
利用 范 数 的 三 角 不 等 式 可 得 到 
1 [TCDOz 一 TG 一 ez 一 TOAz 1 秋 1TG 一 ee:LTCOz 一 z 一 Ar 1 十 
1 Arz 一 TGe)Az | ) 
又 由 引 理 1 可 以 导出 Ye,0<e<1, ‖ T(t 一 e) 上 为 有 界 函数 。 因 此 , 当 e->0 时 上 式 右 端 收 伍 到 
0, 故 lim en[TCDz 一 T(t 一 e)z] = T(D)Ar。 因此 得 到 式 (4.5.4) 。 


最 后 证 明 A 是 闭 算 子 。 若 x, ED, 目 x, 一 x,y 二 Az, 一 y, 则 


lim ETO)z— zx] =lim limt- [TCD)z, 一 z,] = 
cy 


or 


lim lim TCDAz,dr = 
。 


or 
im T(Dydr=y 
ot do 


因而 zED 且 Az 二 y。 这 说 明 A 为 闭 算 子 。 证 毕 。 
以 下 讨论 Hille-Yosida 定理 。 首 先 证 明 下 面 引 理 。 
引 理 2 设 A 是 C。 半 群 {T(2) 1 大 0} 的 生成 元 , 则 对 ReM>w, 有 预 解 式 


= 
RA = eT (4.5.5) 
其 中 ,w 由 引 理 1 确定 。 
证 该 引 理 等 价 于 在 多 上 
1= 0 -Ah) erTOa (4.5.6) 
以 及 在 D 上 
[eT Waa —A)=I (4.5.7) 


由 于 YrE 有 3, 当 ss 一 07 时 
TWD erT zd = eT) — T(Jzdr = 
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A 
= erazd :eTwWzrd— 
ly Pah 


2 Tad—z 
即 式 (4, 5.6) 成 立 。 而 当 xED 时 ,由 式 (4.5.4) 有 
人 rohrd = er §T zd = 
， | 


TWz| + rT) zd = 


一 工 + e TCDzdt 


故 式 (4, 5.7) 成 立 。 综 上 所 述 , 引 理 证 毕 。 
由 引 理 2 知 , 当 ReX>>w 时 ,(X1 一 A)-* 有 界 且 为 线性 算 子 ,并 且 从 式 (4. 5. 3) 和 式 (4. 5. 5) 

可 导出 
IRO TN < eMerd = 


更 进一步 ,注意 到 对 任意 zE 儿 有 
Dr 四 Le 
-mxz = F(R) -A st) eT zd 
因此 ,由 式 (4. 5. 3) 得 


二 M [YR 一 M 
loa < med = Ry (4.5.8) 


定理 4. 5.2 线性 稠 定 闭 算 子 A 是 某 个 C。 半 群 {T(z) 1 汪 0} 的 无 穷 小 生成 元 , 当 且 仅 当 
存在 常数 w, 使 得 (w, 十 co)Ep(A), 且 当 ReX>>w 时 ,对 任意 整数 n, 式 (4. 5.8) 成 立 。 其 中 
P(A) 表 示 A 的 预 解 集 。 

证 必要 条 件 可 以 直接 由 引 理 2 和 式 (4. 5. 8) 导 出 , 现 证 明 充 分 性 。 对 p>w, 令 As = 
BLBI1 一 A)"'A, 因 此 当 zED 时 ,Apr 一 Az=(B(BI 一 A)-! 一 了 Azr。 但 对 任意 y€ D, 当 B* 十 oo 
时 ,RBI 一 A)"'y 一 ly = 上 (BI 一 A)"'Ay 上 Pr' Ay 上 一 0。 又 因 品 在 多 中 称 定 , 且 
1BBI 一 A)"' 一 I<2。 故 当 B>oo 时 , ‖ BCBI 一 A)-! 一 1 一 0, 即 VzED, 有 

lim hur = Ar (4.5.9) 
显然 ,由 于 ‖ 4, ‖| 委 28, 对 固定 的 8>>0,As 为 有 界线 性 算 子 , 于 是 可 以 定义 C, 半 群 Ti(t) 一 


3 全 全， 由 式 (4. 5. 9) 成 立 知 


Me 
Ra 


1 TooD1 = eve | <es5 EP pAl™ 
ea (B21)" 
Te Be < Mop: | (4.5.10) 


故 知 对 任意 zED, 当 +E [0,q] 时 ,Ty(z) 一 致 有 界 , 且 Ya,p>0 存在 常数 Mi 二 0 使 得 
TDz— Tz = | 站 ever = ;|< 


es 一 Aeroezlld < 
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[le em Azlds< 
Mi | (As—A.)zl 
而 Apr 强 收敛 到 A( 由 式 (4. 5. 10) 给 出 ), 因 此 Ti(2) 在 4E [0,a ] 上 一 致 强 收敛 (e 为 任意 正 整 
数 ) ,并 记 其 极限 为 T(z) 。 
现在 证 明 {T(z) |: 志 0} 是 C, 半 群 。 事实 上 ,T(t) 是 线性 算 子 。 又 由 于 Te(t) 为 Cu 半 群 中 
的 元 ,因此 T(0) 一 lim Te(0) 一 I。 又 由 于 在 的 任何 有 穷 区 间 上 , Tz(2 一 臻 强 收敛 于 T(t)z， 


而 且 Yio 之 0 有 
1 TCDoz 一 To)zl SI TCDz 一 TCDOzll 十 上 To 一 TeGo)zll 十 
| Tate) — To)zl 


由 Ts 的 收敛 性 知 ,Ye 二 0, 可 以 取得 B, 使 TC(2)z 一 Ts(2D)z| < 1 To) 一 To)z1 < 


襄 , 而 T5(t) 为 强 连 续 算 子 , 对 固定 的 ,可 以 取得 1: 一 t,|<e, 使 得 上 Ta(2)zx 一 Talto)z | <ie. 


综 上 可 知 {T(1) 1 之 0} 是 强 连 续 的 。 
最 后 证 明 A 是 {T(z) | 之 0} 的 生成 元 。 设 广 是 {T(z) 1z 过 0} 的 生成 元 ,由 于 对 任意 zxE 儿 


有 CT) 一 Dz = 让 是 TsCDAsrdr, 由 以 上 证 明 , 在 1€ [0,:] 上 ,Ti(1)Az 一 致 强 收 人 


到 T(D)Az ,因此 当 有 -co 时 ,有 (CT(9z 一 z) 一 | TCDAzdi。 再 让 s 一 0* 可 得 上 式 的 极 
限 为 Ar, 这 表明 当 z E D 时 , 即 有 xz E€ D(A) = {A 的 定义 域 }, 且 Ar = Ar, 故 对 任何 
Rea > w, (AI—A)D(A) = 1—A)D= 2, 从 而 DGD = (41 一 A)-29CD, 推 出 D(A) = D。 
证 毕 。 

定理 4. 5. 2 实际 上 给 出 了 算 子 方程 


怪 = Au(D) + f(D) a 
u(0)=w ED 
的 解 。 

定理 4.5.3 设 A 为 满足 定理 4.5.1 中 的 所 有 条 件 的 线性 闭 算 子 ,{T(z)1: 宇 0} 是 以 A 为 
生成 元 的 Co 半 群 ,D 为 A 的 定义 域 , 若 fE ([0,cc),2) ,uo ED, 则 问题 (4. 5.6) 在 C([0,co)， 


DD) 几 C'([0,co), 久 ) 中 存在 惟一 解 
uD = Tw + TG- fds (4.5.12) 
证 首先 证 明 惟 一 性 。 设 u(t) 是 方程 (4. 5. 11) 的 任意 解 , 则 由 式 (4. 5. 1) 知 
TG Du =— Te— HAu) + TG—9 = Tf 


上 式 两 端 关于 s 在 [0, 悦 上 进行 积分 ,得 x(i) 一 T(t)w 一 『 T(t 一 s)f(s)ds, 即 式 (4.5.11) 的 
解 都 具有 (4. 5. 12) 的 形式 , 故 w(2) 存 在 必 惟 一 。 
为 了 证 明 w(2 的 存在 性 , 记 v(t) 二 TCs)w, 因 此 晤 人 一 Av,v(0) 一 ,现在 令 w(1) 一 
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| T( 一 9)F(s)dst 0, 则 w(t) E CC[0,co),2), 且 Aw(t) = lm {wits) = 二 


I TUFs—D fdr) = 2 一 /(), 即 w(1)E D。 由 于 式 (4. 5. 11) 是 线性 的 ,其 解 可 写成 
十 zw 的 形式 , 即 式 (4. 5. 省 证 毕 。 
4.5.2 在 发 展 方程 的 初始 问题 中 的 应 用 


下 面 介绍 半 群 理论 在 研究 描述 物理 现象 随时 间 演变 的 规律 的 发 展 方程 方面 的 应 用 ， 主 要 
介绍 二 阶 抛物 型 方程 和 二 阶 双 曲 型 方程 。 

1 二 阶 抛物 型 方程 

设 人 为 R" 中 的 有 界 区 域 ,具有 光滑 边界 ,L 为 式 (4. 4. 1) 定 义 的 严格 椭圆 型 偏 微 分 算 子 ， 


显然 好 十 为 抛物 型 算 子 。 以 下 讨论 其 初始 问 是 


发 = Lu+f(,n) es 
ul(0,x) = uo (x) 

定理 4.5.4 设 fEC'([0,00) ,L200)),wE H:() 几 H3(0), 则 存在 惟一 

u€ C'([0,00),H? (0) N Hi (0)) 

满足 方程 (4. 5. 13) 。 

证 为 了 使 用 定理 4. 5. 3 的 结果 ,只 要 证 明 工 是 某 个 C。 半 群 的 生成 元 。 事实 上 ,把 看 
成 L*(6) 上 的 线性 闭 算 子 ,其 定义 域 为 H*(Q) 几 H,'(Q)。 由 上 的 性 质 知 ,存在 a 之 0, 之 0， 
使 得 YuE HW)N Hi(Q), 有 

Re( 一 La) 过 ao ul in —B ul Ym (4.5.14) 

其 中 ,(。,，。) 为 L: (0) 中 的 内 积 。 从 式 (4. 5. 14) 知 , 当 Bp 入 时 ,Re (( 有 1 一 人) wx) 之 
ae ul 和 iww。 从 而 对 8>B > ,|(BI 一 Dul 汪 ww 宇 (Bp 一 B)? ul ++2(B—B)Re((BT —L)u, 
DD 十 上 (BI 一 Lu E>(p 一 ul, 即 BI 一 L 可 逆 且 B 属 L 的 预 解 集 ， 


且 1(B1 一 L) 中- 记 , 故 对 任意 正 整数 有 


la-0D I< 


1 
(5 一 5 
因此 由 定理 4. 5. 2 可 导出 :存在 C。 半 群 {T(1)1: 宇 0) , 它 以 L 为 生成 元 。 使 用 定理 4. 5. 3 即 
知 ,存在 惟一 的 xEC([0,ce) ,下 CO))m H;(0), 它 是 问题 (4. 5. 13) 的 解 。 证 毕 。 
2. 二 阶 双 曲 型 方程 
利用 定理 4. 5. 3 还 可 证 明 以 下 二 阶 双 曲 型 方程 的 混合 问题 的 解 的 存在 和 惟一 性 。 
多 Ou 


= Lu f(x,t) 


re 一 uo (x) (4.5.15) 


对 问题 (4. 5. 15) ,可 以 证 明 如 下 定理 。 
定理 4.5.5 车 fEC'([0,00) ,0)),wE HWN Hi(0),wE€ Hi(0), 则 存在 惟一 
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的 wxEC([0,co), 王 GO)m CC[0,o0) ,CQ)) 几 C*([0,o0),L(0)) 满 足 问题 (4. 5. 15) 。 
证 为 了 方便 , 记 
au u (ml ro 70 
== (0 = =) (2) 
因此 ,问题 (4. 5. 15) 可 写成 向 量 形式 


9 
~U=AU+F 
全 十 (4.5.16) 


UC0,x) = U(x) 
取 28=H3(Q)XL(R"),D=[Hi(0Q) 几 H;(0)]X Hi(Q)。 先 证 明 存在 民 使 得 p>>B 时 ， 
BE p(A), 即 方程 组 
Bu =v+fi, vfhie HN) 
亿 =Lut+f:, Vf:€ 1:(N) 
有 解 。 由 此 可 知 z 满足 jx 一 Lux 十 户 十 8 EL*(n)。 由 定理 4.5.3 的 证 明 过 程 知 ,存在 及 使 
得 8> 有 时 ,B:x=Lu 十 户 十 Bf 有 解 w€EW**(Q) 站 Hi(0)。 进 而 v=Bu 一 /1€ HGCO)。 
接 下 来 证 明 , 对 8>B 有 
BI — A <B—B),k = 1,2,. (4.5.17) 
记 Hilbert 空间 多 的 内 积 为 (u,v)s 二 (Lu,v) 十 如 (u,v), 并 取 满足 以 上 要 求 而 且 使 得 
《v,v)s 之 (v,v)( 由 式 (4. 5.14) 知 ,这 样 的 久 是 可 以 取 到 的 )。 对 这 样 选 取 的 常数 多, 有 
MB1—AUNS= BI—AUINS+B—B): Ul;+28—B)Re BI AU,U), 
(4.5.18) 
上 式 的 最 后 一 项 有 如 下 估计 :注意 到 
(BI—AUUs 一 (zx 十 wa)mto 十 (Ru 一 Luyu) = 
BLuvu) +PBiCuru) +B vu) +hR vv) 
故 由 Schwartz 不 等 式 和 (Lu,w) 十 BB (usw) 之 (usw) , 知 
Re(C(BI—AUU 3s Bu oo vl luls + lvl?) 
代入 式 (4.5. 18) 就 可 导出 (RI 一 A)U 5 宇 (Bp 一 B)* 上 UN。 因此 (81 一 A) 之 
(8 一 &) ,从 此 式 容易 证 明 式 (4. 5. 17)。 
综 上 可 知 ,存在 C。 半 群 {T(t) 1t 汪 0} 以 A 为 生成 元 ,再 利用 定理 4. 5. 3 即 可 证 明 结 论 。 
证 毕 。 
算 子 半 群 理论 及 其 应 用 的 内 容 十 分 丰富 ,以 上 只 是 简单 地 介绍 了 C， 半 群 理论 及 其 在 偏 微 
分 方程 中 的 应 用 ,而 且 主 要 介绍 了 算 子 半 群 理论 在 讨论 线性 偏 微分 方程 问题 尤其 是 发 展 方程 
问题 方面 的 应 用 。 实 际 上 , 算 子 半 群 理论 不 但 可 以 应 用 于 线性 偏 微 分 方程 问题 ,也 可 以 用 于 讨 
论 非 线性 偏 微分 方程 问题 ,对 这 方面 内 容 感 兴趣 的 读者 可 参阅 参考 文献 [4]。 下 面具 体 地 介绍 
一 个 应 用 算 子 半 群 方法 所 解决 的 实际 问题 。 
例 描述 核反应 堆 的 温度 控制 的 控制 问题 可 以 表示 为 
Qu 
9r |:=c 


ED » 
=“ 素 +Tz)， 0o<zs1 
(4.5.19) 
au 
9zr|z-1l 


= Ts(Du(t), = T(t) su 10 = us(7) 
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式 中 ,u(t,z) 为 核反应 堆 的 温度 分 布 ,T， 和 T: 是 冷却 设备 输入 的 冷却 剂 的 温度 ,而 T; 是 由 冷 
却 剂 的 流动 速度 所 决定 的 热 转换 系数 。 这 是 一 个 双 线性 分 布 参 数 系统 ,T, 在 这 里 作为 控制 参 
数 。 以 下 假设 Ti ,Ti ,Ts ,us(z) ,u(t) EL (0,1), 并 且 两 阶 导数 连续 。 通 过 变换 ww 二 wu 一 
《1 一 ZTCDau (2) 一 zxT;(z) ,可 以 将 问题 (4. 5.19) 化 为 齐 次 方程 问题 


a) TDmD] zx TD + Tz) 
at 9 


9w 
ar 

. ow : az -0 到 1 
定义 算 子 A 使 得 Aw = a37, 并 且 映 D(A) = 1wEL(0D:TE|,,, — 0 到 L (0,1), 邻 


ffl,7) = T(t,7)— (1—z) [TDu C0) — zT (0) 和 w(x) = u(x)— (1—z)T, (0)u (0) 
一 zT:(0) ,显然 A,f(1,z) ,uo(z) 满足 定理 4.5.4 的 条 件 ,因此 双 线 性 分 布 参数 系统 (4. 5. 19) 
存在 惟一 解 。 


=0, wl = u(rz)— (1—z)T, (0)u (0)— zrT,(0) 


a=0,l 


4.6 非 线性 偏 微分 方程 的 一 些 典型 解法 


工程 和 科学 研究 领域 遇 到 的 大 多 数 偏 微分 方程 实际 上 是 非 线性 偏 微分 方程 ,线性 偏 微分 
“方程 只 是 对 它 的 一 种 近似 。 本 节 介绍 求解 非 线性 偏 微分 方程 问题 ,特别 是 孤立 波 解 (孤立 子 ) 
的 几 种 常用 方法 :Backlund 变换 , Hirota 双 线 性 直接 法 ,Lax 对 和 反 散 射 方法 。 


4.6.1 KdV 方程 与 孤立 于 


对 孤立 子 的 研究 开始 于 1834 年 8 月 。 当 时 Russell 正在 观察 爱丁堡 狭 容 的 Glasgow 运 
河上 被 两 匹 马 拉 着 快速 前 进 的 船 , 它 发 现 船 忽然 停 下 来 后 ,被 船 所 带动 的 水 并 没有 停 下 来 , 它 
们 聚集 在 船 头 周围 激烈 扰动 ,然后 突然 以 较 大 的 速度 朝 前 运动 ,形成 轮廓 分 明 的 巨大 孤立 波 
峰 , 并 且 在 河道 中 一 直 保持 着 起 初 的 形状 行进 。 之 后 ,包括 Russell 在 内 的 多 位 科学 家 做 了 大 
量 的 实验 研究 ,终于 由 丹麦 数学 家 Korteweg 和 deVries 在 1894 年 总 结 出 描述 具有 孤立 波 现 
象 的 一 个 浅水 波 方程 

EE 
式 中 ,7 是 表面 相对 于 平衡 位 置 的 位 移 ,a 是 与 流体 的 运动 是 否 均匀 有 关 的 待定 常数 ,g 是 重力 
加 速度 ,T 是 表面 张力 ,o 是 密度 。 
” 这 个 方程 就 是 KdV 方程 的 原型 。 对 方程 (4. 6. 1) 作 变量 替换 


5 -ok de 


3 
则 方程 (4. 6. 1) 可 以 化 为 KdV 方程 
Wh — 6uus + us 一 0 (4. 6.2) 
后 来 ,这 样 的 方程 在 描述 其 他 领域 的 物理 现象 时 也 曾经 得 到 过 。 比如 ,在 对 无 碰撞 的 磁 流 
波 、 分 层 内 波 、 离 子 声波 、 等 离子 物理 、 晶 格 动力 学 等 的 研究 中 也 发 现 了 KdV 方程 。 
下 面 求解 KdV 方程 的 行 波 解 。 令 uw(z,1) 一 y(z 一 at) 一 y(&) (a 为 待定 常数 ) , 则 方程 
(4. 6. 2) 可 以 化 为 
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久 一 6%% 一 ayg 一 0 (4. 6.3) 
然后 在 上 式 两 边 作 关于 的 积分 后 得 
骨 一 3 好 一 吵 一 (4. 6.4) 
式 中 ,ci 为 积分 常数 。 式 (4. 6.4) 两 边 分 别 乘 以 几 后 再 关于 & 求 积分 得 
— SF—y + 二 = (4.6.5) 


式 中 ,ce 为 积分 常数 。 按 照 物 理 意义 ,一 般 要 求 内销, 多 一 0(6-~co), 因 此 cj 一 cs 一 0。 从 式 
《4. 6. 5) 可 以 推出 一 号 光一 上 十 去 凡 一 0, 即 多 Ca 十 29) 一 入 。 这 说 明 %6 有 极 值 %(6) 一 


一 a/2, 而 且 由 于 在 对 应 的 极 值 点 有 岁 一 ay 十 3 多 = 二 >0, 所 以 J 自 == 一 a/2 还 是 J) 的 极 
小 值 , 故 a 十 2J>0。 因 此 ,由 式 (4. 6.5) 可 以 得 到 


束 = wa 如 (4.6.6) 
求解 上 述 方程 可 以 得 到 如 下 的 孤立 波 解 (或 称 为 孤立 子 ) 
ux) = Gsech BB (zato] 


这 里 * 是 常数 , 波 速 ec 和 振幅 生成 比例 。 


从 孤立 波 解 (zx,t) 的 表达 式 可 以 看 出 ,KdV 方程 具有 多 个 孤立 波 解 ,每 一 个 孤立 波 解 只 
有 一 个 波峰 。 而 且 ,Zabusky 和 Kruskal 通过 数值 实验 发 现 两 个 孤立 波 的 相互 作用 类 似 于 粒 
子 的 弹性 碰撞 。 


4.6.2 Bicklund 变换 


人 们 后 来 发 现 有 很 多 方程 具有 孤立 波 解 ,并 发 展 出 了 很 多 行 之 有 效 的 方法 ,Bitklund 变 

换 法 就 是 其 中 的 一 种 。Bicklund 变换 是 Bicklund 在 1875 年 研究 负 常 曲率 曲面 时 引进 的 ,他 
发 现 sine-Gordon 方程 

um = sin (4.6.7) 


的 任何 两 个 解 w 和 uw 之 间 存在 关系 


其 (uw 一 w) = 24sin (加 芭 2)， 芒 人 a+w) = 4sin(234) 4.6.8) 


式 中 ,4 是 任意 常数 。 该 式 就 是 所 谓 的 Bicklund 变换 。 
利用 式 (4. 6. 8) 的 Bicklund 变换 ,只 要 已 知 sine-Gordon 方程 的 一 个 解 ,通过 求解 方程 组 * 
(4. 6. 8) 就 可 得 到 其 另 一 个 解 。 例 如 , 当 取 zw 一 0, 式 (4.6.8) 化 为 


蜗 = 24sin( 扫 )， 及 = sin( 坚 ) (4.6.9) 
因此 ,可 以 直接 得 到 sine-Gordon 方程 的 一 个 孤立 波 解 
过 二 4aretan| exp (+ 37+°)] (4.6.10) 


式 中 ,c 为 积分 常数 。 
实际 上 ,利用 Backlund 变换 不 但 能 够 得 到 sine-Gordon 方程 的 解 ,而 且 Bianchi 还 发 现 ， 
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经 过 两 次 Bicklund 变换 后 得 到 的 解 之 间 存 在 函数 关系 ( 称 为 非 线 性 又 加 原理 ): 令 zx 和 ze 分 
别 为 sine-Gordon 方程 的 已 知 解 we 经 过 参数 和 4, 变换 后 的 解 ,us 是 wu 经 过 参数 hs 变换 
后 的 解 ,us 是 us 经 过 参数 和 变换 后 的 解 , 则 当 取 适当 的 参数 时 ,可 以 使 wz =u ( 称 为 可 换 性 
原理 ) ,而 由 式 (4. 6. 8) 可 得 

总 一) = 2lsin( 衬 于 思 ) 


如 (ns 二 wm) = 如 sin( 虹 了 ) 
了 (4.6.11) 


a EE 
订 (9 一 wo) = 20sin( 皇 二 笃 ) 


_ 2 /uu 
Er 十 xz) 一 Nsin( ) 


因此 ,从 上 面 式 子 中 消去 带 导数 部 分 得 到 ( 略 去 细节 ) 
zz 一同。 in a ON [od 
man (和)= en( 7) 
这 样 就 得 到 了 从 已 知 解 求 sine-Gordon 方程 的 其 他 解 的 显 式 表示 
sw = harctan [外 二 乱 tan (时 生 )]+ ww (4.6. 12) 
由 此 可 以 直接 求 得 sine-Gordon 方程 的 多 个 孤立 波 解 。 例 如 , 当 取 u。 一 0, 由 式 (4.6.10) 
可 以 得 到 sine-Gordon 方程 的 两 个 孤立 波 解 
wm = daretan[exp (s+ 37)], we = 4aretan[ exp (Xa¢+ 站 让] .6.13) 


将 式 (4, 6. 13) 代 人 式 (4. 6. 12) 得 到 sine-Gordon 方程 的 另 一 个 孤立 波 解 


入 +Xasinh (于 于 ) 
aa = 4arctan | 办 
力 一 icosh( 翌 子 衬 ) 


(4.6.14) 


式 中 ,vi 一 入 秆 生 加 如 二 4 十 宛 如 
1 ae 


上 述 内 容 是 关于 sine-Gordon 方程 的 Backlund 变换 、 可 换 性 原理 和 非 线性 盈 加 原理 。 
Wahlquist 和 Estabrook 在 1973 年 发 现 KdV 方程 也 具有 Bicklund 变换 、 可 换 性 原理 和 非 线 
性 得 加 原理 。 事 实 上 ,可 以 通过 函数 变换 ww 二 | uC 侣 dé 将 式 (4. 6.2) 的 KdV 方程 化 成 以 下 

“方程 
Ww — 3w + wo =0 (4.6.15) 
而 该 方程 的 任意 两 个 解 zw ,w; 满足 
= wo Cw wo ) 
(4.6.16) 
Wh 一 一 toe + (Wo — th ) Wwoss 一 za) 一 2(0zl 十 toonrol + wi,) 


车 记 (4. 6. 16) 中 解 w 经 过 参数 和。 变换 后 的 解 为 ww 和 w, ,它们 再 经 过 参数 4 和 变 
换 后 的 解 分 别 为 ws 和 rw , 则 当 取 适当 的 入 和 ) 参数 时 ,可 以 使 wz 一 zs ( 即 可 换 性 原理 )， 
并 且 有 非 线性 登 加 原理 
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全 六 
wi — ws 


因而 从 zx 一 0 即 zw 一 0 出 发 ,可 以 通过 式 (4. 6. 16) 和 (4. 6. 17) 得 到 KdV 的 孤立 波 解 
(zi 一 AN sechz 度 (z -a0], ua (x14) 一 一 2 cschz 时 (z- a0 ] 


这 里 ,0。 而 通过 式 (4. 6. 17) 可 以 得 到 
Qs — A1) Nsech’w — hacsch’ w) (4.6. 18) 
Vitanhw — Vtanh mw 


式 中 心 二 /cup 度 (并 一 2hz 1)。 


一 般 来 说 ,对 于 偏 微分 方程 
FF(uvauvasvuevuuvue) 一 0 (4.6. 19) 


Wi (4.6.17) 


az 一 


的 解 w, 如 果 方 程 组 

ee = Ce 

Qu ss se se ees UUs Ve Ve Vs) = 
关于 vv 完 全 可 积 并 且 v 满足 一 个 偏 微分 方程 

Gv verde ve) = 0 (4.6.21) 
则 式 (4.6, 20) 定 义 了 方程 (4. 6. 19) 到 方程 (4. 6. 21) 的 Bicklund 变换 。 特 别 地 , 当 方 程 
(4. 6. 19) 和 方程 (4. 6. 21) 相 同时 ,相应 的 Bicklund 变换 称 为 自 Bicklund 变换 ,有 时 也 简称 为 
Bicklund 变换 。 式 (4. 6. 8) 和 式 (4. 6.16) 都 是 自 Bicklund 变换 。 可 以 证 明 ,变换 
wd de 

是 Burgers 方程 uw 十 uu, 一 au, 到 热传导 方程 v, 二 av 的 Backlund 变换 。 
4.6.3 Hirota 双 线 性 直接 法 


Hirota 给 出 了 一 种 寻求 KdV 方程 (4. 6. 2) 的 显 式 解 的 方法 。 他 通过 变换 u(x,1) 一 
2(ln v)。 将 KdV 方程 (4. 6.2) 化 成 


ua v9v ,ov 4 v9y 
gzgotf Atar 4 4 ara 


然后 利用 算 子 D: 和 DY 将 式 (4. 6. 22) 化 成 方程 
(D: 十 D.D)(o .uv =0 (4.6.23) 
式 中 的 算 子 D. 和 D, 称 为 Hirota 双 线 性 算 子 ,其 定义 为 


D:Dr(g。 几 三 (位 二 EA 关 ) srg’) fe, 
在 方程 (4. 6. 23) 中 , 令 解 v 有 如 下 形式 
am 一 1 十 Ders = 


1 


其 中 ,e 为 一 变量 。 将 其 代入 (4. 6. 23) 后 e 的 系数 分 别 为 


+3( 名 3) = =0 (4.6.22) 
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4D0 2D0) 
zz 一 
aaa LDLDDyGm am) 
ne (4. 6. 24) 
ke 2 二 3) RN 
+ = (D: + DD) GY » 30) 


容易 看 出 式 (4. 6. 24) 中 的 第 一 个 等 式 有 如 下 形式 的 解 
VV (Zt) = expb (x ,1) (4.6.25) 

其 中 ,9.(z,1) 一 包工 一 局 t 十 01, 而 和 ,0 为 常数 。 对 其 他 任意 常数 ,02, 令 (zt) 一 
kz 一 咎 十 02, 则 0 中 (zst) 二 exp0, 十 expb 也 满足 式 (4. 6. 24) 中 的 第 一 个 等 式 。 将 其 代入 式 
(4.6.24) 中 的 第 二 个 等 式 可 以 求 得 

5 (zwD) = (所 和 
另外 ,注意 到 式 (4. 6. 24) 中 的 第 三 个 及 其 以 后 各 等 式 显然 具有 零 解 , 即 对 于 n 宇 3, 可 以 取 
v(x,t) 二 0。 因 此 当 取 e=1 时 有 


2 
) exp(b + 6) 


2 
v9 =1+ era 一 1 十 expb 十 expb + Aizexp(0, + 0) 


其 中 ,Ai 一 (外 下 起 ) 。 该 式 表示 了 KdV 方程 的 两 孤立 子 的 解 。 将 以 上 过 程 继续 进行 下 去 ， 
可 以 求 得 KdV 方程 (4. 6. 2) 的 更 多 孤立 子 的 解 。 

从 以 上 的 示例 中 可 以 看 出 ,Hirota 双 线 性 直接 法 的 特点 是 将 非 线性 方程 的 求解 转换 为 对 
线性 方程 来 求解 。 但 是 将 一 个 非 线性 方程 化 成 双 线 性 形式 没有 特别 简单 的 方法 ,需要 针对 具 
体 方程 具体 处 理 。 如 果 只 是 为 了 求 多 孤立 波 解 , 那 么 可 以 先 假设 方程 是 双 线性 的 , 即 有 诸如 
v= 1+ 六 im 的 形式 ,然后 代入 方程 确定 ”的 具体 形式 .更 具体 的 说 , 先 求 和 到 1, 再 令 


za = exp(hz 一 wt) 并 求 出 & 和 w 的 色散 关系 ,需要 注意 的 是 , N 孤立 波 解 中 的 任 一 孤立 波 都 
满足 这 一 色散 关系 。 

Hirota 双 线 性 直接 法 也 不 仅仅 对 KdV 方程 有 效 ,下 面 利用 Hirota 双 线性 形式 导出 
Cole-Hopf 变 换 ,将 Burgers 方程 变换 成 线性 的 热传导 方程 。 对 于 Burgers 方程 


WW 二 24r 一 Ur 一 0 (4. 6.26) 
在 其 中 令 u= 韦 有 
v(D,—Di)(g*v) =—2D,(g*v)—D(v.v) (4. 6.27) 
假设 等 式 两 边 都 等 于 0, 则 有 
(D, 一 D:) (g。v) = 0， Di(v.»v) =—2D,(g.v) (4.6.28) 


可 以 看 出 g= 一 v, 是 式 (4. 6. 28) 的 解 。 将 其 代入 方程 (4. 6. 26) 可 得 
(D, 一 Di) (wu =2D.-((uw 一 zc)。u) 
从 上 式 可 以 看 出 ,如 果 v 是 热传导 方程 0 一 v., = 的 解 且 g 二 一 v, 则 式 (4. 6.28) 成 立 ,因此 


名 


4 二 一 二 使 得 Burgers 方程 成 立 。 
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4.6.4 Lax 对 和 反 和 散射 方法 


以 下 将 以 KdV 方程 作为 例子 ,介绍 求解 非 线性 偏 微分 方程 较 普遍 适用 的 反 散 射 方法 。 这 
种 方法 是 1967 年 ,Gardner,Greene,Kruskal 和 Miura 在 研究 KdV 方程 (4. 6.2) 时 引进 的 ,他 
们 发 现 初 值 问题 和 一 维 线性 Schr6dinger 问题 有 密切 联系 。 对 于 非 线性 发 展 方程 


Qu a 
i K(u(z,2t)) (4.0.29) 


车 存在 与 方程 (4. 6. 29) 的 解 x(z,t) 有 关 的 自 共 思 线 性 算 子 L 和 一 般 线性 算 子 M ,使 得 特征 值 
问题 ( 称 为 正 散射 问题 ) 
LU(z,D 一 A9%(zD (4.6.30) 
的 解 满足 少 一 MY, 并 且 方 程 (4. 6. 29) 与 
L'=[M,L]=ML-IM (4.6.31) 
等 价 ( 其 中 [LM,L] 称 为 交换 子 ; 算 子 L 和 IM 称 为 Lax 对 ), 则 可 以 按照 以 下 步骤 求解 方程 
(4. 6. 29): 
1) 求 正 散射 间 题 的 特征 值 特征 向 量 ( 称 为 散射 数据 ); 
2) 在 |z| 一 十 ce 的 渐进 状态 下 确定 散射 数据 随时 间 : 的 演化 规律 ; 
3) 根据 所 确定 的 散射 数据 随时 间 的 演化 规律 ,求解 反 散射 问题 ,从 而 获得 方程 (4. 6. 29) 
的 解 w(x,1)。 
上 述 方法 就 是 求解 非 线性 方程 的 反 散射 方 法 。 现 以 KdV 方程 为 例 具体 说 明 该 方法 。 
对 KdV 方程 ,可 以 取 工 = 一 十 u,M 二 一 43; 十 6u9 十 3u,。 显 然 [L,M] 三 LM 一 ML= 
一 6uus 一 wu,L, 一 ww, 因此 ,KdV 方程 (4. 6. 2) 等 价 于 了 ,=[L,M],KdV 方程 可 以 由 反 散 射 方 
法 求解 。 1 
人 (4.6.32) 
b=— 4prrr + 6ups 十 3usy 
就 是 KdV 方程 的 Lax 对 。 
为 了 求解 KdV 方程 (4. 6. 2) ,按照 上 述 步 又 先 求解 KdV 方程 (4. 6.2) 的 谱 问 题 
pb — (u—My=0 (4.6. 33) 


按照 第 4. 6. 3 节 的 原理 ,在 上 县 | x(z) | dr < 吕 的 假设 下 ,特征 问题 (4.6.33) 有 解 ,并 且 特 征 
问题 (4. 6. 33) 的 谱 有 离散 和 连续 值 两 种 。 以 下 分 别针 对 这 两 种 情况 进行 讨论 。 
(1) 离散 谱 的 情形 :A=4, = 一 k,? 
令 对 应 于 离散 谱 k, 的 特征 函数 的 渐进 状态 为 
rk) 一 co(t)exp( 一 人 工 ), 工 一 十 co 
PTsks) ~ ct)exp(ksr),r -一 co 
其 中 函数 满足 归 一 化 条 件 六 wpdz = 1,c,(1) 称 为 归 一 化 系数 。 分 别 关于 zx 和 + 对 方程 
(4. 6. 33) 求 微分 得 到 
prs 一 zu 十 (一 az 办 一 0 
pnt Hu) y+ w=0 
定义 函数 RC(z,t)== 风 十 wy 一 2(4 十 2) 和 W(R,)= 二 Ry, 一 R,y, 则 利用 式 (4.6. 33) 可 得 
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WR,D = (8 — Zp — 4 ) — usd — hp) 一 
Gp, — Mi — Mp + 8) + BZu + 4) Cusp — MW + wf:) = 


PN tt Gus — tas) = A (4.6. 34) 

将 式 中 的 替换 为 y, 以 及 4 替换 为 4,, 并 关于 工 积分 得 到 
[WR — HR T=- gdz (4.6. 35) 
而 在 渐进 状态 |z| 一 oo 下 ,,R, 一 0, 因 此 , 为 与 时 间 t 无 关 的 常数 ,每 一 个 离散 谱 &: 都 由 初 


始 条 件 决定 。 

另外 ,通过 将 (4. 6. 35) 关 于 z 积分 ,可 以 得 到 : 当 |z| 一 oo 时 ,W(R,,) 二 pwR, 一 稍 Rw 为 
与 x 无关 的 函数 。 再 一 次 注意 到 峭 一 0,R, 一 0(|z|~co) 可 知 

WR,b) = RhRe =0, lrl~™” (4.6.36) 
上 式 两 边关 于 z 积分 可 得 
R. = do(t 内 
式 中 ,d,(1) 为 与 na,t 有 关 的 积分 常数 。 对 该 式 两 边 同 乘 以 类 ,并 且 考 虚 到 方程 (4. 6. 33) 得 
dr: 一 内 (加 + ua, — Zp + Ak ) = 


E+ Cs — 28. + 4k2g), 
上 式 关于 积分 得 到 


d(| wdz) 


dt 

注意 到 | 光 dz = 1, 因此 ,可 以 得 到 对 每 一 个 ”和 所 有 的 1:d, 一 0。 所 以 
R, = 加 十 xb 一 2(x 一 2 好 ) =0 (4.6.37) 
而 当下 十 eo 时 ,有 内 (zDD~evexp( 一 zt),wu 一 0。 因 此 ,可 以 从 式 (4. 6. 37) 导 出 (~ 


4kc,, 亦 即 c(t) 二 c,(0)exp(4k34) ,其 中 cv(0) 是 :上 一 0 时 的 归 一 化 常数 。 
(2) 连续 谱 的 情形 :4 二 k,kE RR 
令 对 应 的 特征 函数 为 
Vzsk) ~ exp(—ikr)+b(k)exp(ihr), z+o0 (4.6.38) 
多 zk) ~ alk)exp(—r), 工 一 一 co (4.6.39) 
其 中 ,alk) 称 为 传播 系数 ,b(&) 称 为 反射 系数 。 特 征 函 数 满足 守恒 律 , 即 |aCk) 1 十 16(k) |: 一 
1。 像 第 (1) 种 情况 那样 ,定义 RCz,54) 二 如 十 wy 一 2(u 十 24)g 和 WCR,4) ,然后 得 到 在 渐 近 
状态 下 y$R 一 JR, 为 关于 4,4 的 函数 。 又 由 于 在 渐进 状态 下 u0, 因 此 由 (4. 6. 39) 和 RCz,t) 
的 定义 可 得 到 


=2d,| wdz 


RCzst3h) ~ (Ytik? a)exp(—ikr), (ro) 4.6. 40) 


利用 式 (4. 6. 38) 和 式 (4. 6. 40) 可 以 WR 一 JR. 一 0, 即 在 源 近 状态 下 办 RR 一 JR. 一 0。 通 过 在 该 
式 两 边关 于 z 积分 , 知 存在 积分 常数 dC;k) 使 得 
R= dy (4. 6.41) 
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因此 , 当 z 一 一 co 时 
最 +4ik'a 一 dsDa (4. 6. 42) 


另 一 方面 ,按照 RCz,) 的 定义 ,一 一 oo 时 ,R(x,t3h) 一 蝶 exp (ikz) 十 4i (exp( 一 itz) 一 

bexp( 计 zx)) ,因此 ,(4. 6. 41) 等 价 于 . 

再 expdikr) 十 4ik (exp(— ikr) 一 bexp(ikr)) 一 dt5R)Cexp( 一 这 r) 十 bexpCikr )) 
(4.6.43) 


注意 到 exp(ikr) 和 exp( 一 达 z) 线 性 无 关 , 由 式 (4.6. 43) 得 亨 一 4ik?6=d(45h)bd(13k) =4ik’。 


从 而 Vt 宇 0,6(k;1) 二 bl(k;0)exp(8ik'4) ,并且 式 (4. 6. 42) 成 为 汤 =0, 即 a(k;t)=a(k;0), 


综 上 所 述 , KdV 方程 (4. 6. 2) 的 散射 数据 为 :k, = 常数 ,c, (1) = c, (0)exp (4kat)， 
Bk) =b(k30) exp(8ikst) ,alkst) =alk30) 
最 后 定义 函数 
F(® = 》 cexp( 一 4e) 十 去 | bCk)exp(ikE) dk 
分 ~ 
式 中 ,NN 为 离散 谱 的 个 数 。 由 此 函数 构造 反 散 射 问题 


K(z,ziD 十 Fr 十 zi0 十 | Kr ydFy+ ddy = 0 
并 求 得 K(r,=,D,KdV 方程 (4. 6.2) 的 解 就 是 u(x, 人 )= 一 2 世 K(z,ziD)。 
根据 这 一 方法 ,给 定 uCz,0) 二 (zx) ,求解 相应 的 正 散射 问题 和 反 散射 问题 就 可 以 得 到 非 
线性 方程 的 解 ,从 而 把 一 个 非 线性 方程 的 求解 问题 分 解 为 求解 一 个 二 阶 常 微分 方程 和 一 个 线 
性 积分 方程 的 问题 。 
这 种 方法 也 可 以 求解 其 他 非 线性 方程 ,如 非 线性 Schr6dinger 方程 等 。 


习 题 
1. 证 明 :6 函数 不 是 局 部 可 积 函数 。 


2. 设 万 (z= (1 于) G=1,2,…) ,求证 :/)(z) 一 er 在 2 (R') 中 成 立 。 


3. 计算 D"|z|, 其 中 xzER'。 

4. 证 明 : 在 中 方程 Af= 三 无 非 零 解 。 

5. 车 f(x)EL'(R"), 证 明 :f(zx) 按 中 定义 的 广义 函数 的 傅 里 叶 变 换 与 普通 的 L'(R") 
中 的 傅 里 叶 变换 相同 。 


6. 证 明 : 在 W*?(0) 中 , 范 数 (| ,1Du ?dr)” 与 如, ,1 Du 等 价 


7. 若 Q 是 R" 中 包含 原点 的 区 域 , 则 函数 h(z) 二 |z|*EW*(0Q) ,其 中 十 a<n。 
8. 若是 R" 中 的 有 界 区 域 , 若 成 立 嵌 入 W'2 (DO)c= L*”(0), 其 中 1 过 pb 过 十 co, 则 对 


232 现代 数学 基础 


1<g<p' ,W'*(Q)--L(0) 为 紧 诺 入 。 

9. 若是 有 界 区 域 人 中 的 椭圆 算 子 , 且 Lu=f 和 c<0, 则 对 EC 由 C0),suplu|< 
supjzj 十 sup|J/el 。 

10. 证 明 : 若 上 是 有 界 区 域 Q 之 外 的 一 致 桶 贺 算 子 , 且 Lv 一 0, 和 (z) 一 0,c(z) 一 0, 则 当 v 
在 一 条 边 上 有 界 时 ,u 在 |zl 一 0 下 的 极限 存在 。 

11. 若 在 R" 中 Au=f,v(z)=|zl? "wlz/|z1?), 则 Av(z)=|z]--"f(z/|z1?)。 

12. 着 AE9,uEW"?(R"), 则 A，uEW"™?*(R"), 并 且 有 常数 C( 与 A 有 关 ), 使 得 
1A»ulw™*SC) ul we 

13. 车 m 之 4, 求 证 :W™?(0)>W**(0)。 

14. 设 有 界 区 域 0CR" 的 边界 90 EC~,fE H" (0), 证 明 : 一 Au=f,u€ H;(Q) 的 解 
u€E H"** (0). 

15. 证 明 : 若 X 是 实数 域 上 的 有 界 连续 函数 所 构成 的 Banach 空间 , 则 对 / € X， 
(TO 用 (39)=f(z+s) 定 义 了 满足 上 TQ) 引入 1(t 壹 0) 的 Co 半 群 TCD) 。 

16. 证 明 : 

Ou =uxayg, al(f*g)=9f*g= fxg 

式 中 4,fED',gE€E' JEC;。 

17. 证 明 单位 分 解 定理 4.2.5。 

18， 对 于 式 (4. 4. 1) 所 定义 的 算 子 工 , 若 其 中 的 系数 c(z) 和 0, 则 对 应 的 Dirichlet 问 
题 (4.4.2) 满 足 x(zx)E CCQ) 几 CCD) 的 解 存在 则 惟一 。 而 且 这 样 的 解 关于 初始 条 件 p(xz) 是 
稳定 的 。 < 
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第 五 章 小波 分 析 及 其 应 用 


小 波 分 析 是 近 20 年 来 发 展 的 新 学 科 。 它 在 无 条 件 基 和 算 子 有 界 性 等 方面 的 研究 发 挥 了 
重要 的 作用 。 同 时 , 它 被 工程 界 称 为 “数学 显微镜 ”, 这 是 因为 在 许多 场合 ,小 波 基 以 其 独 有 的 
时 频 局 部 化 性 能 代替 了 Fourier 分 析 中 传统 的 正 交 基 。 小 波 分 析 不 仅 在 数学 上 发 展 了 调和 分 
析 的 理论 和 方法 ,而 且 在 物理 学 、 信 息 处 理 和 振动 工程 中 得 到 了 广泛 的 应 用 。 

概括 地 说 ,小 波 分 析 是 一 种 变换 工具 , 它 将 函数 (信号 、 图 像 和 算 子 等 ) 分 解 成 具有 不 同 频 
率 的 分 量 ,然后 对 不 同 的 分 量 使 用 不 同 的 分 辩 率 来 研究 。 对 高 频 分 量 ,采用 高 分 辩 率 ;对 低频 
分 量 ,采用 低 分 辩 率 。 这 一 特点 被 誉 为 “变焦 距 性 质 "。 此 外 ,快速 小 波 算法 是 金字 塔 算法 的 改 
进 。 迄 今 为 止 ,小 波 分 析 已 经 在 信号 处 理 (特别 是 信号 的 奇异 点 位 置 . 奇 异性 检测 和 数据 压 
缩 )、 图 像 处 理 (边缘 析 取 和 恢复 ) 、 数 值 分 析 、 计 算 机 视觉 和 分 形 等 领域 取得 了 令 人 鼓舞 的 
成 就 。 

本 章 的 主要 内 容 有 :信号 处 理 的 时 频 局 部 化 问题 ,框架 理论 .小 波 变换 、 小 波 包 算法 、 局 部 
正 ( 余 ) 弦 基 。 最 后 ,简单 介绍 小 波 分 析 在 信号 处 理 和 数值 分 析 中 的 应 用 。 


5.1 从 频率 分 析 到 尺度 分 析 


自 1807 年 以 来 ,Fourier 变换 在 函数 空间 刻画 .微分 方程 求解 ,数值 计算 和 信号 分 析 与 处 
理 等 方面 一 直 是 主要 的 工具 之 一 。 然 而 我 们 至 今 还 未 找到 一 本 合适 的 “字典 ”使 得 函数 /的 


性 质 能 由 /准确 地 “翻译 ”出 来 。 一 个 严重 的 缺陷 是 广 只 反映 /在 整个 R 上 的 频率 ,这 是 由 于 
“ 基 " 函 数 (er } .ea 在 时 间 上 没有 局 部 性 :|e=1=1, YtER。 而 人 们 往往 关心 的 是 在 某 时 刻 附 
近 , 信 号 / 所 含 频 率 的 多 少 。 本 节 介绍 两 种 时 频 局 部 化 格式 。 

5.1.1 时 频 局 部 化 问题 


在 Hilbert 空间 中 选 定 一 组 标准 正 交 基 {e,), 内 积 (z,z,) 反 映 了 x 含 第 ”个 分 量 的 大 小 。 
任何 一 个 元 素 x 可 展 成 {fe, } 的 线性 组 合 z= Eee, "cv 一 (zyre)。 类 似 地 ,一 个 函数 的 Fourier 
变换 

Fo) = [Wea 
反映 /所 含 频率 w 的 分 量 的 大 小 。Fourier 变换 的 反 演 公式 (或 称 重 构 公 式 ) 
AD = 去 | ferd 


将 函数 了 展 成 了 关于 函数 系 {e” )-ea 的 线性 组 合 ,系数 为 去 Fw)。 所 不 同 的 只 是 , 求 和 变 成 


了 积分 。 
前 面 已 经 指出 ,我 们 需要 寻找 在 时 间 和 频率 上 都 具有 局 部 性 的 “ 基 ” 函 数 。 它 们 是 由 下 面 
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定义 的 窗口 函数 生成 。 
定义 5.1.1 车 丽 数 5 满足 | .2 | 5(D 1?d: 一 < 和 | ,we 15(o) do 一, 则 称 5 为 窗口 
函数 , 称 (b ,mw ) 为 窗口 中 心 ,其 中 
-下 = g(w) |? (5.1.1 
a= yin] le a = Ta lo 


而 分 别称 Ag = (| |e la) ag = TT (1 eo) 
为 g 的 时 宽 和 频 宽 。 

倘若 把 时 间 ,频率 作为 横 坐 标 和 纵 坐 标 ,就 得 到 一 个 二 维 欧 氏 空间 ,通常 称 之 为 相 空 间 。 
一 个 窗口 函数 对 应 相 空间 中 的 一 个 答 形 , 称 它 为 对 应 于 g 的 Heisenberg 和 矩形 。 其 中 心 为 
(to ,wo) ,长 和 高 分 别 为 24。 和 24i (图 5. 1)。 从 统计 的 角度 来 看 ,信号 g 的 能 量 主要 集中 在 区 
间 [z 一 A ,to 十 As], 其 频谱 的 能 量 主要 集中 在 区 间 [w 一 Ai 十 Aiz]。 因 此 矩形 的 形状 和 大 
小 反映 了 信号 g 在 时 间 和 频率 上 的 局 部 化 性 能 的 优 劣 。 


给 定 窗口 西数 g, 对 任何 /EL:(R) ,一 方面 ,内 积 (f .8) 之 | _， f(D RCD dt 主要 依赖 


于 /在 时 间 |4 一 1<4, 的 值 ; 另 一 方面 ,由 Plancherel 定理 (f,g) 一 去 (f,8), 其 值 (f,8) 之 


址 | Fe BCwDdw 主要 依赖 于 广 在 频率 带 。 。 
lw 一 |<Ai 的 值 。 因 此 , 模 |(f,g) | 的 大 小 在 本 质 上 
反映 了 f 在 时 间 段 [i 一 4s,to 十 A] 上 含有 频率 
oE[w 一 Aiym 十 Ai] 的 多 少 。 

为 了 弄 清 了 在 不 同时 间 、 不 同 频率 上 的 分 布 ,需要 ed 
一 个 窗口 函数 族 {g,),, YE T,T 是 某 个 固定 的 参数 集 。 “0 加 
合 。 这些 gy(YE) 对 应 的 Heisenberg 矩形 全 体 ,应 该 
覆盖 整个 相 空 间 。 不 同 的 函数 族 {gy }er 对 应 的 覆盖 形 
式 也 不 同 。 正 是 这 种 覆盖 的 不 同 ,产生 了 时 频 局 部 化 格式 的 不 同 。 于 是 ,7 的 函数 F(7Y) 一 
《f,8Y) ,YET, 反 映 了 在 f 在 对 应 g,(7YET) 的 Heisenberg 矩形 上 的 性 态 。 在 后 面 将 介绍 两 类 
窗口 函数 族 。 


5.1.2 窗口 Fourier 支 换 


给 定 窗口 函数 g, 可 以 将 g 平移 和 调幅 为 g,.。(u) 二 eg (u 一 :)。 作 为 窗口 函数 ,g,.. 所 对 

应 相 空 间 的 矩形 正 是 对 应 于 g 的 矩形 的 (tvw)- 平 移 ( 图 5.2) 。 函 数 族 {g,。}, .en 就 是 我 们 要 找 
的 一 种 “ 基 ” 函 数 ,通常 也 称 为 Gabor 族 。 
定义 5.1.2 设 g 是 窗口 函数 , 称 

T™ f(t,w) = [rw Eee 一 dx (5.1.2) 


为 了 的 窗口 Fourier 变换 ,只 要 右边 的 积分 是 收敛 的 。 
显然 , 当 JE L:(R) 时 ,根据 Schwartz 不 等 式 ,|Twf(1,w) | 之 上; 上 g 中 ;。 因 此， 
Tw f(t,w) 不 仅仅 有 意义 ,而 且 是 R: 上 的 有 界 函数 。 


图 5.1 8 的 Heisenberg 矩形 
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(a) Gabor 原 子 ( 实 部 ) (b) Gabor 原 子 的 Heisenberg 和 矩形 


图 5.2 Gabor 原子 ( 实 部 ) 和 Gabor 原子 的 Heisenberg 矩形 
也 可 从 另 一 角度 来 理解 Tf(1,w) : 它 是 f(u)g(u 一 站 (1 为 参数 ) 的 Fourier 变换 。 一 般 
地 选择 窗口 函数 ,使 得 它 的 能 量 集中 在 原点 附近 ,而 且 在 原点 附近 gs1。 这 样 ,F(x)8Cz 一 0 
便 是 f 在 w=t 附 近 的 局 部 化 ,1T™f(1,w)1? 就 是 f 在 时 间 t 附近 的 频谱 能 量 分 布 , 它 克服 了 
Fourier 变换 在 时 域 上 没有 局 部 性 的 缺点 (图 5.3) 。 


ADg(?) 


图 5.3 窗口 Fourier 变换 
下 表 是 一 些 常用 的 窗口 函数 的 名 字 和 它们 在 [一 1/2,1/2] 上 的 值 。 它 们 在 [一 1/2,1/2] 外 


为 零 。 


在 [一 1/2,1/2] 上 的 值 窗口 名 称 在 [一 1/2,1/2] 上 的 值 


Hamming 窗 | 0. 54 十 0. 46cos 2xt 


| Gauss 窗 e Hanning 窗 


窗口 Fourier 变换 有 类 似 于 Fourier 变换 的 重 构 公 式 。 
定理 5.1.1 设 g 是 窗口 函数 , 则 Y /EL,(R) ,在 L,(R) 意 义 下 有 


Se 
Ac = 于 i), | Te ftw) gos Cu) dido (5.1.3) 


即 lim) xen) Te fl gl dido), =0 
我 们 给 出 一 个 启发 式 的 “证 明 ”。 将 下 面 每 一 让 有 全 过 十 个 基 二 和 人 
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式 (5. 1.3) 右边 的 二 重 积分 = 
a fener —1D) gw — Dd] 


dw = 


[few2rac —u) eid = 2r lg li/ 


公式 (5. 1, 3) 是 函数 的 一 种 分 解 , 它 将 分解 为 {g..。} 的 线性 组 合 。 通 常 称 {8..。} 为 时 
间 - 频 率 原子 或 时 频 原子 。 窗 口 Fourier 变换 在 历史 上 起 过 很 重要 的 作用 ,现在 仍 在 发 挥 着 作 
用 。 然 而 下 面 两 条 定理 表明 了 它 的 局 限 性 。 

首先 ,讨论 窗口 函数 的 时 宽 和 频 宽 。 由 前 所 述 ,我 们 希望 二 者 尽 可 能 的 小 。 不 幸 的 是 有 下 
述 Heisenberg 测 不 准 原理 。 


定理 5.1.2 对 任何 窗口 本数 ,成 立 AcAi>> 革 。 等 号 成 立 当 且 仅 当 g 有 如 下 形式 :gCu) 


i 
2 全。 


二 ce~g,(u 一 b) ,其 中 c 关 0,a 为 常数 ,g,(u) = 


2Vra 
其 次 ,考虑 离散 化 问题 。 给 定 窗口 函数 g 和 正 数 a,6b, 定 义 
BC) =eglu—nb), mnEZ (5.1.4) 


将 T/ 离散 化 的 一 个 途径 是 选择 g ,使 函数 系 (5. 1. 4) 成 为 L; (R) 的 一 组 标准 正 交 基 。 这 样 的 
话 ,就 有 
Jo) = DT fm ,ma) gr.n(u) 


这 就 是 式 (5. 1. 3) 的 离散 化 。 但 是 下 面 的 结论 说 明 这 种 g 是 不 存在 的 。 
定理 5.1.3 对 任何 窗口 函数 g, 函 数 系 (5. 1. 4) 不 可 能 是 L,(R) 的 标准 正 交 基 。 


5.1.3 连续 小 波 变 换 


对 于 窗口 函数 g 产生 的 时 频 原子 g,., 其 时 宽 和 频 宽 是 不 变 的 ( 即 与 1,w 无 关 )。 然 而 实 
际 上 要 求 在 高 频 处 的 时 宽 小 ,低频 处 的 时 宽大 。 这 正 是 小 波 变换 的 优点 。 


着 实 值 画 数 YE Li 门 L:(R) 满 足 cy |” 上 2 人 2 上 do < <， 则 称 为 基本 小 波 。 例 如 ， 


WO) 一 (1 一 e)e- ?2, 它 是 Gauss 函数 的 二 阶 导数 ,其 形状 如 同 墨西哥 帽子 。 
给 定 基 本 小 波 少 定 义 时 间 - 尺 度 原 子 为 


_ 工 /2 一 上 
$0) = Fo( E 


先 讨论 时 间 -尺度 原子 消 .在 相 空 间 中 对 应 矩形 的 形状 。 不 难 验 证 Au = wyAi， = wy。 
而 办. 的 时 频 中 心 为 (1 十 sto ,au/s) ,其 中 (yan ) 为 内 ,的 时 频 中 心 。 为 方便 起 见 , 设 ww 关 0。 
Vs>0, 其 对 应 的 原子 ,的 频谱 集中 在 w。/s 附近 。 因 此 :>0 时 ,多 , 是 高 频 原子 ,此 时 的 时 帘 
4 -0。 反 过 来 ,低频 原子 (对 应 ;一 oo) 的 时 宽 A ,一 oo。 这 就 是 所 谓 的 “变焦 性 ”。 它 与 窗 
口 Fourier 变换 的 原子 {g.} 的 时 宽 、 频 宽 不 变性 形成 鲜明 对 比 (图 5. 4)。 

在 实际 应 用 中 ,处 理 信号 的 高 频 分 量 时 (此 时 信号 变化 剧烈 ,应 该 在 时 间 (或 位 置 ) 上 准 
确 ;而 处 理 信号 低频 分 量 时 (此 时 信号 变化 缓慢 ) ,不 必要 求 在 时 间 ( 或 位 置 ) 上 很 准确 。 下 述 变 
换 是 符合 上 述 要 求 的 。 

定义 5.1.3 设 y 是 基本 小 波 ,fELs(R), 定 义 其 连续 小 波 变换 如 下 


)，s*>oceeR (5.1.5) 


第 五 章 小波 分 析 及 其 应 用 237 


ye) 


i 


(a) 小 波 原子 
|$.(o)| 


(b) 小 波 原子 的 Heisenberg 和 矩形 


图 5.4 小 波 原子 和 小 波 原子 的 Heisenberg 矩形 
Wf (st) = (fh) 
通常 称 %, 中 的 参数 * 为 尺度 。 璧 如 说 , 若 想像 办, 是 以 分 钟 为 单位 的 原子 , 则 wo., 是 以 
秒 为 单位 的 原子 ,而 yo. 便 是 以 小 时 为 单位 的 原子 。 


连续 小 波 变换 有 如 下 重 构 公式 。 
定理 5.1.4 设 少 是 实 值 基 本 小 波 , 那 么 对 任何 /{EL:(R) ,在 L(R) 意 义 下 有 
Fo = 2 六 | Ws yd (5.1.6) 
上 面 的 定义 和 定理 可 以 推广 到 复 值 情 形 。 若 复 值 函 数 yEL,(R) 门 L; (R) 满 足 
“= 三 Le du 一 (5.1.7) 
到 称 少 是 基本 小 波 。 同 样 地 ,定义 小 re 几 .,) , 则 重 构 公式 为 
fw = 加 因 S| Wf yd (5.1.8) 


这 个 等 式 在 1964 年 由 数学 家 Calder6n 首先 建立 , 称 为 Calder6n 恒等式 。1984 年 由 Gross- 
mann 和 Morlet 重新 发 现 了 它 , 并 赋予 新 的 解释 。 

Lz(R) 中 解析 信号 的 全 体 H? (R) := 二 {f/fEL;(R)1f(w)=0, Vw<0), 它 们 在 信和 号 分 析 中 
有 着 重要 地 位 。 当 然 , Ye H* (R), 公 式 (5. 1. 8) 成 立 。 除 此 之 外 , 若 选 择 基本 小 波 
YE H: (R) ,我 们 还 有 


1[~ a 
fw = 未 外 .wyrcpwscodsyye HR) 
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最 后 我 们 举 出 参考 文献 [1] 中 的 一 个 例子 : 
Ji) = sin(2rwt) + sin(2rys) + YO(t— 41) + ot —1)) 
其 中 ,u,v ,hh 和 是 一 些 适当 的 数 。 参 考 文献 [1] 指 出 , 若 用 窗口 Fourier 变换 ,要 么 分 不 清 
频率 2rw 和 2rw ,要 么 分 不 清 位 置 t: 和 t;。 而 用 小 波 变 换 则 能 较 好 地 同时 分 辨 出 频率 和 
位 置 。 


5.1.4 奇异 信号 在 小 波 变换 下 的 将 征 


定义 5.1.4 设 nn 为 非 负 整数 ,n<a<n 十 1。 
(1) 称 函数 f(z) 在 x。 具有 Lip 指数 a( 记 为 /ELip,,a), 若 有 n 次 多 项 式 p,(z) 以 及 常数 
A 二 0 使 得 
1 flzoth)—p lh) SA Vvh (5.1.9) 
(2) 称 在 区 间 (a,5) 为 一 致 Lipa 的 , 若 有 常数 A, 使 得 对 任何 ze (a,b) ,存在 nn 次 多 项 
式 p, (zx) ,使 得 不 等 式 (5. 1. 9) 对 一 切 zo 十 hE (a,b) 成 立 。 
对 于 函数 /, 如 何 确定 其 Lip 指数 ,无 论 从 理论 上 还 是 实际 应 用 上 看 ,都 是 非常 重要 的 。 


一 个 经 典 的 工具 就 是 Fourier 变换 。 若 | .| Fw) | (1+lwl)"de< co, 则 三 在 R 上 一 致 Lipa。 


这 说 明 |(w) | 的 大 小 可 以 确定 /在 R 上 整体 Lip 指数 。 然 而 Fourier 变换 模 的 大 小 不 能 确定 
了 在 给 定点 re 的 Lip 指数 。 下 面 的 定理 表明 小 波 变 换 模 的 大 小 可 以 确定 x。 的 Lip 指数 。 为 
此 ,我 们 称 函数 有 ”十 1 阶 消失 矩 , 若 zy(z)EL1(R) 且 

| zwcrpdz=o， kn (5.1.10) 


定理 5. 1.5, 设 基本 小 波 y 具 有 紧 支 集 , 有 十 1 阶 消失 矩 ,eE [n,n 十 1]。 那 么 以 下 结论 
成 立 。 
(1) 若 了 在 re 具有 Lip 指数 a, 则 有 A>0 使 得 对 zo 的 某 邻 域 中 的 点 x 和 一 切 *>0 有 
1 WHGs,z) I< AVWs 十 |z 一 zo | 
(2) 车 wn<a, 且 如 下 条 件 成 立 , 则 /在 xz。 具有 Lip 指数 n: 存 在 e>1/2 以 及 4 之 0, 使 得 对 
Zo 的 某 邻 域 中 的 点 z 和 一 切 *>0 有 


. . 1z 一 za 上 
1W1Grz | 生 he,1WHGvz I< AN 人 s + Tn 71) 


5.2 框 架 


前 一 节 介 绍 了 窗口 Fourier 变换 和 连续 小 波 变 换 。 在 实际 运用 中 ,往往 需要 把 它们 离散 
化 ,成 为 函数 序列 。 通 常 还 要 求 序列 具有 所 谓 “ 完 备 性 "和 “ 稳定 性 ”。 这 样 的 序列 就 是 框架 。 
与 基 不 同 的 是 ,框架 可 能 是 线性 相关 的 。 然 而 在 应 用 中 ,这 种 相关 性 对 减少 信号 的 噪声 是 有 益 
的 。 本 节 简 单 介 绍 框 架 的 基本 概念 ,给 出 窗口 Fourier 框架 和 小 波 框架 的 存在 条 件 。 


5.2.1 框架 及 其 对 偶 
定义 5.2.1 一 个 Hilbert 空间 甩 中 的 序列 {各 )ner 称 为 日 中 的 框架 , 若 存在 常数 A>0 
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和 B>0 
ANlFI<D 1S) SBI/AI, vfenH (5.2.1) 
ba 


使 得 上 述 不 等 式 中 最 优 的 常数 A 和 分 别称 为 框架 的 下 界 和 上 界 。 若 A 二 B, 则 称 {#),er 为 
紧 框 架 。 
记 Ur 为 FEL:(R) 且 满足 suppf 三 [一 x/T,x/T] 的 全 体 f。 车 fEU;, 则 可 由 规则 抽 
样 {f(nT)} 来 重 构 如 下 
JoD = DnTIhrCe— nT) hrs) = ITEinCmt/ (5.2.2) 


AE 了 nt 


该 抽样 定理 由 Whittaker 于 1935 年 证 明 , 而 Shannon 在 1949 年 重新 发 现 了 它 。 框 架 理 论 来 
源 于 如 何 利用 带 有 限 信号 的 不 规则 抽样 (/(4.)), 来 重 构 (参阅 参考 文献 [4])。 我 们 将 在 例 
5. 3. 2 中 看 到 , 带 有 限 信号 是 小 波 空间 的 特例 。 关 于 一 般 小 波 空间 中 不 规则 抽样 的 研究 可 参 
阅 参考 文献 [5] 等 。 

假定 和 都 规范 化 , 即 $1 =1, YnE ,那么 { 炙 }er 是 标准 正 交 基 当 且 仅 当 A = B= 1( 见 
参考 文献 [2] 第 三 章 )。 若 A>1, 则 框架 是 宛 余 的 ,其 下 界 A 表示 宛 余 度 。 

上 述 定义 中 的 古 可 以 是 有 限 集 ,也 可 以 是 无 限 集 。 显 然 日 中 标准 正 交 基 是 紧 框 架 ,而 且 
此 时 A=B=1。 下 例 说 明 框架 可 能 是 线性 相关 的 。 

例 5.2.1 令 晶 = 民 ,加 二 (1,0)T, 各 二 (一 J3/2, 一 1/2) ,加 二 (V3/2 一 1/2)"。 则 对 任何 


fER', 有 2) 1(f,$) | 一 这 上 了 ”常数 3/2 表示 了 该 框架 的 元 余 度 。 
为 了 从 系数 序列 ((/,#$)), 重 构 /, 需 用 到 其 对 偶 框架 。 先 定义 有 H 一 4,(T) 的 线性 算 子 U: 
Uf = Cf$.)),er 
称 吕 为 框架 算 子 。 由 式 (5. 2. 1) 中 的 第 二 个 不 等 式 知 ,U 是 昌 - 的 有 界线 性 算 子 ,其 范 数目 U | 
<VB, 
下 述 定 理 从 理论 上 保证 了 重 构 的 可 能 性 。 
定理 5.2.1 假设 {加 ) 是 一 个 框架 ,其 上 下 界 分 别 为 B 和 AA, 那么 名 = (Ux*U)-'%EH， 
且 
BI <DIda A, ven (5.2.3) 
和 f= Db = DB 
每 等 
特别 地 , 若 { 多 } 是 一 个 紧 框架 ,其 界 为 A, 则 = 和 /A。 因 此 ,上 面 的 展开 式 成 为 
f= 吉 避 (入 (5.2.4) 
得 


由 不 等 式 (5. 2. 3) 知 ,{g jer 是 吾 中 的 框架 , 称 之 为 {加},er 的 对 偶 框 架 。 现在 ,关于 
1 jer 的 计算 已 经 有 了 不 少 的 方法 。 

在 实际 中 ,可 以 利用 框架 的 宛 余 度 减少 噪声 的 干扰 . 由 于 嗓 声 的 干扰 ,实际 上 被 分 析 的 系 
数 为 Uf 十 W, 而 不 是 Uf 。 如 何 减弱 噪声 W 的 影响 呢 ? 记 1,(T) 一 ImU 的 投影 算 子 为 已, 则 
P(Uf 十 W) = 二 Uf 十 PW( 图 5.5)。 我 们 希望 ,通过 投影 算 子 P 的 作用 ,使 W 变 成 PW, 相 应 的 
方差 也 变 小 。 
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定理 5.2.2 假设 { 风 } 是 一 个 框架 ,其 上 下 界 
分 别 为 B 和 A。 设 1‖ 和 =1,nET。 若 W 是 均值 
为 零 的 白 噪 声 , 其 方差 下 (|W (nz) 上) = 于 , 则 
下 (|PW(n) |:)<e/A。 若 {如} 是 紧 框 架 , 则 等 式 成 
UU UtPW 立 。 bw 

证 因为 W 是 白 噪 声 ,E(W(p)W(D)= 
Do。 于 是 E(| PWm |) = 


图 $5.5 框架 的 宛 余 性 减 咖 示 意图 下 (( ,crW( 记 ) 人 加, 史 )) (2 erWOD (加 ,网 )) ) 一 
Dr | 他, 各) |* 之/A。 若 框架 是 紧 的 ,该 不 


等 式 变 成 等 式 。 证 毕 。 
由 此 可 见 ,增加 框架 的 元 余 度 , 可 减弱 噪声 ,这 种 方法 用 于 高 精度 的 模拟 -数字 转换 器 。 在 
硬件 实现 方面 ,增加 取样 密度 ( 即 加 大 A) 要 比 提高 量化 精度 容易 。 


5.2.2 窗口 Fourier 框 杂 


通过 抽样 ,可 将 窗口 Fourier 变换 Tf(1,w) 离 散 为 数列 (TfCmwo ,nto)) mwez ,其 中 
vto 是 常数 。 记 gm (4) 二 eg (wu 一 nto), (m,n) EZ 因此 ,能 否 用 (Tf (mw,， 
no))wmwez: 给 出 f 的 稳定 的 表示 ,就 要 看 {8。.,) cm.wes 是 否 成 为 框架 。 

运用 Plancherel 公式 ,不 难 验证 


Bla t= 经 |。 00 |B ecu— wo) ldu (5.2.5) 


利用 这 个 等 式 ,Daubechies 证 明了 下 面 必 要 条 件 (定理 5. 2. 3) 。 

定理 5.2.3( 必 要 条 件 ) 车 上 8g: 二 1,{g8m.)m.wez 是 一 个 框架 , 则 2x/(wow) 之 1, 而 且 
框架 的 界 满足 A<2x/(ww,)<B。 

Daubechies 还 给 出 了 {g。,) mwez 成 为 框架 的 一 个 充分 条 件 。 这 个 条 件 是 对 g 而 言 的 。 
利用 该 条 件 , 她 还 构造 了 很 多 例子 。 由 于 叙述 复杂 ,在 此 不 列 出 这 个 充分 条 件 , 只 给 出 一 个 例 


+ 


于 。 令 g(w) rte-?, 对 于 任何 满足 2x/(iowy) 之 1 的 ,4o,{gws} wwen 成 为 框架 下 表 
给 出 了 在 w=t 的 约束 下 ,对 应 不 同 的 值 wot。 ,相应 框架 的 上 下 界 的 估计 。 


有 意思 的 是 ,对 于 窗口 Fourier 框架 ,我 们 可 以 找到 它 的 一 个 对 偶 框 架 ,也 是 窗口 Fourier 
框架 。 事 实 上 ,只 要 记 & 二 (U*U)-'g, 则 由 8 生成 的 西数 列 {e"% 壤 (wu 一 nw ))。.wcz 就 是 窗口 
Fourier 框架 。 它 是 原来 框架 的 一 个 对 偶 框架 。 
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5.2.3 小 波 框架 


与 窗口 Fourier 变换 的 离散 化 格式 不 一 样 ,连续 小 波 变换 的 离散 化 格式 并 非 都 是 等 距 的 。 
具体 方法 是 , 先 离散 尺度 := 5" ,mmEZ, 其 中 二 1 为 选 定 的 常数 ;再 对 每 个 m, 将 t 离散 为 
mi 因此, 即 放 sa"vnsi") 一 (加 》, 其 中 

Yaa) = VFB mo) mn€EZ (5.2.6) 
我 们 称 形 如 (5. 2. 6) 的 框架 为 小 波 框架 。 
类 似 于 式 (5. 2. 5) 我 们 有 


号 | fh) = Dj FoF rm) vodsr wt 2ami dy (5.2.7) 

定理 5.2.4( 必 要 条 件 】 若 ‖| 多 | ;=1 且 (.,) wez 是 L(R) 的 框架 , 则 是 基本 小 波 

( 即 满足 式 (5.1,7)) 且 框架 {Vjmwez 的 界 A 筷 满足 A < TO 

用 式 (5. 2.7) 也 可 以 导出 一 个 使 生成 小 波 框 架 的 充分 条 件 。 下 面 的 函数 满足 该 条 件 
WK) = A 一 De 


< 


值得 注意 的 是 ,对 有 些小 波 框架 不 一 定 存在 对 偶 的 小 波 框架 。 这 与 窗口 Fourier 框架 的 
情形 不 一 样 。 


5.3 正 交 小 波 


车 函数 系 (5. 2. 6) 构 成 一 个 紧 框架 , 则 由 式 (5. 2. 4) 显 示 , 式 (5. 2.6) 有 点 像 L;(R) 的 一 组 
“ 正 交 基 ",/ 在 这 组 “ 正 交 基 " 下 的 系数 就 是 (/,y.,)。 然 而 ,框架 是 可 以 线性 相关 的 。 在 理论 
和 实际 中 ,一 个 重要 的 问题 是 ,能 否 找到 函数 ,使 得 函数 系 (5.2.6) 真 正成 为 L,(R) 的 标准 正 
, 交 基 。 这 样 的 函数 少 称 为 正 交 小 波 ,由 它 生成 的 上 述 形式 的 标准 正 交 基 称 为 正 交 小 波 基 。 一 
有 旦 有 了 基底 ,很 多 问题 可 以 转化 为 线性 代数 问题 。 

历史 上 第 一 个 正 交 小 波 就 是 Haar 函数 ( 见 例 5. 3.4)(1909)。20 世纪 80 年 代 初 出 现 了 几 
个 零星 例子 。1986 年 秋 ,Meyer 和 Mallat 发 现 了 构造 正 交 小 波 的 一 个 一 般 方 法 , 即 “ 多 尺度 分 
析 ”, 也 叫 *“ 多 分 辨 率 逼 近 ”。 利 用 这 个 工具 ,Daubechies 构造 出 了 有 紧 支 集 且 光滑 的 正 交 小 波 。 

本 节 介绍 多 尺度 分 析 、 正 交 小 波 的 构造 和 快速 小 波 算法 ,并 将 小 波 级 数 与 Fourier 级 数 进 
行 比较 。 


5.3.1 多 尺度 分 析 


多 尺度 分 析 的 思想 是 用 一 列 简单 的 函数 f; 来 到 近 一 个 一 般 函 数 f。/; 的 简单 性 表现 在 
它 由 网 格 厂 二 2“'Z 上 某 种 取样 而 得 。 这 些 f, 的 规律 还 表现 在 其 频率 宽度 为 c2, 。 

定义 5.3.1 LL,(R) 的 一 个 多 尺度 分 析 ( 或 称 多 分 辨 分 析 ) 是 满足 下 述 条 件 的 闭 子 空间 序 
列 WSEL:(R) JEZ。 

(D VEVin ,VjEZ; 

(2) QV ={0), DV =L: (8); 
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(3) fEV; 当 且 仅 当 (2x) EVjn; 
(4) 在 V 中 存在 函数 此 称 为 尺度 函数 ) 使 得 {%z 一 上 ) jxez 是 V。 的 标准 正 交 基 。 
注 由 条 件 (4) 知 ,空间 V。 是 整 平移 不 变 的 , 即 对 任何 fE Vs, 有 f(z 一 k&)EVo,VkEZ。 
因此 ,由 条 件 (3) 知 ,V; 是 2 也 平移 不 变 的 ,而 且 {22:g 2iz 一 A) juez 是 Vi 的 标准 正 交 基 。 
对 JEL:(CR), 记 Piy 为 了 在 Vi 中 的 正 交 投影 (P;f 就 是 定义 5. 3.1 前 的 万) ,那么 
Pf 一 Df bb. (5.3.1) 


tez 


它 由 序列 (《/, 和 4))wez 惟 一 确定 。 这 是 函数 | /(z)2” ZZ 一 Ddz 在 上 的 取样 ,条 件 


本 VV = 上:(R) 等 价 于 lim 有 /一 Pf ,==0,V /EL:(R)。 


jez 


由 条 件 (1) 知 ,$EVi。 于 是 $ 二 2)《$, 各 ，) 加 ,hs 二 V2($,b),k E ZZ, 可 得 下 述 细 分 方程 


tez 


gz) = Dhgl2zr—k) (5.3.2) 


纪 
称 一 个 函数 为 可 细 分 的 , 若 它 满足 方程 (5. 3. 2)。 令 mo(w) = Dhe, 那么 方程 (5. 3. 2) 
ba 
可 由 频率 域 上 的 方程 来 描述 
go) = m (2)s(F) we R (5.3.3) 


例 5.3.1(Haar 多 尺度 分 析 ) ”最 简单 的 多 尺度 分 析 是 阶梯 函数 生成 。 定 义 V, = {FE 
:CR)17 在 [4,k 十 1) 为 常数 } 。 然 后 定义 Vi ={7(2iz)17EVo}。 那 么 ,{V)) 构 成 一 个 多 尺度 
分 析 。 

证 由 人 的 构造 知 ,Wi 一 {JEL:(R)17 在 [2- 交 ,2 一 (十 1)) 为 常数 }。 于 是 ,Vi 是 闭 子 
空间 , 且 定 义 5. 3. 1 中 的 (1) 和 (3) 成 立 。 取 % 为 区 间 [0,1) 的 特 特 函 数 , 即 内 xz)=1,Vre[0， 
1D;$(z) 二 0,YVx&F[0,1)。 它 满足 条 件 (4)。 这 个 函数 满足 最 简单 的 细 分 方程 &(z) 二 $(2z) 十 
$27r—1)。 

假设 g€ LV,, 往 证 8==0， 因为 gE€Vo,g(z)=co, YrE[0,1], 其 中 co 为 常数 。 对 任何 - 
j 之 0,8EV-;, 于 是 g 在 区 间 上 [0,2)] 为 常数 。 当 然 这 个 常数 就 应 该 是 c。。 根 据 不 等 式 
21o| 和 | g1 :并 令 和 co 知 o 一 0。 这 说 明 ,g(z)=0,YzeEe[o,1]。 同 理 可 得 ,对 任何 
A>0,g(z) 一 0,YzE[Ak 二 1]。 因 此 ,g 一 0。 即 QV;={0}。 

给 定 自然 数 M, 假 设 f 是 支 集 包含 在 [一 M,M] 的 连续 函数 。 那 么 当 h->0 时 ,f 的 连续 模 
(fh) :二 max, | f(T) 一 1(1) | 一 0。 另 一 方面 ,Vk, 当 xE L2271(k 十 1)] 时 ， 


ew 2] penar 三 wo(f,27). 因 此 , 当 j 一 2 时 /一 Pf li<f ed,27dr= 
2Mw(f,27)* 一 0( 图 5.6)。 

对 一 般 的 函数 /EL(R), 应 用 标准 的 百 近 方法 ,以 及 上 面 关于 紧 支 集 连 续 函数 的 结果 ， 
可 证 lim || /一 Pf 上 ==0。 这 说 明定 义 5.3. 1 中 条 件 (2) 的 第 二 条 成 立 。 因 此 ,{V, 构成 一 个 
多 尺度 分 析 。 证 毕 。 

为 了 介绍 反映 频率 特征 的 多 尺度 分 析 , 需 要 一 个 关于 判断 $(z 一 &),kE 2Z, 构 成 标准 正 交 


系 的 准则 。 为 此 , 先 定义 方 括号 积 [ 广 , 门 (w) 为 
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图 5.6 函数 在 Haar 多 尺度 分 析 于 空间 中 的 投影 
[f(D: = DD | flwt2kr) 上 (5.3.4) 
外 
VfeE LR 袜 17o+2km do= | 1 fCw) 1*dw< oo, 故 上 面 的 级 数 几乎 处 处 收敛。 
因此 ,[ 放 , 门 (w) 是 几乎 处 处 有 意义 的 , 它 以 2x 为 周期 , 且 在 [0,2x] 可 积 。 
命题 5.3.1 VYV$EL,(R),$(zx 一 k),kEZ, 构 成 标准 正 交 系 的 充 要 条 件 是 
[$,$](w) = 1 (5.3.5) 
几乎 处 处 成 立 
证 由 Plancherel 定理 得 (gg 一 4)) 一 去 | .zw $(w)emdw。 于 是 ， 


ye zdw = 
($,$(°—k)) 支 忆 上 | gw 十 2kr) |zewdw 


志 . 忆 | go 十 2kxr) ?ew dow (5.3.6) 
因此 ,(g, 累 。 一 上 ) 一 六 的 充 要 条 件 是 式 (5. 3. 5) 成 立 。 证 毕 。 
倘若 [$, 引 连续 , 式 (5. 3. 5) 变 为 
[$,$](w) =1, YoeR (5.3.7) 


例 5.3.2(Shannon 多 尺度 分 析 ) 若菜 个 函数 的 Fourier 变换 具有 紧 支 集 , 则 称 该 函数 为 
带 有 限 的 。 在 用 带 有 限 信号 来 近似 任何 信和 号 时 ,该 例 是 有 用 的 。 定义 V。= {f € L:(R) | 


suppf E [一 xz]} 以 及 Vj={f(2;z)1fEV。)。 那么,{V} 构 成 一 个 多 尺度 分 析 。 
证 易 知 V, 是 闭 子 空间 , 我 们 指出 ,对 /EL(R),f 在 Vi; 的 最 佳吉 近 P,f 满足 
BAS 全 1wo| 入 2r 
0 lol> Zr 
它 就 是 / 的 低频 分 量 ( 图 5.7)。 
定义 5.3.1 中 条 件 (1) 和 (3) 成 立 . 我 们 将 条 件 (2) 中 第 一 条 的 验证 留 给 读者 。 其 第 二 条 


的 验证 是 显然 的 : 当 j-oo 时 ,一 PA 有 一 去 17 一 B= 去 | 1 [do 一 0。 
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Pl@) 全 


-2 加 2x 


图 5.7 函数 在 Shannon 多 尺度 分 析 子 空间 中 投影 的 Fourier 变换 


为 证 (4) , 取 $(zx)==sin xz/(xz)。 其 Fourier 变换 $ 为 
oe lwl<” 
1o， ”其 他 
由 Wittaker-Shannon 抽样 定理 (5. 2.2),V /EVo, f(z) 二 >)7()gz 一 妨 。 因 此 ,gz 一 刀 )， 
ba 


kEZ, 张 成 V。。 再 由 命题 5. 3. 1 知 , 它 还 是 Vo 的 标准 正 交 基 。 证 毕 。 
为 求 出 $ 满 足 的 细 分 方程 (5. 3. 2) 中 的 系数 ,我 们 定义 2 周期 函数 mo , 它 在 一 个 周期 的 
定义 如 下 
1， lwl<a/2 


mo(w) = 


0， /2 一 |w| 之 r 
容易 验证 ,满足 $(w) 一 mo(w/2)8%(w/2), 即 式 (5. 3. 3) 成 立 。 因 此 , 式 (5. 3. 2) 中 的 系数 心 由 
ms(o) 一 去 对 er 确定 。 
Haar 多 尺度 分 析 在 时 间 域 上 具有 最 好 的 局 部 性 ,Shannon 多 尺度 分 析 的 频率 局 部 性 质 
好 。 但 是 ,二 者 分 别 在 频率 和 时 间 方 面 的 局 部 性 很 差 ,因此 ,在 实际 中 都 不 适用 。 然 而 ,它们 分 


别 从 不 同 的 侧面 反映 了 多 尺度 分 析 的 本 质 所 在 。 读 者 只 要 掌握 了 它们 ,理解 一 般 理论 就 会 很 
容易 。 实 际 上 ,适用 的 多 尺度 分 析 , 只 是 它们 二 者 在 时 域 和 频 域 的 “ 折 中 ”。 比 如 ,在 例 5. 3. 2 


中 $ 在 时 域 上 局 部 性 质 较 差 。 究 其 原因 ,是 由 于 虽然 了 有 紧 支 集 , 却 不 是 连续 的 。 下 面 的 例子 
就 是 为 了 克服 这 一 点 的 。 
例 5.3.3(Meyer 多 尺度 分 析 ) 设 g(w) 是 紧 支 集 的 偶 函数 且 无 穷 次 可 微 ,而 且 满足 
1, lw|<2rx/3 
0， 1w1>> 4x/3 
以 及 多 (一 w) 十 侨 (2x 一 w) 二 1,wE [0,2r)( 图 5.8)。 定 义 $ 为 9 的 道 Fourier 变换 ,&z) 一 
去 | .wwer dow, 对 每 个 j, 记 V， 为 $4(r) = VB$(2iz 一 各 ,EZ, 生 成 的 闭 子 空间 。 那 么 
{Vj); 是 一 个 多 尺度 分 析 。 
证 为 验证 条 件 ViSV;wi, 先 说 明 多 满足 某 个 细 分 方程 。 记 1%) 为 91s. 的 4x 周期 延 


拓 , 以 及 mo(w) 一 上 (2w), 则 mo(w) 是 2x 周期 的 无 穷 次 可 微 函数 。 我 们 可 以 证 明 式 (5. 3. 3) 成 
立 ( 详 细 过 程 从 略 )。 于 是 ,$EV,。 由 于 V, 是 整 平移 不 变 的 ,x 一 k) EVi,kEZ。 因 此 ,Vo 


0w) = 
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Vi 。 通 过 尺度 伸缩 可 证 VEV:i ,yjeZ。 8 
我 们 将 条 件 (2) 的 验证 留 给 读者 (或 参 

见 参考 文献 [6] 的 第 二 章 ) 。 由 VW 的 构造 ， 

条 件 (3) 是 显然 的 。 剩 下 条 件 (4)。 对 YowE 

R, 在 数列 {o 十 2kr}, 中 只 有 两 项 w 十 2kor， 

w 十 2(k 十 1)7 落 在 区 间 [ 一 4r/3,4r/3] 上 。 

记 m= 一 (o 十 2kor), 则 mwE[0,2r)。 因 此 0 


[$,$] Cw) = 10(—w) 1 +10(—w +2n) 1? 
二 1。 应 用 命题 5. 3. 1 知 ,$(z 一 k),kEZ， a 
是 W 的 标准 正 交 基 , 条 件 (4) 满 足 。 证 毕 。 图 5.8 函数 9 的 图 形 


例 5. 3. 3 的 方法 具有 一 般 性 , 即 挑选 函 
数 $, 验 证 满足 菜 个 细 分 方程 且 #(z 一 k),kEZ, 构 成 一 组 标准 正 交 基 ，, 定义 V 为 下 述 函数 


的 全 体 ， cpis(z) ,其 中 > 1c 1 过 oo 那么 ,定义 5.3.1 的 条 件 (1),(3) 和 (4) 都 满足 。 只 


fez 7 
要 风 满 足 很 弱 的 条 件 ,比如 说 多 在 原点 连续 且 %(0) 尖 0, 条 件 (2) 亦 成 立 (详细 推导 见 参考 文献 
[6] 第 二 章 )。 由 此 得 知 {V;); 是 多 尺度 分 析 。 我 们 称 它 是 由 $ 生 成 的 多 尺度 分 析 ,$ 是 它 的 尺 
度 函数 。 
由 此 可 见 , 重 要 的 是 构造 可 细 分 函数 。 而 可 细 分 函数 的 性 质 完全 决定 于 数列 (h,), ,或 等 
价 地 决定 于 mo(w)。 首 先 要 解决 的 问题 是 ,如 何 挑选 m, (w) 。 下 面 给 出 它 需 满足 的 一 个 条 件 。 
引 理 5.3.1 设 $ 是 正 交 的 尺度 函数 , 则 对 应 的 mo(w) 几 乎 处 处 满足 
[mw) [+|m (wt) |: =1 (5, 3. 8) 


而 当 m 连续 时 ,上 式 处 处 成 立 。 进 一 步 , 当 $ 在 w 二 0 连续 时 
mo(0)=1 《5.3.9) 


证 由 命题 5.3.1 知 ,[$,$](w)==1 几乎 处 处 成 立 。 另 一 方面 ,根据 式 (5. 3. 3) 有 
习 1go+2ko | = 5 m( 儿 +r)3( 生 +4)| 


tez Ez 


2 


sez 


ms( 晤 十 2kr)8( 晤 十 2kr) | 十 


2 


( 
mm 人 (人 十 2kx 十 r) 旨 (号 十 2kr 十 x) 
) 


[9 ( 生 ) 上 | 到 ( 生 二 | [5 条 ( 芝 +) 
〈5.3. 10) 
于 是 式 (5. 3. 1) 故 几乎 处 处 成 立 。 而 当 m。 连续 时 ,上 式 处 处 成 立 。 
由 于 $$ 生成 多 尺度 分 析 且 $ 在 w=0 连续 , 则 %0) 天 0。( 见 参考 文献 [6] 中 定理 2. 2. 1)。 
在 式 (5.3.3) 中 令 w=0, 得 式 (5.3.9)。 证 毕 。 
一 般 地 ,关于 可 细 分 函数 的 构造 有 两 种 方法 。 一 种 是 研究 定义 在 时 域 上 的 算 子 Qf (zx) 一 
半 姑 (2z 一 名。 若 其 迁 代 序列 {Q"f} 在 L:(R) 收 剑 , 则 其 极限 $EL,(R) 就 是 可 细 分 的 ,这 也 
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是 从 数值 上 计算 的 重要 方法 ( 见 参考 文献 [8,9] 等 ) 。 
另 一 种 是 从 频率 域 构造 可 细 分 函数 %。 步骤 如 下 :选择 2r 周期 函数 mo (w) ,满足 式 


(5. 3.8) 和 式 (5. 3. 9) 。 假 设 无 穷 乘积 T[ m。(2-'w) 在 实 轴 R 上 收敛。 这 一 点 是 很 容易 满足 
的 ,比如 要 求 mw) 在 w 一 0 处 可 导 就 可 实现 。 通 过 Fourier 变换 定义 $, 即 令 
ju = TTm(2o), weEn (5.3.11) 


el 


可 以 验证 , | $ 目 ;<1, 于 是 $EL(R)。 显 然 ,$ 是 可 细 分 的 ,因为 它 满足 
Kw) = mC2710) TT mo (271) = m, 271) B21w) 


即 式 (5. 3. 3) 成 立 。 
当然 ,可 细 分 函数 不 一 定 能 成 为 尺度 函数 。 比 如 $(z) = 二 Xto.s (zx) 满足 $(z) 二 $(27) 十 
2x 一 3) ,但 所 z 一 k),kEZ, 不 是 正 交 系 。 已 有 不 少 文献 给 出 判别 $Cz 一 k) ,hkE ,是 否 为 标 
准 正 交 系 的 准则 。 其 中 有 Cohen 条 件 和 Lawton 条 件 等 ( 见 参考 文献 [6] 中 的 2. 4. 2 和 3. 1)。 
而 我 们 需要 的 是 下 述 不 同形 式 的 准则 . 
引 理 5.3.2 设 三 角 多 项 式 mo (w) 满 足 条 件 式 (5. 3. 8) 和 式 (5. 3. 9) ,而 且 可 以 分 解 为 


mo = (1 ) Qc 


其 中 ,Q 是 满足 max|Q(w)|<2* “的 三 角 多 项 式 ,那么 &z 一 k) ,kEZ, 是 标准 正 交 系 。 

车 所 z+ 一 h),kEZ, 是 标准 正 交 系 , 则 加 生成 一 个 多 尺度 分 析 。 由 此 可 见 ,不 论 时 域 方法 还 
是 频 域 方法 ,函数 m。 的 选择 是 决定 性 的 。#$ 能 否 生成 多 尺度 分 析 及 (车 能 的 话 ) 多 尺度 分 析 的 
性 质 都 完全 依赖 于 mo。(w) 。 

Daubechies 发 现 了 一 串 三 角 多 项 式 mo.w,N=1,2,…, 按 上 述 步骤 ,每 个 mv 都 生成 一 个 
尺度 分 析 。 下 面 稍微 详细 地 介绍 她 的 结果 ( 见 参考 文献 [1]) 。 


假定 mo.w 具 有 形式 mon(w) = (一 】 Qv(w), 这 里 Qv(w) 是 待定 的 实 系数 三 角 多 项 
式 。 首先 ,求解 关于 |Qw(w) |: 的 方程 


1 Qv(w) 上 一 如 (Ni (5.3.12) 


Daubechies 将 其 转化 为 代数 方程 ,并 求 出 解 1Qv (w) |* 的 具体 形式 。 然 后 利用 Riesz 引 理 求 
Qn(w)。 实 际 上 ,Riesz 引 理 还 给 出 了 Qw (w) 的 构造 方法 ,其 证 明 既 简单 又 漂亮 ( 见 参考 文献 
[6] 第 112 页 )。 

引 理 5.3.3(Riesz 引 理 ) 设 M(w) 一 六 scos mw 是 非 负 的 ,而 且 a. 均 是 实数 ,那么 存在 


、 i 
NN 阶 三 角 多 项 式 m(w) = 》)b,e™ (6 均 是 实数 ) 满足 lm(o)1: 一 Mo) 。 
Ee 
按照 Riesz 引 理 选 定 Qv(w) ,那么 mo.x 满 足 条 件 式 (5. 3. 3) 和 式 (5. 3. 9), 而 且 容易 从 式 
(5. 3. 12) 验 证 
max | Qu(o) |< 2% (5.3. 13) 
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利用 引 理 5. 3. 2 和 式 (5. 3. 13) 知 ,对 上 述 mo.w, 由 式 (5. 3. 11) 定 义 的 办 生成 一 个 多 尺度 
分 析 。 根 据 整 函数 与 Fourier 变换 的 关系 可 以 证 明 supp $y 忆 [0,2N 一 1]。 
关于 系数 二 hn, N10 的 值 在 参考 文献 [1] 中 已 经 列 出 。 


5.3.2 正 交 小 波 的 构造 


一 旦 有 了 多 尺度 分 析 , 如 何 构造 出 正 交 小 波 呢 ? 首先 来 解决 V 的 子 空间 V。 在 W 的 正 
交 补 的 正 交 基 构造 问题 。 一 般 地 ,定义 W,; 为 V,; 在 Vj- 的 正 交 补 , 即 Vi.1 为 Vi 与 W, 的 直 
交 和 。 

引 理 5.3.4 设 $ 是 某 个 多 尺度 分 析 的 尺度 函数 , 它 满足 方程 (5. 3. 2) 。 定 义 Vi 中 的 函 
数 为 


Hz) = Digg$2r—h), ge=h (5.3.14) 


tez 


那么 Wz 一 A),EZ, 是 W。 的 标准 正 交 基 。 
证 令 mi(o) =1/2D) (一 D' 有 we ,那么 


iez 


Wo) = mm 人 (全 )8( 人 ) (5.3.15) 


而 且 mi(w) 一 一 euCo 十 X7 (5.3.16) 
根据 条 件 式 (5. 3. 8) 可 知 和 矩阵 


mo(w) mo(w 十 r) 
人 ee a 
几乎 处 处 是 西 阵 ( 若 me 连续 , 则 处 处 为 酉 阵 )。 利 用 这 个 性 质 以 及 式 (5. 3. 5) 可 以 证 明 本 引 理 


的 结论 如 下 。 
首先 证 明 %E W。, 也 就 是 多 上 Vs, 为 此 ,只 须 证 明 (y,$(。 一 k)) 二 0,kE Z。 利用 


Plancherel 公式 ,完全 类 似 于 式 (5. 3. 6) 可 以 得 到 yp,K 一 嫩 ) = 去 | 了 DY + 2km 
i 


$lw + 2hr) em dw 
另 一 方面 ,由 于 [$,] = 1, 完 全 类 似 于 式 (5. 3. 10) 可 以 得 到 go 十 2kr) gw 十 2kx) 一 


Ca 
mm (党 )m (号 ) 十 mm 人 (全 +rjm 人 (全 十 下) . 因为 , 式 (5.3. 17) 几 乎 处 处 是 西 阵 ,上 式 右边 几乎 
处 处 为 零 。 因 此 (ty, 和 ， 一 k))=0,kEZ。 故 y 与 V。 的 正 交 性 , 即 %E Wo ,得 证 。 由 W, 的 结 
构 知 ,Wz 一 AEW。o。 记 WW 为 5(z 一 k),kEZ, 生 成 的 闭 子 空间 。 再 一 次 利用 式 (5. 3. 10) 的 方 
法 ,[$, 条 ](w) 二 1( 几 乎 处 处 )。 这 说 明 ,J(z 一 ) ,hEZ, 是 W 标准 正 交 基 。 
再 证 W==W。。 假 设 fEV,。 那 么 /为 $(2r 一 k),kEZ, 的 线性 组 合 。 从 而 有 2x 周期 函 
数 m(w) 使 得 fw) 一 m(w/2)$(w/2)。 需 要 证 明 , 车 LV。,fLW, 则 f=0。 事实 上 ,由 LV。 
知 [了 , 筷 =0。 分 别 将 式 (5. 3.3) 和 fe) 二 mCw/2)8(w/2) 代 入 上 式 ,得 到 
m(w) mo(w) 十 mm(@ 四 十 x) mo (w+ rn) 一 0 
同 理 m(w) mw) 十 za(w 十 r) iow 十 f) 一 0 
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由 二 阶 和 矩阵 (5. 3. 17) 的 性 质 知 ,m(w)=0( 几 乎 处 处 ) , 故 f= 二 0。 引 理 证 毕 。 

这 个 引 理 在 很 大 程度 上 反映 了 小 波 分 解 的 思想 , 即 把 一 个 2 Z 平移 不 变 子 空间 分 解 二 个 
2 个! 平移 不 变 子 空间 的 直 交 和 ( 引 理 中 为 j= 1 的 特殊 情形 ,一 般 情 形 完 全 类 似 )。 由 于 
反 I 一 k),kEZ, 是 Vo 的 标准 正 交 基 , (zx 一 k),kEZ, 是 W。 的 标准 正 交 基 ,从 而 它们 的 并 集 
$I 一 k) ,yz 一 上 ),kEZ, 是 Vi 二 Wo 十 Vo 标准 正 交 基 。 

通过 尺度 伸缩 ,可 以 同 引 理 5. 3. 4 完全 一 样 证 明 2”*y(2;z 一 k) ,REZ, 是 W, 的 标准 正 交 
基 。 由 此 我 们 得 到 下 述 分 解 定理 。 

定理 5.3.1 设 $ 是 多 尺度 分 析 的 尺度 函数 , 它 满足 式 (5. 3. 2), 少 由 式 (5. 3. 14) 定 义 ， 
那么 

palz) := 2p2z— hk), jkEL (5.3.18) 

是 L,(R) 的 标准 正 交 基 。 

证 首先 说 明 函 数 系 (5. 3. 18) 的 正 交 性 。 由 于 在 同一 尺度 下 ( 即 j 不 变 ), 定 理 前 面 的 说 
明 告诉 了 , 当 & 关 时 , 几 ., 和 几 .x 之 间 的 正 交 性。 下 面 只 须 说 明 不 同 尺度 下 函数 系 (5. 3. 18) 的 
正 交 性 。 假 设 j>> 六 ,注意 到 儿 上 Vi WEVrri 而 VSEV ,从 而 办 与 办 v 正 交 。 

再 证 函数 系 (5. 3. 18) 的 完备 性 。 为 此 , 先 指出 一 个 有 用 的 事实 :任何 fE L:(R) , 若 记 已 
和 Qf 分 别 为 了 在 WwW 和 Wi 的 正 交 投影 ,那么 P;;1f=P;f 十 Q,f 。 重 复 这 个 等 式 ,Vj'<j ,得 

Pr =Qf+QAf++Qf +P (5.3. 19) 

根据 定义 5. 3, 1 中 的 条 件 (2) 可 以 得 到 lim Pr 了 = /， lim Pif = 0. 故 对 任何 /EE L:(R) 可 分 
解 为 正 交 和 f = of 

利用 上 面 等 式 立刻 得 到 : 若 /与 函数 系 (5. 3. 18) 中 所 有 函数 正 交 ( 即 Qf 一 0,V jE 2), 则 
有 f=0。 定 理 证 毕 。 

下 面 利用 上 述 构造 小 波 的 一 般 方法 来 具体 实施 于 例 5. 3. 1 一 例 5. 3. 3。 

例 5.3.4(Haar 小 波 ) 由 式 (5.3.14) 知 ,小 波 少 由 y(z)=$(2z) 一 $(2zx 一 1) 定 义 。 不 难 


验证 
1， ZE [0,1/2) 
gr) -二 ZE[1/2,1) 
0， ”其 他 


是 Haar 小 波 。Haar 在 1909 年 利用 它 来 通 近 L;(R) 函数 ,甚至 可 以 一 致 通 近 连续 函数 。 
例 5.3.5(Shannon 小 波 ) 由 式 (5. 3.16) 知 ,mi 满足 


/| 0 lol<w/2 
mi(w) = 
ler, xW2<lwl<x 
因此 ,小 波 函 数 满足 
0, lol<w/2 


pw) = mi(ow/2)%(w/2) = 
—e*, x/2<lvol<r 


故 = 乡 被 称 为 Shannon 小 波 。 


Haar 小 波 与 Shannon 小 波 在 以 下 意义 下 占据 了 两 个 极端 位 置 。Shannon 小 波 在 频率 域 
是 完全 局 部 化 的 ,但 在 空间 (时 间 ) 变 量 上 局 部 化 很 坏 ;相反 地 ,Haar 小 波 在 空间 (时 间 ) 变 量 上 
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是 完全 局 部 化 ,然而 对 频率 局 部 化 很 差 。 
例 5.3.6(Meyer 小 波 ) 此 时 9%>>0, 而 且 


Uo) 一 V 穴 (ao/2) — Pe = 0 (we 
函数 4 具有 以 下 性 质 :supp 9. 一 [一 8r/3, 一 2xr/3]U[2r/3,8x/3],6 为 偶 函 数 ,无 穷 次 可 微 。 
因此 e":%(w) 是 实 值 偶 函 数 ,其 Fourier 逆 变换 %z 十 1/2) 是 Schwartz 函数 类 中 的 元 素 且 为 
偶 函数 ,从 而 函数 几 * 本 质 上 支 于 区 间 T 一 [2- 作 ,2 一 (4 十 1)]。 

再 看 四 ,的 频率 局 部 化 情况 ,由 于 图,(%) 二 2 (27iw), 故 册 .，(w) 支 于 2’2x/3 过 
lwl<2'8x/3。 它 是 两 个 八 度 长 的 频率 段 ,其 平均 频率 为 c2,c 二 0 为 常数 。 该 例 中 的 通常 
被 称 为 Meyer 小 波 , 由 于 它 不 是 紧 支 集 的 (虽然 是 速 降 的 ) , 故 在 细 分 方程 (5. 3. 2) 中 ,有 无 穷 
多 个 心 天 0, 在 应 用 上 受到 限制 。 然 而 该 例 在 小 波 分 析 的 发 展 史 上 有 着 重要 的 地 位 ,而 且 在 描 
述 函 数 空 间 、 分 布 函 数 时 ,不 失 为 一 个 有 效 工具 (图 5. 9) 。 


Mo) I$(0) 
1 


0.8 


图 5.9 Meyer 小 波及 其 Fourier 变换 


目前 在 工程 界 用 得 最 多 的 是 Daubechies 小 波 。 前 面 已 介绍 过 其 尺度 函数 加 的 构造 方 
法 ,并 知道 其 支 于 区 间 [0,2N 一 1]。 其 对 应 的 小 波 如 也 是 具有 紧 支 集 的 函数 (图 5. 10)。 那 
么 其 频率 的 局 部 化 如 何 呢 ? 先 定义 一 个 指标 。 对 一 个 函数 厂 


a = sup{|| 1 Fo | + odo< oo)} 


ay 越 大 , 则 f 的 频率 局 部 化 越 好 。 - 

定理 5.3.2 存在 常数 X~0.275, 当 N 充分 大 时 ,有 AN<as say， 。 

该 定理 证 明 参见 参考 文献 [6]。 它 告诉 我 们 yr 的 光滑 度 ,同时 也 是 的 频率 局 部 化 
程度 。 

关于 尺度 函数 和 小 波 函 数 的 光滑 性 研究 ,除了 频率 方法 ,还 有 更 精致 的 联合 谱 半径 方法 。 
参考 文献 [10] 首 次 将 联合 谱 半径 方法 引进 到 小 波 分 析 领 域 。 至 今 ,联合 谱 半径 的 概念 和 方法 
已 得 到 充分 的 发 展 ( 见 参考 文献 [11,12]) ,它们 不 仅 在 尺度 函数 和 小 波 函 数 的 光滑 性 研究 中 发 
挥 了 关键 的 作用 ,而 且 为 构造 尺度 函数 和 小 波 函 数 提供 了 非常 有 效 的 工具 (除了 刚才 提 到 的 
外 ,还 可 参见 参考 文献 [2]) 。 

下 面 考查 紧 支 集 正 交 小 波 的 振动 性 。 对 于 Haar 小 波 , 它 丛 有 一 次 振动 ( 即 少 有 一 次 变 
号 )。 一 般 函 数 的 振动 性 用 所 谓 的 消失 矩 阶 数 来 描述 (消失 矩 的 定义 见 式 (5. 1. 10))。Haar 小 
波 的 消失 矩 也 是 一 阶 的 。 对 于 Daubechies 小 波 gx, 由 于 ms(o) 一 一 euCoTTJ, 以 及 
mb) 二 0,0<kCN, 因 此 m8%(0)=0,0<kCN。 从 而 (0)=0,0<hZN。. 用 Fourier 变 
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图 5.10 Daubechies 尺度 函数 和 小 波 


换 与 导数 的 关系 推出 gy 有 N 十 1 阶 消失 和 矩 。 
由 于 如 支 集 为 [一 (N 一 D),N], 可 以 证 明 如 至 少 有 AN 次 变 号 。 下 面 用 反 证 法 。 假 设 如 
至 多 只 有 N 一 1 次 变 号 , 则 有 次 数 不 超 过 N 一 1 的 代数 多 项 式 p(z) 使 得 p(x)y《z) 非 负 , 当 


然 也 不 便 为 零 , 故 | PCz)Wv(z)dz > 0. 另 一 方面 ,p(z) 是 1,z,wszw 的 线性 组 合 , 由 式 
(5.1. 10) 得 | .p(z)yv(z)dz = 0。 这 与 上 面 的 结果 矛盾 。 


对 于 非 紧 支 集 的 Meyer 小 波 y, 也 有 (0) = 0,k = 0,1,2， 于 是 | zy(z)dz 一 0， 


和 = 0,1,2,… 积分 的 存在 性 由 为 Schwartz 函数 来 保证 .虽然 Shannon 小 波 也 满足 图 ”(0) 一 
0, 二 0,1,2,…， 但 是 少 却 不 是 可 积 函 数 。 

例 5.3.7 选 定 Meyer 小 波 ,计算 函数 f(z)= |z| 一 (0 一 一 1) 的 小 波 系数 。( 参 考 文献 
[7] 的 第 一 卷 ,107 一 108) 。 

记 抽 =(f,%，)。 通 过 积分 变换 ,di 二 2*2- 澡 w,(k) ,其 中 序列 w。(k) 在 无 穷 远 处 是 速 降 
的 , 即 任 给 N, 当 |k| 一 吕 时 , w, (k) 二 O(|k|-*)。 因此 f 的 小 波 级 数 为 | z | = 


习 六 (Dary(2iz 一 和 = 杂 22y.(21z)。 对 所 有 T>0, 上 述 级 数 在 [一 TT] 中 收 化 。 


了 的 奇 点 为 z 一 0。 对 任何 e>>0, 若 区 间 [2- ,2 一 (& 十 1)] 与 [一 e,e] 不 相交 ( 即 2- 作 >e 
或 271(k 十 1) 达 一 e) ,那么 对 任何 N>1 有 性 王 2" 290 ) 一 O(C2-m ),j 一 ceo。 此 处 极 
限 过 程 为 区 间 [2- 交 ,2…(& 十 1)] 的 长 度 -~0, 即 j 一 oo, 从 而 也 有 |k| 一 oo。 由 上 面 的 估计 , 当 区 
间 [2 大 ,2 一 (4 十 1)] 离 奇 点 足够 远 , 小 波 系数 就 足够 小 。 

相反 地 ,类 似 于 1z1 一 的 周期 函数 | sin zl 的 Fourier 系数 c= (|sin zl 一,ex ) 一 
Yo 十 OCII 一 ) 说 明 在 = 一 0 处 的 奇异 性 影响 所 有 cs 模 的 大 小 。 

因此 ,用 小 波 级 数 进行 分 析 可 以 使 奇 性 局 部 化 ,这 只 要 注意 小 波 系数 在 什么 地 方 异常 地 大 
即 可 ;而 Fourier 级 数 则 完全 没有 这 种 能 力 。 关 于 小 波 级 数 与 Fourier 级 数 的 进一步 比较 ,可 
参阅 参考 文献 [7] 的 第 一 卷 ,3. 11 和 参考 文献 [17] 的 第 九 章 ) 。 
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5.3.3 快速 小 波 算法 


设 $ 为 多 尺度 分 析 的 尺度 函数 , 它 满足 细 分 方程 。y 是 式 (5. 3. 14) 定 义 的 正 交 小 波 。 那 
么 对 任何 /EL;(R), 有 两 种 小 波 分 解 式 


f(z) = 立 (fb 二 
2 


六 (帮办 (5. 3. 20) 
7 


二 


AD = 六 Dg (5.3.21) 


jw 4 


其 中 ,J 为 任何 整数 。 在 处 理 非 L:(R) 空 间 问 题 时 , 式 (5. 3. 20) 显 得 比 式 (5. 3. 21) 更 为 合适 。 
比如 , 若 了 是 积分 为 1 的 函数 , 则 式 (5. 3. 21) 的 右边 不 能 按 L, (R) 范 数 收敛 。 不 然 的 话 ,在 式 
(5. 3, 21) 右 边 逐 项 积分 会 得 到 1=0 的 矛盾 结果 ,而 用 分 解 式 (5. 3. 20) 就 可 以 避免 这 个 困难 。 

在 式 (5. 3. 20) 右 边 ,第 一 个 级 数 是 了 的 一 个 近似 ,是 f 的 模糊 不 清 的 像 、 为 了 得 到 精确 
的 ,需要 补 全 它 的 细节 。 第 一 级 细节 由 长 度 为 2-/ 的 (f, 几 ,) 给 出 ,第 二 级 细节 由 长 度 为 
2 中 的 (fri) 给 出 ……。 式 (5. 3.20) 是 分 析 学 家 多 年 来 梦想 得 到 的 , 它 是 一 个 具有 所 有 
尺度 的 局 部 Fourier 分 析 。 

在 很 多 空间 中 , 式 (5. 3. 20) 中 的 第 一 个 级 数 (回忆 一 下 , 它 就 是 P,f) 是 收 合 到 的。 因此 
在 实际 中 ,可 选取 充分 大 的 J ,使 f/ 守 PJf。 把 PJf 当成 ,对 P,f 作 小 波 分 解 ,直至 尺度 为 
27% 


三 
Pi = Dbat 3) Df (5.3. 22) 
i 4 


通过 尺度 变换 ,可 以 认为 上 式 中 力 =0。 

我 们 现在 的 任务 是 :已 知 (f, 罗 .,),kEZ, 如 何 计算 出 式 (5. 3. 22) 中 的 所 有 系数 。Mallat 
给 出 了 快速 算法 , 它 不 需要 按 定义 求 积分 ,而 是 用 所 谓 的 子 带 编码 算法 。 为 方便 起 见 , 令 以 一 
(fb) d= pa REL, 记 o=(c),d’=(di), 

根据 细 分 方程 (5. 3. 2) 和 (5. 3. 14) 分 别 得 


$4 一 让 Dh jean (5. 3. 23) 
bit = 让 Dat (5.3.24) 

其 中 ,g =( 一 1)" 和 加-,。 于 是 有 分 解 算法 
d= 点 忆 hacttt, di = 点 忆 Bonicst (5.3.25) 


反 过 来 , 若 已 知 式 (5. 3. 22) 右 边 的 系数 心 -:,…,de 和 c* ,如何 重 构 co/ 呢 ( 见 图 5. 11)? 


de 
~ 


图 5.11 
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由 于 Pf=P。f 十 Qf 两边 与 及: 作 内 积 得 c! 一 GE 十 四 (网 由 人 。 
在 式 (5. 3. 23) 和 式 (5. 3. 24) 中 令 j= 二 0, 并 将 所 得 的 关系 式 代 入 上 式 , 得 重 构 公式 cf = 
去 Cu acs 十 grad?)。 一般 地 有 


dC 超 D et + gmdi) (5. 3. 26) 


依次 对 j= 二 0,1,…,J 一 1 使 用 上 面 方法 ,最 后 得 到 c 。 
上 述 分 解 与 重 构 即 为 著名 的 Mallat 算法 。 
在 前 面 的 分 解 和 重 构 中 ,我 们 是 对 函数 而 言 的 。 下 面 说 明 一 下 对 序列 而 言 ,分 解 和 重建 仍 
然 成 立 ,这 只 需 注意 到 
Dhihirim = 6m, SEE 一 Do，VYmEZ (5.3.27) 


对 于 离散 信号 c+!( 它 不 必 等 于 ((f, 罗 +1.4)) ,利用 式 (5. 3. 25) 求 出 和 d’。 利 用 式 
(5. 3, 27) ,通过 简单 计算 就 可 以 知道 , 重 构 公式 (5. 3. 26) 仍 然 成 立 。 
对 于 序列 (h,), 和 (gs), 分 别 定义 l;(Z) 到 4,(Z) 的 算 子 : Ya= (as),€li, (Ha), = 


让 (Ga), = 起 2ere 它们 都 是 离散 型 的 卷 积 算 子 ,也 是 工程 上 常 说 的 滤波 。 


五 和 G 的 共 示 算 子 分 别 为 (H* a)。 = 点 忆 ha (Go 一 去 > Bai 


我 们 用 |24 表示 下 采样 算 子 :Ca), 一 Cas), 即 保留 偶数 下 标的 子 序列 。 用 |2 人 | 表示 上 采 
样 算 子 , 即 把 (…,a-:ya-iyaoyaiyaz,…) 上 映 到 (…,a-:,0,a-iy0,ao,0,ai,0,ai,…) 便 得 到 图 
5. 12 所 示 的 分 解 重 构图 。 


图 5.12 Mallat 算法 分 解 重 构图 


为 了 考查 Mallat 算法 的 运算 量 , 假 定 序 列 (h,), 只 有 M 项 不 为 零 ,而 且 假设 输入 信和 号 cf 
是 以 2’ 为 周期 的 (在 实际 应 用 中 也 往往 如 此 )。 容 易 验 证 qi 一 cy ,di=diyw ,j 和 J 一 1, 即 c， 
邮 都 以 2 为 周期 。 因 此 对 co’ 和 d’ 而 言 ,只 须 计 算 2; 个 值 就 足够 了 。 由 于 (h,) 和 (g,) 都 只 有 
M 项 不 为 零 , 故 每 个 ci( 或 改 ) 计 算 , 至 多 需 M 次 乘法 ,M 一 1 次 加 法 。 而 分 解 过 程 中 需 计算 的 
cd 的 个 数 为 202 十 2 一 十 … 十 1) 一 2 。 因 此 分 解 过 程 所 需 的 运算 量 为 :乘法 2MN 次 ， 
加 法 24M 一 DN 次 ,其 中 N=2 为 输入 信号 c! 的 长 度 。 

分 解 后 需 存储 (传输 ) 的 系数 为 由 ，,…,d',d? 和 ,其 个 数 为 2 一 十 2 天 十 … 十 1 十 1 一 
2!。 它 与 c/ 的 长 度 一 样 。 
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在 利用 小 波 系 数 4',…,d' ,d? 和 c* 重建 cf 的 过 程 中 ,需要 计算 的 系数 个 数 为 2*' 一 2。 
计算 全 部 系数 需要 的 乘法 次 数 和 加 法 次 数 分 别 与 分 解 时 的 乘法 和 加 法 次 数 相 当 。 

由 此 可 见 Mallat 算法 的 运算 量 为 O(N)。 从 阶 上 来 看 , 优 于 快速 Fourier 变换 的 运算 量 
OCNlog:N)。 

在 上 述 Mallat 算法 中 ,似乎 (h,) 和 (g,) 的 地 位 是 一 样 的 。 下 面谈 谈 二 者 的 区 别 。 由 式 
(5.3.9) 知 ，D)h, = 2. 而 由 式 (5. 3. 8) 和 式 (5. 3. 9) 知 ,mo (x) = 0。 再 根据 式 (5. 3. 16) 得 到 


m1(0) 二 0, 从 而 >)g, = 0。 因此 (h,), 和 (g,), 分 别 为 低 通 滤波 器 和 带 通 滤波 器 。 这 样 ,c; 是 


c+ 的 模糊 化 (光滑 化 ) 或 近似 ,a’ 代表 ec 六 与 之 间 的 差别 ,通常 称 为 细节 信号 。 举 一 个 例子 
说 明 上 述 想法 。 
例 5.3.8 选 定 Haar 小波。 只 有 h。=h, 二 1, 其 他 4h, 二 0。c? 是 以 8 为 周期 的 信号 , 它 在 
一 个 周期 的 值 为 (0,1,2,2,3,3,3,2)。 由 式 (5. 3. 25) 求 出 c,d’,j 二 2,1,0。 下 面 列 出 它们 在 
各 自 一 个 周期 上 的 值 。 
1 


c=,4,6,5) 中 二 工 (一 1,0,0,1) 


V2 V2 
上 1 1 
= 有 5,1D, 中 一 去 (一 3,1) 

1 1 
= 到 (8)， 中 = 一 元 (3) 

V2 V2 


车 c* 是 在 单位 时 间 上 抽样 , 则 c* 的 每 一 项 代表 的 是 c 在 2 个 单位 时 间 的 模糊 像 。 比 如 c: 中 
的 第 三 项 6/V2 是 c 中 第 五 和 第 六 个 单位 时 间 上 的 值 3 和 3 的 模糊 。 类似 地 ,c! 中 的 每 一 项 代 
表 c 在 2:==4 个 单位 时 间 上 的 模糊 。 由 此 也 知道 了 co 是 原始 信号 c! 在 不 同 尺 度 下 的 模糊 ， 
(或 称 为 近似 ) 。 
qd 中 的 每 一 项 代表 了 < 在 第 2k 十 1 个 单位 时 间 与 第 2k 十 2 单位 时 间 上 二 个 值 的 差别 ， 
4A=0,1,2,3。 当 这 两 个 值 相差 不 大 时 ,对 应 的 小 波 系数 也 就 小 。 比 如 在 c: 中 第 三 项 与 第 四 项 
相等 , 它 对 应 于 d* 中 第 二 项 为 零 !c: 中 第 五 项 和 第 六 项 相等 ,对 应 d? 中 第 三 项 为 零 。 对 d 也 
可 作 上 述 解 释 , 即 它 描述 了 c? 的 值 的 变化 。 比 如 c: 中 第 一 项 与 第 二 项 相差 较 大 ,对 应 的 小 波 
系数 为 一 3/2, 而 c* 中 第 三 项 与 第 四 项 相差 较 小 ,对 应 的 小 波 系数 为 1/12。 由 于 c* 是 c 在 2 个 
单位 时 间 上 的 近似 ,我 们 也 可 以 直接 认为 d? 表现 了 c 每 2 个 单位 时 间 上 的 值 的 变化 。 由 于 
0 中 第 一 个 2 个 单位 时 间 上 的 值 (0,1), 与 第 二 个 2 个 单位 时 间 上 的 值 (2,2) 相 差 较 多 , 故 对 应 
的 小 波 系数 一 3/2 较 大 ( 指 绝对 值 )。 同 理 ,dn 的 值 反映 了 cs 在 第 一 个 4 个 单位 时 间 上 的 值 
(0,1,2,2) 与 第 二 个 4 个 单位 时 间 上 的 值 (3,3,3,3,2) 的 差别 。 
现在 来 看 一 下 离散 信号 的 Mallat 算法 的 能 量 守恒 问题 。 此 时 ,仅仅 假定 mw (w) 满 足 式 
(5. 3. 8) 和 式 (5. 3. 9)( 即 ,并 不 假定 m。 (wm) 能 生成 一 个 多 尺度 函数 来 分 析 )。 此 时 , 式 (5. 3. 17) 
是 酉 阵 。 引 入 记号 
Paulw) = 让 De Palw) = 超 Dhme* 
Po = 让. Pu(w) = 塌 2ieerer 
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由 于 下 述 等 式 (参看 参考 文献 [6] 第 140 页 ) 


1 1 
mo(w) mol(w+x) pe Pu(2w)1|v2Z V2 
m(w) m(w+r)) [Po(2w) Pi(2w) ei 


其 中 等 式 的 左边 和 右边 第 二 个 矩阵 是 丁 阵 ,因此 ,等 式 的 右边 第 一 个 答 阵 
Po (2w) | 

Po(2w) Pu(2w) 

亦 是 西 阵 。 记 co (w) = Deie ,di(w) = 2die， 众所周知 , 我 们 有 


3 Idl:= 去 | ew) jzdw， > ladil: = 去 广 | di(w) 1:dw (5.3,28) 


Plw) := | 


再 记 cf (wo) = Di'e cf (w) = 2c 织 ,e-*, 则 小 波 分 解 算法 可 以 用 下 面 的 等 式 描述 


ow) cf (w) 
| j= P(w) 
di(w) A (w) 


由 于 矩阵 P(w) 的 本 性 ,有 |c (Co)1: 十 1 (o) 且 一 1crio) 有 十 |dro)1:。 
[0,2zx] 积 分 再 除 以 2r, 得 Daa 十 | di |) = SE 时 十 | 1) = 2 ltl 
它 得 出 ， Vj 二] 有 能 量 守 便 公式 


忆 1d= Diet + 人 DI 


上 式 在 正 交 小 波 分 解 时 可 由 式 (5. 3. 22) 立 刻 推出 。 但 是 我 们 现在 仅仅 在 假定 矩阵 
(5. 3. 17) 为 西 阵 的 条 件 下 得 到 了 该 公式 。 
对 于 以 N=2! 办 局 测 的 信号 ,上 江 有 有 它 的 并 他 结 果 ; YOSj SJ ~—1, 


[1 3-1 


a 
3 lerrs la 上 (5.3.29) 
名 


此 时 ,c' 等 同 于 一 个 N=2! 向 量 (cd ,cd ,…vck-,)。Mallat 算法 可 以 看 成 是 N 维 向 量 空间 C* 
上 的 线性 变换 , 它 把 c! 映 到 (di ,di ,…,dovca)。 后 者 也 等 同 于 一 个 N 维 向 量 。 式 
55. 3. 29) 告 诉 我 们 , Mallat 算法 是 C* 中 的 保 范 变换 , 即 是 酉 变换。 根据 线性 代数 的 知识 ， 
(dd ,dn ,ec ) 是 cf 在 另 一 组 标准 正 交 基 下 的 表示 。 这 一 组 标准 正 交 基 就 是 所 谓 的 
离散 小 波 基 ( 在 通常 应 用 中 并 不 需要 写 出 基 的 具体 分 量 )。 以 Haar 滤波 器 各 ==h, 二 1 为 例 写 
出 N=2 时 的 离散 小 波 基 为 行 向 量 的 矩阵 如 下 : 
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了 谍 1 1 1 1 1 1 
VE V8 VE V8 V8 V8 Vs vs 
eh 1 1 之 省 1 1 1 
VE V8 VE Vs J J V8 Vv 
| 1 1 
了 0 
2 Co 
1 1 | 
0 0 0 0 雪 到 -五 一 
w= 
1 1 
三 -三 0 0 0 0 0 0 
Vi V2 
1 1 
0 0 二 -二 0 0 0 0 
Vi vi 
1 1 
0 0 0 0 过 -二 0 0 
V2 V2 
1 1 
0 
VZ VZ 


若 把 多 尺度 分 析 中 的 V， 理解 为 目前 的 2: 维 向 量 空间 ,那么 矩阵 W 中 第 一 行 相当 于 V, 的 基 ， 
第 二 行 相当 于 W。 的 基 , 第 三 、 四 行 相当 于 W, 的 基 , 第 五 至 第 八 行 相当 于 W 的 基 。VYzER' 
在 Haar 小 波 基 下 的 系数 向 量 (co ,de ,ds ,di ,ds,di ,di ,di)" 就 是 Wz。 

最 后 谈 谈 高 维 Mallat 算法 。 它 既 可 以 用 一 维 的 张 量 积 形式 ,也 可 以 用 一 般 的 方法 。 我 们 
以 二 维 为 例 介绍 前 者 ,后 者 的 介绍 可 参见 参考 文献 [6] 。 

设 二 维 信号 cf = (cu。)wo ,分 解 公式 为 


1 
hi = BE nm hn ts, 


mm 


d= 诗 D Be 

i (5. 3. 30) 
人 
CD 


是 ci: 的 近似 。d "反映 ce: 沿 水 平方 向 的 变化 ,dv 反映 cf" 灌 垂 直方 向 的 变化 ,而 dv" 则 
对 应 c 必 沿 对 角 线 zy 方向 的 变化 。 
= 小 这 要 扫 的 和 物 公 式 为 


的 一 去 ¥ (Di hn th 二 Dm Ed 十 
Ee he + Be a Bd) (5.3.31) 
与 一 维 情形 一 样 ,分 解 和 重建 的 运算 量 均 为 OCN) N 为 输入 数据 的 长 度 。 
5.3.4 小 波 与 函数 空间 
小 波 的 一 个 有 趣 特点 是 , 它 不 仅 能 成 为 L,(R) 的 标准 正 交 基 , 而 且 还 为 许多 其 他 空间 提供 
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无 条 件 基 。 
先 回顾 一 下 ,Banach 空间 王 中 的 序列 el ,ez,e,… 被 称 为 是 一 组 Schauder 基 , 若 对 任何 


<E E 存 在 惟一 的 数列 (p,), 使 得 lim | z 一 > wes | :== 0。 此 时 x 表示 为 下 述 级 数 的 和 
z= bp (5.3. 32) 


车 对 于 自然 数 之 间 的 任意 置换 o 都 有 工 = bo ， 则 称 级 数 (5. 3. 32) 无 条 件 收敛 到 z。 


车 对 任 一 切 zxE 巨 , 式 (5.3. 32) 无 条 件 收敛 到 z, 则 称 e ,e; ,es,… 是 下 的 一 组 无 条 件 基 。 

要 求 一 组 Schauder 基 是 一 组 无 条 件 基 的 另 一 种 说 法 是 :能 和 否 找到 一 个 准则 ,使 得 级 数 
(5. 3. 32) 的 收敛 性 只 与 w 的 模 |p | 的 大 小 有 关 。 明 确 地 说 ,一 组 Schauder 基 是 无 条 件 基 的 
充 要 条 件 是 下 述 二 者 之 一 成 立 : 


(1) 若 如 je, 收敛 , 则 对 任何 数列 (及 ) ,只 要 满足 1 8 | 之 | me | Vn 风 级 数 守 pe 一 定 
收敛 ， 
(2) De 收敛 , 则 任 取 正 负 号 ， 级 数 六 土 [we, 收敛 。 


(ee je 是 已 [0,1] 的 标准 正 交 基 , 当然 也 是 无 条 件 基 。 但 是 它 不 是 任何 Lv,[0,1] 
a 例如 下 述 两 个 级 数 


Dre, Be iV， ern ， 
其 系数 的 模 是 一 样 的 ， 奇异 点 也 都 是 z= 0。 当 二 -0 时 ， 第 一 个 级 数 的 性 态 形 如 |zl1-%' ,而 第 
二 个 级 数 当 xz 一 07 时 形 如 ln z, 当 ->0 时 形 如 |z|-*。 故 第 一 个 级 数 属于 Le[0,1], 第 二 个 
不 属于 Le[0,1]。 

车 采用 Haar 小 波 基 ,上 述 问题 就 不 会 发 生 。 将 Haar 小 波 基 限 制 在 [0,1] 上 , 即 考虑 几 ，， 
0<k<2i,0<j, 再 加 上 尺度 函数 $x)=1,zE[L0,1]。 它们 便 是 L,[0,1],1 二 p 二 oo0, 的 无 条 
件 基 (L;[0,1],L-[0,1] 上 没有 无 条 件 基 )。 而 对 于 光滑 函数 空间 ,不 连续 的 Haar 函数 系 已 
经 无 能 为 力 了 。 

正 是 在 这 一 点 上 ,光滑 的 小 波 显 示 出 它 的 作用 。 由 于 小 波 的 衰减 ,光滑 与 消失 矩 等 良好 性 
质 ,小 波 基 构成 熟知 的 函数 空间 的 无 条 件 基 。 我 们 只 需 根据 系数 的 模 ( 太 , 几 ,的 大 小 来 判断 太 
的 幅 值 .光滑 性 等 性 质 ， 由 于 篇 幅 以 及 知识 所 限 , 我 们 只 列 出 一 些 判 据 ,其 证 明 可 参阅 参考 文 
献 [6] 的 第 五 章 。 

(1) L,(R) (1 二 p 二 oo) 空 间 


f EL DGD LS spl) € LR)SO 
EF3 


(Bn Tope) € LR) 
其 中 ,x 为 特征 函数 。 
(2) Sobolev 空间 
对 任何 实数 *, 定 义 Sobolev 空间 为 
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W'(R) = {ffiarioly | few ldo < oo) 
假定 小 波 有 7 阶 导数 ,1s|<r, 那 么 
f EW BRED | fp PEF) € LR) 
oy 


(3) Halder 空间 
对 s==n 十 a,n 为 自然 数 ,0 二 a 二 1。 定义 H6lder 空间 为 
dE 
CR) = (fe LR N CCD | sup x+h) C2) | <=} 


lal® 
若 小 波 少 有 阶 导 数 ,s<r, 那 么 
fECRHFI SH A SM, fp) [< M2 , yh EZ,j>0 

其 中 ,M 为 常数 。 

对 于 一 1, 用 所 谓 的 Hardy 空间 Hi 代替 L, (R) ,可 以 得 到 类 似 于 L, (R) 的 刻画 特征 ,而 
上 L-(R) 的 代替 空间 为 有 界 平 均 振动 空间 (BMO 空间 )。 详 细 内 容 参阅 参考 文献 [6] 第 五 章 。 

同 连 续 小 波 一 样 , 正 交 小 波 也 能 提供 检测 奇异 点 和 奇异 点 处 的 Lip 指数 。 为 简单 起 见 , 考 
查 0<a<1 的 情况 。 假 定 是 紧 支 集 ,有 一 阶 连续 导数 的 正 交 小 波 。 

定理 5. 3. 3 (1) 车 /€ Lips, a (其 定义 见 定义 5. 1.4, 则 | (fb4) | 委 c2-e+ 
(1+|2z0—k|") ,j,kEZ, 

(2) 反之 , 设 上 式 成 立 , 且 JE Lips, e,0<e<a, 那 么 | f(x) 一 F(zo)1 和 clz 一 ze| (1+ 


1inlz 一 zl)。 
5.3.5 向 量 小 波 基 


对 于 紧 支 集 的 Daubechies 正 交 小 波 ,除了 Haar 小 波 以 外 都 不 具有 对 称 性 。 也 就 是 说 
不 存在 实数 1 和 ,使 W%z 二 A)=e“yYCz 一 ,rzER。 

对 任何 紧 支 集 正 交 尺 度 函数 由 除了 gz) 一 Xi (Cz) 以 外 都 没有 对 称 性 ,而 对 称 性 在 应 用 
中 是 一 个 较为 重要 的 性 质 。 为 了 克服 这 个 困难 ,有 两 个 改进 方法 。 一 个 方法 是 用 多 个 小 波 函 
数 代 奉 一 个 小 波 ,就 是 向 量 小 波 ; 另 一 个 方法 是 用 整数 m 二 2 代替 式 (5. 3. 2) 中 伸缩 因子 2, 本 
小 节 介 绍 前 者 。 若 不 要 求 此 或 内 的 正 交 性 , 见 5.4 节 。 

先 扩充 多 尺度 分 析 的 概念 。 我 们 称 L; (R) 中 闭 子 空间 序列 {V)》 为 多 尺度 分 析 , 若 它 满 
足 定义 (5. 3. 1) 的 条 件 (1),(2),(3) 和 下 面 的 条 件 。 

(4 ) 存 在 7 个 函数 $8,…,p"” 使 得 {$7?(z 一 k)|11<j<<r,hEZ} 成 为 V. 的 标准 正 交 基 。 

今后 称 二 (#，”，,…,$"”)" 为 向 量 尺度 函数 。 类 似 于 式 (5. 3. 2) ,存在 > 阶 矩 阵 序列 , 仍 记 
为 {hi) ,使 

@(z) = Dh@2r—k) (5. 3. 33) 


tez 

再 记 Wi; 为 V; 在 Vi.; 中 的 正 交 补 。 那么 在 W。 中 存在 ~ 个 函数 J" ,…,wn 使 得 
{89(z 一 和 11<j<r,kEZ) 成 为 Wo 的 标准 正 交 基 。 令 更 = (%D ,…, 岁 " )T( 称 它 为 向 量 小 
波 ), 则 有 -~ 阶 矩 阵 序列 g, ,使 


(7) = 28,@(2z 一 避 (5.3. 34) 
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完全 类 似 地 定义 > 阶 矩 阵 ms(w) 二 hie >,m(w) 一 》)gre 与 前 面 证 明 (5.3.17) 
为 酉 阵 一 样 ,可 证 明 2r 阶 矩 阵 


| 让 (5. 3. 35) 


mi(w) mm (wn) 
必 为 西 阵 。 反 过 来 ,车 (5. 3. 35) 是 酉 阵 ,那么 由 (5. 3. 34) 定 义 的 时 必 是 正 交 向 量 小 波 ,其 证 明 
同 一 1 时 ( 即 引 理 5. 3.4) 完 全 类 似 。 
下 面 介绍 一 个 例子 , 它 是 利用 分 形 插值 而 被 发 现 的 。 在 这 个 例子 中 取 


6+6e™ 8V2 
mw) = 0 lt te le ge 
Va 
1 [= te +10 30 
mw) = 高 V2 
一 1 十 9e ”十 ge 一 em Vi-—3—3e") 


记 命 =( 训 ,各 )" 为 四 的 Fourier 变换 。 那 么 @(ow) = mo (2-1o)@(2-:w)。 因 此 ,@@(0) 一 
(V2,1)7 且 是 m,(0) 的 对 应 于 特征 值 *=1 的 特征 向 量 。 通 过 迭代 可 得 
@(o) = limmo(2-w)…mo(2-ww)CV3,1)T 
由 上 式 定 义 的 四 是 一 个 正 交 的 向 量 函数 (参见 参考 文献 [13]) 。 为 了 说 明 @ 的 性 质 ,引入 
函数 光一 大 (由 (z) 二 页 (z 一 1))。 那么 sz), 和 (x) 满足 下 面 的 细 分 方程 


s(7)= 而 (6s(2z) 十 6s(2z 一 2) 十 8 史 (2z) 十 8 史 (2z 一 2)) (5.3.36) 


br) = 赴 一 5(2z) 十 105(2z 一 1) 一 5%(2z 一 2) 一 3 史 (2z) 十 


10#, (2 —1) 一 3 加 (2z 一 2)) (5.3.37) 

利用 式 (5. 3. 36) 和 式 (5. 3. 37) 可 以 得 到 册 , 内 的 下 述 重要 性 质 。 

(1) 对 称 性 

以 SCz) 一 s(2 一 z) 和 殉 (z) 一 点 (2 一 z) 分 别 代替 s(z) 和 gz), 式 (5.3.36) 和 式 (5.3.37) 
仍 成 立 。 由 方程 (5. 3. 36) 和 (5. 3. 37) 解 的 惟一 性 ,可 知 s(x)=5(z)=s(2 一 z) 和 加 (zx) 二 
更 (z) 一 央 (2 一 z)。 由 s(z) 的 定义 ,加 关于 z 一 1/2 是 对 称 的 。 

(2) 短 支 集 

由 方程 (5. 3. 36) 和 式 (5. 3. 37), 用 标准 方法 ,可 以 证 明 ,s 和 网 支 于 [0,2]。 因 此 有 
supp$, S[0,1],$ S00,1]。 

《3) 二 阶 精度 


函数 失 z) 二 s(z) 十 和 Cz) 满足 函数 方程 $Cz) 一 计 $2z) 十 $(2z 一 1) 十 二 8(2z 一 2), 且 
s(1) 十 点 (1) 一 1。 由 于 “ 帽 函数 ” 
ze [0,1] 
oo zeE[l,2] 
0， 其 他 
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是 满足 上 述 函 数 方程 以 及 $(1) 二 1 的 惟一 解 , 故 s(z) 十 如 (x) 二 $"(z)。 于 是 由 的 性 质 ,不 
难 验证 > (s(x 一 和 十 各 (z 一 和 ) 二 D8 Cz 一 和 二 1 和 了 kGs(r 一 和 十 加 (rz 一 k)) 一 
和 ‘ 


4$* (zx 一 k) 二, 因此 1 和 xz 都 可 以 用 {各 (zx 一 和 ) ,各 (Zz 一 )}iez 的 线性 组 合 来 表示 ,这 说 明 
7 


号 有 二 阶 逼 近 度 。 我 们 稍 后 解释 逼近 度 的 含义 。 

现在 看 看 小 波 几 ,内 的 性 质 。 注 意 到 mo(w) 的 第 二 行 ( 它 给 出 各) 与 mi(w) 的 第 一 行 ( 它 
给 出 几 (z)) 的 差别 在 于 第 二 个 元 素 中 e“ 的 系数 分 别 为 1/2 和 一 1/2, 因 此 内 (z) 一 各 (Z) 一 
2 风 (2z 一 1)。 于 是 supph 导 [0,2)。 由 名 的 对 称 性 ,办 (z) 关 于 z 一 1 对 称 。 而 在 表达 式 


内 (z) = 击 (%(2z) 一 9#.(2r 一 1) 十 9 加 (27 一 2) 一 和 (27 一 3)) 十 


3 gc27) 一 点 (2z 一 2)) 


中 ,每 一 个 方 括号 都 是 关于 z=1 的 反对 称 函 数 ,因此 办 (zx) 也 是 关于 x+=1 的 反对 称 函 数 。 
现在 解释 一 下 向 量 尺度 函数 @ 通 近 度 的 含义 。 对 / E W', 定义 flw = 


(| aro) | fo do 

记 Pi1 是 /在 V 中 的 正 交 投影 。 称 @( 严 格 说 是 @ 分 量 的 整 平移 ) 有 mm 阶 逼 近 度 ,车 
VfEW' 成 立 不 等 式 ef 一 Pf :<c2 "fw 7EZ。 

由 于 在 小 波 分 析 的 应 用 中 ,第 一 步 需要 用 P,f 代替 太 , 所 以 逼近 度 的 大 小 直接 影响 近似 的 
好 坏 。 

而 向 量 尺度 函数 @ 的 盐 近 度 大 小 ,与 它 能 生成 的 多 项 式 的 次 数 高 低 密 切 相关 。 设 
四 = ( 风 ，…, 风 六 的 分 量 册 ,…,g 都 是 紧 支 集 的 函数 , 称 四 (或 @) 的 整 平移 ) 生 成 多 项 式 x", 若 
有 序列 b= (b,(k)),,1<j<r, 使 得 zx" = bp Db (kb (zx— hk) 


全 tet 

已 经 证 明 ,@ 有 m 阶 通 近 度 的 一 个 充 要 条 件 为 :@ 生成 多 项 式 1,z,…,z"!。 这 个 条 件 

在 一 1 时 显得 更 为 简洁 , 即 $ 有 m 阶 逼 近 度 的 充 要 条 件 是 m;* (x) 二 0,0<<k<m。 后 一 条 件 
的 验证 极为 方便 。 


5.4 双 正 交 小 波 基 


解决 紧 支 集 正 交 小 波 ( 除 Haar 小 波 外 ) 缺 乏 对 称 性 的 办 法 ,除了 用 正 交 向 量 小 波 外 ,还 可 
以 用 双 正 交 小 波 。 有 关 正 交 小 波 的 理论 差不多 都 可 以 推广 到 双 正 交 小 波 。 从 应 用 上 来 看 , 双 “ 
正 交 小 波 并 不 比 正 交 小 波 复杂 ,现在 已 有 一 系列 的 双 正 交 小 波 构造 办 法 。 双 正 交 小 波 也 是 从 
多 尺度 分 析出 发 , 先 要 将 定义 (5. 3. 1) 中 的 条 件 (4) 的 正 交 基 条 件 减弱 为 Riesz 基 条 件 。 为 此 ， 
先 介绍 Riesz 基 的 定义 。 

设 {e,} 是 Hilbert 空间 互 的 一 组 基 。 若 存在 正 数 ' ,c, 使 得 Y (5b,), E14 ,成 立 


(Do) SD <e D161) 
则 称 {e,} 是 万 的 Riesz 基 。 
我 们 称 闭 子 空间 序列 VSL(R) ,jE ZZ 是 一 个 多 分 辨 分 析 ( 多 尺度 分 析 ), 若 它 满足 定义 


260 现代 数学 基础 


5.3. 1 中 的 条 件 (1),(2),(3) 和 下 述 条 件 

(4) 在 V。 中 存在 $ 使 得 { 失 z 一 k))iez 是 Vo 的 Riesz 基 。 

构造 双 正 交 小 波 的 出 发 点 是 ,假定 有 两 个 多 尺度 分 析 {V;}); 和 1{V),。$,3 分 别 是 其 尺度 
函数 。 我 们 称 $ 和 $3》 为 双 正 交 尺 度 函 数 , 若 ($,3(。 一 k)) 二 6.，， veez. 由 于 $ 和 弛 都 有 自 
己 的 细 分 方程 ,除了 式 (5. 3. 3) 以 外 还 有 


3 ~ w/w 
Mw) = (2)(F), “ER (5.4.1) 
由 双 正 交 性 知 ,代替 式 (5. 3. 8) 的 是 
mo (w) Roo) 十 mo(w 十 xz) mrt Ta = 1 (5.4.2) 


令 mi(w) 二 一 er" 疯 ,lw 十 7), 克 (ww) 二 一 e-“mo(w 十 )。 那 么 对 wER, 由 式 (5.4.2) 以 及 
m《w) , 疯 ! (w) 的 定义 可 知 
区 mo (wn) 


m(w) ml(wt7) 


[Mow) molw+ rn) 


(再 (w) 桨 ,(w 十 7) 


是 单位 矩阵 。 
通过 Fourier 变换 定义 双 正 交 小 波 函 数 
Ko) = mw/D Bw/2), Hw) = mw/2) Bw/2) 
那么 可 以 由 多 和 8 的 双 正 交 性 推出 少 和 乡 的 双 正 交 性 
《90 一人) 一 65， YAEZ 
小 波 与 "对方 的 "尺度 函数 也 有 正 交 性 
prBo— hk)) = (9,$(—k)) = 6,,, VeEZ 
由 此 可 证 明 引 理 5. 3. 4 在 双 正 交情 形 的 类 似 结果 , 即 Vi, = Vs 十 Wo, Wu 上 镶 , 而 
{Vz 一 如 是 Wo 的 Riesz 基 ,{%z 一 和 ,gz 一 人 )}) 是 Vi 的 Riesz 基 。 因 此 , VfEV, 有 分 解 
一 加 和 (一 久 十 Ddiy lr—h) 


tez 


另 一 方面 ,由 于 { 则 4) 是 Vi 的 Riesz 基 , 故 有 /= cp。 


全 
一 般 地 ,定义 W, = {g (2'x)|g EW。)。 有 分 解 式 Vj.i 二 V, 十 W;,W, 上 VV。 进 而 Vi 一 
Wt Wt Wi t+ VW; LD, ,Yjo<j 
对 fEV), 有 下 面 不 同 的 表达 式 
f= Dd = ts 本 + 人 Day, (5.4.3) 


Ea 所 忽 

如 何 计算 这 些 系数 呢 ? 这 就 要 用 到 ? 和 几 。 先 看 第 一 个 级 数 中 c! 的 表达 式 。 将 该 级 数 与 
$4 作 内 积 , 由 (#48) 二 Ge sh,kEZ, 可 知 dc 二 (f ,3.4) ,hEZ。 

注意 到 (入 多 4 二 ( 风 41 了 ,.x) 二 0， Yk,k'EZ。 把 式 (5.4. 3) 中 最 右边 分 别 与 ,和 多 
作 内 积 , 得 

R=) d=(f,%), keEZ (5.4.4) 

这 里 ,系数 cf , 改 表示 为 两 个 函数 的 内 积 。 然 而 ,与 正 交情 形 一 样 , 在 已 知 cl ,kE ZZ 的 条 件 下 ， 
系数 必 ,di 的 计算 并 不 需要 公式 (5. 4.4)。 为 说 明 这 一 点 , 记 
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mo(w) = De Nw) = De 
mi(w) 一 Dae, 元 (w 二 南 
则 类 似 于 式 (5. 3. 25) 有 分 解 公式 
a - 廊 > ham, d= 万 2 sae 
重 构 公式 则 与 式 (5. 3. 25) 一 样 
1 — LI he + gadi) 
+ 琅 2>"* ci 十 BB 
由 此 可 见 ,分 解 和 重 构 是 用 两 对 滤波 器 进行 的 。 值 得 指出 的 是 , 双 正 交 小 波 变换 的 运算 量 


与 正 交 小 波 变换 的 运算 量 是 同 阶 的 , 均 与 原始 数据 长 度 同 阶 。 
关于 紧 支 集 双 正 交 尺 度 ,小 波 函 数 已 有 不 少 例子 。 从 上 面 介绍 可 知 , 先 可 确定 mw。 和 mo 。 


选 定 mC = (党 一) ,Cohen 等 给 出 了 与 之 对 应 的 一 闫 元.nn Cw) (参看 参考 文献 [14])，。 


显然 如 (由 mo.w 确 定 ) 是 对 称 ,而 由 ro.v.s (w) 确 定 的 P,w 中 (同一 个 N 对 应 若干 六 ) 有 不 少 也 
是 对 称 的 。 由 它们 生成 的 双 正 交 小 波 $ 和 Vw.s 随 之 也 是 对 称 的 (图 5. 13) 。 


| 2 
中 1 
f 0.5 vy 
| 0 
一 0.5| 机 i ~ 一 人 
-2 0 2 -2 0 2 4 
x x 
1.5 2 
下 1 
[Bd 可 
了 0 
-0.5 -1 
i 六 让 2 4 -2 0 2 4 
党 x 


图 5.13 N=N=4 时 的 双 正 交 小 波 


5.5 正 交 基 库 与 最 优 算法 


小 波 算法 的 特点 是 把 一 个 离散 信号 co*! 分 解 为 模糊 像 = 和 细节 心 ,保留 必 不 动 而 分 解 c/ 
为 0 和 必然 后 又 分 解 " , 等 等 。 最 后 得 到 原始 信号 的 (离散 ) 小 波 系数 。 小 波 包 的 思想 
是 把 4 与 同等 对 待 ,也 要 进行 分 解 ,这 样 就 可 以 得 到 c 在 很 多 基 下 的 表示 。 这 些 基 构 成 一 
个 正 交 基 库 。 同 样 地 ,局 部 正 余 ( 弦 ) 基 也 是 一 个 正 交 基 库 。 它 们 的 相同 之 处 在 于 ,都 有 一 种 树 
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结构 。 从 而 ,我 们 可 以 容易 地 挑选 出 关于 信号 的 最 优 表示 。 这 方面 的 开创 者 是 Coifman， 
Meyer 和 Wickerhausr。 

本 节 593 介 绍 小 波 包 、 局 部 正 余 ( 弦 ) 基 和 最 优 基 选 择 。 作 为 例子 ,将 介绍 快速 的 近似 主因 
子 分 析 。 
5.5.1 正 交 小 波 包 

为 了 方便 ,我 们 对 滤波 器 作 一 点 修改 。 

定义 5.5.1 称 实 序列 A= (各 )* 满足 一 阶 求 和 法 则 , 若 它 满足 

(D Dha = Pha 一 1/VZ; 

(2) Dhirahs 一 六 /2 € Z。 

记 满足 一 阶 求 和 法 则 的 序列 全 体 为 5S。 给 定 h==(h,),E 5, 定 义 序列 g = (ge 其 中 全 
= (一 Di-e，AE Z。 根据 g, 的 定义 ,g 也 有 类 似 于 (2) 的 性 质 

guogs = 习 ( 一 Deoh as( 一 DO =6/2, Ynez 
因此 ， 
Dhiahitgramg) = nmEZ (5.5.1) 


下 面 是 实 空间 4(Z) 到 /,(Z) 的 两 个 算 子 , 它 们 是 小 波 分 解 算法 中 的 [24]。 对 s=(s,),€ 
Lz(Z) 有 


(FD = Dhras, (FD)= Darrs, i€EZ 
7 7 
Fe,F, 的 共 二 算 子 F? ,F; 就 是 小 波 重 构 算法 中 用 到 的 [2 个 ]。 由 下 式 给 出 
(Fa 一 hrart (Frz)= Dgur, i€EZ 
7 ‘ 


请 读者 注意 ,虽然 表面 上 看 ,F。 与 F; ,FF 与 F; 的 区 别 仅 仅 在 于 求 和 中 ,交换 了 下 标 i,k。 然 
而 , 正 是 这 种 交换 产生 了 它们 之 间 本 质 的 区 别 。 
由 等 式 (5.5. 1) 我 们 有 
FiFost+FiFs=s, Yse€/(2) (5.5.2) 
另 一 方面 ,把 算 子 Fe ,F, 与 实 Hilbert 空间 E 的 一 组 标准 正 交 基 {e,}, 联系 起 来 ,定义 两 
组 向 量 


B= Dh 人 = >groe keEZ 

7 7 
定理 5.5.1 设 {ej}, 是 E 的 标准 正 交 基 ,那么 
(1) {ex ,et), 是 EE 的 标准 正 交 基 ; 
(2) 记 zEE 在 {e1}, 下 的 系数 为 序列 = 二 (5),,( 即 $=(z,e1)), 则 工 在 {es}, 和 {el), 下 的 

系数 分 别 为 Fos 和 Fis; 
(3) 车 工 在 {ok}。 和 {ei), 下 的 系数 分 别 为 ;* 和 s', 则 工 在 ie,), 下 的 系数 为 Fi 十 FE 5 。 
证 (1) 由 {ei), 的 标准 正 交 性 , Vk,k' EZ 
eis) = (Dhiaers Dhiawrer) = Dh ashi = Or 
7 7 7 
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类 似 地 有 (e ,el ) 二 Gi.w。 
再 注意 到 > hsgua。 = 0,Yn, 可 以 用 上 面 同样 的 方法 证 明 ( 愉 ,er ) = 0, YA E Z。 
这 说 明 {ei,ei)， 是 EE 内 的 标准 正 交 系 。 下 面 证 { 愉 ,ei)， 是 完备 的 ,为 此 只 须 每 个 e， 
nmEZ, 是 它 的 线性 组 合 , 即 
总 一 je = DY heaha + Brugru)er 一 


Dhraes +t Dg ue 
条 件 (1) 得 证 。 条件 (2) 的 验证 是 直接 的 ,这 是 因为 VkEZ 有 
(z10) = >) zhaner) = Dhias: = (Fos), 
同样 ,ze)=(F1s)4,kEZD,。 
条 件 (3) 由 式 (5. 5.2) 和 条 件 (2) 得 到 。 证 毕 。 
定理 5. 5. 1 被 称 为 裂变 算法 (splitting algorithm) 。 结 论 (2) 和 (3) 正 是 Mallat 算法 中 的 
分 解 和 重 构 公 式 。 其 结论 (1) 是 引 理 5. 3. 4 的 一 般 化 。 例 如 在 正 交 小 波 分 解 中 , 取 定理 5. 5. 1 
中 的 为 Vi,e/=V2$(2z 一 k),kEZ, 那 么 
= DPhp =Hr—k), AEZ 
= Perabis=Hr—k), kEZ 
若 记 E=span{ei 1kEZ),e 二 0,1。 那 么 用 定理 5. 5. 1 的 裂变 算法 ,说 明 EE= EE 十 E,， 
E, 上 E,。 将 这 种 分 解 记 为 已 = 已 四 局 。 再 对 E,,e 二 0,1, 实 施 裂 变 算法 ,得 到 FE, 的 正 交 分 解 
.二 EE ,e==0,1。 因 此 对 ,除了 上 述 正 交 分 解 E= 已 @E, 外 ,还 有 
E=E»@®E+E,@E 
如 此 下 去 ,我 们 得 到 许多 子 空间 E,.…_,, ,6, 二 0,1,1<n<j。 对 每 个 子 空间 , {ey-'…" ), 是 
E16 的 一 组 标准 正 交 基 ， 这 里 必 ) 通过 下 式 归纳 定义 
= Dn we, =0 


en 


em = Dar nm, 6=1 
关于 巨 的 分 解 可 用 图 5. 14 表示 。 E 
这 里 ,小 波 分 解 对 应 于 正 交 分 解 E= 
已 四 Eu 四 Eo 四 Eoo。 除 此 之 外 ,还 有 很 
多 方法 将 下 正 交 分 解 。 AB 
4 NS 
、 


如 何 选择 若干 个 E,…,。 ,使 得 它们 NS | 
正好 是 下 的 正 交 分 解 呢 ? 为 此 ,将 每 个 子 。 /Ne 6 A 


空间 已 -。,s 与 一 个 二 进 制 区 间 五 -。,。 一 
[e /2 十 … 十 e/21e /2+ +e /2 +1/2) 图 5.14 小 波 包 分 解 
对 应 起 来 。 


定理 5.5.2 二 四 E。… ,的 充 要 条 件 是 ,对 应 的 二 进 制 区 间 {T.-。,。} 
的 一 个 划分 ( 即 所 有 区 间 之 并 为 [0,1], 且 两 两 不 相交 ) 。 


15 为 [0,1] 
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该 定理 的 证 明 就 是 多 次 应 用 定理 5. 5.1, 此 处 从 略 。 

定理 5. 5. 2 所 给 出 的 正 交 基 通常 称 为 小 波 包 基 。 关 于 巨 的 各 种 分 解 有 什么 好 处 呢 ? 下 

一 个 特例 来 说 明 这 个 问题 。 

例 5.5. 1(Shannon 小 波 包 分 解 ) 假定 三 为 Shannon 多 尺度 分 析 中 的 Vi, 即 E= 
{HlsuppjE[ 一 2r,2m]}。 那 么 ,ee 二 V2$(2z 一 k),kEZ 是 Vi 的 一 组 标准 正 交 基 ,其 中 ， 
Bz) 三 sin rr/(rz)。 先 令 2r 周期 函数 mo(w) 为 
1, lwl<w/2 
0, x/2<lwol<” 

和 和 mw) 二 一 ex “mo(w 十 x)。 再 由 下 式 定义 hh,gs 
mo(w) 一 VE he ， ml(w) 一 ge 
7 p 
那么 h=(hs),E S, 满 足 定义 5. 5. 1 的 条 件 (1) 和 条 件 (2)。 
由 此 知道 VfEV, ,其 正 交 分 解 f= fo 十 1 具有 下 述 性 质 ( 除 个 别 区 间 端 点 外 ) 


suppfo SE [一 r,x] = 一 xl U rl 
suppfi SE [—2r,—7#]U [x,2x] —— rl Url, 
此 处 , 士 x1.={ 土 xw|w€1.)。 
一 般 地 ,对 应 于 [0， a .5 划分 ,相应 的 /EE 的 正 交 分 解 
f= -。， 都 具有 性 质 suppf 一 rT Ul 。 
显然 ,对 固定 J>0， es J 二 0,1,1<j 志 了 构成 了 [0,1) 
的 一 个 划分 。 对 应 于 [0,1) 的 这 个 特殊 划分 ,VY /EE 的 分 解 
= Eh 


mo(w) 一 | 


相当 于 窗口 Fourier 变换 。 

由 此 可 见 , 在 该 特例 中 ,f 的 分 解 完 全 按 频 率 的 高 低 进行 。 对 于 一 般 的 EE,h,g, 虽 然 分 解 
并 不 严格 按 上 面 规律 ,但 大 体 上 是 如 此 。 

车 已 知 zEE 在 {e,); 下 的 系数 ,如 何 求 它 在 别 的 基 下 的 系数 呢 ? 反 过 来 ,已 知 x 在 某 组 
基 下 的 系数 ,如 何 重建 ( 即 求 z 在 {es}, 下 的 系数 ) 呢 ?我 们 有 下 述 小 波 包 算法 , 它 是 小 波 算法 
的 发 展 ,其 证 明 也 只 须 多 次 应 用 定理 5. 5. 2 即 可 。 

定理 5.5.3 设 rEE 在 {e,)。 下 的 系数 为 ,那么 (z,e2) 二 (Fs)4,kEZ, 其 中 算 子 
按 递 推 方法 Fu = FF 定义。 反之 ,车 {el jwaws 是 EE 的 标准 正 交 基 , 且 x 在 
{eh 下 系数 为 序列 s%“…。 那 么 x 在 {e,}, 下 的 系数 为 序列 > Fo “Fes, 

图 5. 15 是 分 解 三 层 的 小 波 包 系数 计算 图 。 

下 面 介绍 几 个 不 同 的 Hilbert 空间 的 小 波 包 的 一 般 构造 。 

例 5.5.2 取 E=L,(R)。 设 V; 是 多 尺度 分 析 ,#$ 是正 交 尺度 函数 ,y 是 正 交 小 波 。 分别 
记 它 们 为 ww 和 w, 。 如 下 递 推定 义 序列 (vw, ) >。 

Wan(z) = VED hw (27 — kh) ,wan (7) = VE Dg uw,(27 —k) 

将 23w,(21z 一 k) 与 “频率 区 间 ”IG,n) := 二 [2in ,27(n 十 1)) 对 应 ,那么 对 SCZX N,2itro (2iz 
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加 5 i 加 Se 加 


(Fs), (Fw), (Fw), (Fs), | (Fis), (Fs), (Fs), (F's), 


RX ~ 
(FFws), (FFes))[ (FE), (FFes)) E> ea (FFs), (FFs)) 
FFoFos | [FF Fos [向 a FFoFss | [FF F's | FF Fs] [FF Fs 
图 5.15 小 波 包 系 数 计算 图 
一 和 ,(j,n)€E5,kEZ 是 1L,(R) 的 标准 正 交 基 的 充分 条 件 是 1(j,n),(j,n)E 5S, 是 [0,c0) 的 一 
个 划分 ( 见 参 考 文献 [6]) 。 

有 意思 的 是 , 当 $ 不 是 尺度 函数 ( 随 之 ,不 是 小 波 ) ,我 们 可 以 构造 小 波 框架 包 ( 参 考 文献 
[6] 的 4. 4 和 参考 文献 [16]) 。 

例 5.5.3 取 开 一 4(Z) ,es 为 经 典 标准 正 交 基 , 即 w 的 第 k 个 坐标 为 1, 其 他 为 0。 于 是 
信 一 (ua)vezyet 一 (ga2r)vezLEZ。 每 个 ef( 或 el) 都 是 某 个 忆 ( 或 et) 的 2Z 平移 , 则 原始 标 
准 正 交 基 e, 是 某 个 en 的 整 平移 。 

例 5.5.4 取 巨 =R"。 可 以 认为 R* 是 所 有 以 N 为 周期 的 无 穷 序 列 z 二 (zx,),, 内 积 定义 
(zy) = DDzoy4。 取 (6) 六 为 R* 的 经 典 标准 正 交 基 。 为 了 应 用 一 般 理论 , 令 cv,N 一 wsE 


Z,0<L<N 一 1。 当 N 为 偶数 时 ,可 以 得 出 类 似 于 定理 5. 5. 1(1) 的 论断 :{ei ,el)x2 :是 Ry 的 
标准 正 交 基 。 这 里 e ,es 的 定义 同 例 5. 5. 3( 不 难 验证 此 时 @2=e?. ws sel =el, ws,5E 2Z)。 

若 N=2/ ,重复 上 述 步 又 可 知 {e2”),(e,… ,el),0<k<2/"; 是 Ry 的 一 组 标准 正 交 基 的 
充 要 条 件 为 {1…。 } 是 [0,1) 个 划分 。 

不 难 知道 (ze 一 (Fo sz) 而 且 Foz 是 以 2 为 周期 的 。 

若 N 一 2 , 且 分 解 J 了 层 ,总 共 能 得 到 多 少 组 正 交 基 呢 ? 用 A。(m 夺 中) 来 表示 分 解 m 层 ,总 
共有 多 少 正 交 基 的 组 数 呢 ? 可 以 用 归纳 法 给 出 A 递 推 计算 公式 。 由 于 R* 二 RN? XR*? ,而 
对 R* 分 解 m 层 ,等 价 于 对 RW 分 解 m 一 1 层 。 在 两 个 R*? 中 各 取 一 组 标准 正 交 基 便 组 成 Rv 
的 一 组 标准 正 交 基 , 这 样 的 选 法 总 共有 A。, XA。-1 种 . 再 加 上 R* 的 原始 标准 正 交 基 ,就 有 
4 一 A5-, 十 1。 因 A 二 1, 可 得 不 等 式 Aj>2” =2。 也 就 是 说 ,我 们 至 少 得 到 2 组 标准 正 交 
基 。 小 波 包 算法 给 出 了 向 量 zx 在 这 些 基 下 的 系数 。 所 有 系数 的 个 数 为 JN 个 。 其 运算 量 有 多 
大 呢 ? 下 面 假定 A 一 (名 ) 是 有 限 长 的 。 于 是 g 二 (gs), 也 是 有 限 长 的 。 因 此 在 已 -az 已 知 
的 条 件 下 ,每 个 系数 (veg  )= (Fo (F。 -az)) 的 计算 所 需 运 算 次 数 为 定数 (该 定数 由 的 
长 度 确定 )。 由 此 得 到 所 有 系数 的 计算 量 为 O(Nlog; N)。 

总 而 言 之 ,对 于 有 限 长 的 滤波 器 ,仅仅 作 O(Niog: N) 次 运算 ,就 可 以 得 到 xE R* 在 不 少 
于 2" 组 标准 正 交 基 下 的 系数 。 通 常情 况 下 , 求 x 在 一 般 的 标准 正 交 基 下 的 系数 需 OCN:) 次 
运算 。 相 比 之 下 ,小 波 包 算法 是 极为 有 效 的 。 


5.5.2 局 部 正 ( 余 ) 弦 基 


局 部 正 ( 余 ) 弦 基 是 用 正 ( 余 ) 弦 函数 代 圭 窗 口 Fourier 变换 中 的 指数 函数 ,从 而 可 以 构造 
出 时 频 局 部 化 都 很 好 的 窗口 函数 ,由 它 生成 L:(R) 的 标准 正 交 基 。 
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先 从 区 间 I 二 [a, 局 开始。 众所周知 ,L: (1T) 中 存在 正弦 ,余弦 函数 构成 的 标准 正 交 基 , 它 


们 有 
es (十 1/2)r， 
位 je = { /Fax sin Te (6 
1 = 2 (十 1/2)r 1 
{ci} = { [Bx (zeos 一 让 (| (5.5.4) 
等 等 。 


选择 R 的 一 个 划分 R =U. 到 小 = [a,sh) .于 是 {sh )ssonez 和 (ch)isonez 都 是 二 CR) 
的 标准 正 交 基 。 遗 憾 的 是 ,每 个 函数 在 R 上 都 不 连续 。 这 是 由 于 X(z) 并 非 连续 的 缘故 。 下 
面 将 着 手 改造 Xi(z), 得 到 R 上 的 连续 函数 ,而 保留 Xi(z) 在 时 间 上 和 良好 的 局 部 化 性 质 。 下 面 
介绍 的 钟 函数 就 是 满足 这 种 要 求 的 。 

定义 5.5.2 设 1=[a,B),e 和 e' 是 满足 a 十 e<<p 一 e’ 的 正 数 。 一 个 R 上 连续 函数 b(x)( 有 
时 为 明确 起 见 记 为 bi(z) 或 bi。 (z)) 称 为 1 上 的 钟 函 数 , 若 它 满足 以 下 条 件 : 

(1) supp b(z)E[a—e,Bt+e’]; 

(2) b(z)=1, VrE [ate,p—e’]; 

(3) (xz)+b (2a—z)+b (2B—r)=1, YrE[a—e,B+e’], 

由 条 件 (1) 知 , 当 zE [a 一 e,a 二 e] 时 ,6(28 一 x) 二 0。 此 时 条 件 (2) 变 为 

Bz)+b(l2a—r)=1, Vre€[a-e,ate] (5.5.5) 

同样 终 (z) 十 大 (28 一 z) 一 1， Vr€ [Bp-e,B+e] (5.5.6) 

无 穷 次 可 微 的 钟 函数 可 以 按 下 面 方法 构造 出 来 。 设 r(z)G[ 一 eye 是 支 集 且 无 穷 次 可 微 


的 非 负 个 画 数 ,满足 Ct)dt = x/2. 令 0(z) = | ro)dt, 则 0 也 是 非 抽 的 无 穷 次 可 筱 函数 ， 


而 且 满足 6(z) 十 9( 一 z) 一 x/2, YzER 以 及 b(z) 一 0,VYz< 一 cib(z)=r/2,Yz>e。 

令 S.(z)=sin 0(z),C.(z)=cos 9(z), 则 CC.(z)=S,( 一 z)。 可 以 验证 ,56(z) 一 
Se(z 一 a)Ce(z 一 凡是 [一 [a,B) 上 无 穷 次 可 微 的 钟 函数 。 

用 了 工 上 的 钟 函数 4j(z) 代 赫 式 (5. 5. 3) 中 的 Xi(z) ,定义 函数 系 


《djes={ [absin (so) (5.5.7) 
ot 


引 理 5. 5.1 函数 系 {e;),>o 是 L,(R) 中 标准 正 交 系 。 
证 不 妨 设 [一 [0,1]。 为 简单 起 见 , 这 里 记 f(z)=BF(z)sin (Cm 十 1/2)xz)sin((k 十 
1/2)rr)。Y m,k 宇 0, 有 


(ed =2] (0dr = 
Pi-e Ie 
2(f fevert) fear+] fendz) 
, ， 
因为 6:Cz)sinCCm 十 1/2)rz)sin((E 二 1/2)xz)dz = [esinCm+ /nz)sin Ck 
1/2)rz)dz 以 及 式 (5. 5. 5) ,所 以 
repdz= fsincm + Vara)sinC Ck + 1/2)rz)dr 
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类 似 地 有 全 reodz 一 [ ,sin((m+ 1/2)xz)sin((k+ 1/2)rzr)dr 
ie 2 
VrE[e,1 一 e],b(z)=1, 因 此 
三 reodz = sn(om+I2)rz)sin(( 十 1/2)rz)dz 


综合 上 述 等 式 得 
(id) = 2 sicom+ 1/2)xz)sin(( 十 1/2)rz)dz = Or 
证 毕 。 
记 函数 系 {e! ji> 所 张 成 的 闭 子 空间 为 Vi ,对 fE L:(R), 它 在 Vi 上 的 正 交 投影 为 Pr 一 
2 47a .关于 系数 (fe 的 计算 有 下 述 方法 , 它 将 (f,e!) 的 计算 转化 为 另 一 个 函数 与 三 


角 函 数 5 的 内 积 。 
引 理 5.5.2 设 I=[a,h)。 给 定 fEL:(R) ,定义 
S(z) =6(7)f(7) 一 5(2a 一 z)F(2a 一 z) 十 6(28 一 z)7C28 一 z) 
那么 (fse!) = (S,s) = (b1S,e!), k>0 (5. 5. 8) 
其 中 5 由 式 (5.5.3) 给 出 。 
证 首先 注意 到 b(2a 一 x)b,(z)=b1(2B 一 +)b1(z) 二 0, YIE [a 二 e,B 一 e ]。 因 此 ,在 此 
区 间 上 ,f=bJS 二 S。 另 一 方面 ,通过 积分 变量 替换 有 


[ear =— [p20 Db20— sdz 


[edz = [fC28— 2)61(28— x)s! Cz)dz 
因此 , 式 (5. 5. 8) 中 的 第 一 个 等 式 成 立 。 至 于 第 二 个 等 式 的 证 明 , 从 下 述 级 数 开 始 :在 L,(1) 上 
成 立 SCz) = 2 (Sis) 而 5S 与 都 关于 直线 x = “对 称 , 且 关于 z = 8B 反 对称, 故 上 述 级 数 


不 仅 在 上 上 收敛 ,实际 上 在 L:([e 一 e,B+e]) 上 收敛 .两 边 乘 以 总 (z) ,得 b1S = 》)(S,s!)s!。 
4 


于 是 (bjS,e!》 = (6b1S ,st) .证 毕 。 
从 上 面 的 引 理 知道 ,了 在 Vi 中 的 投影 与 51S 在 Wi 中 的 投影 相等 ,而 后 者 正 是 它 本 身 。 
于 是 
Pif (zx) =b (7) f(x) — bi(z)bi(2a— zx)f(2a— Zz) + 
bi(x)bi(2B— zx)f(28— z) (5.5.9) 
由 此 可 知 suppPifS[c 一 e,8+e], 且 xzE[ate,B—e’] 时 ,Pf (zx)= /f(z)。 

为 了 得 到 L,(R) 的 标准 正 交 基 , 任 意 选 择 序列 (a,), 和 正 数 序列 (e,), 满足 a, 十 6, < av 一 
et,R 一 出 [oasr)。 此 外 ,还 要 求 二 上 的 钟 函数 和 满足 所 谓 的 “ 相 容 性 ( 见 图 5. 16) 条 件 ”， 
bi, (十 oo+i) 一 0 Cz 一 as ,ze 

定理 5.5.4 设 a,,e, 如 上 给 出 ,如 (z) 满 足 相 容 性 条 件 ,那么 ef ,kt 志 0,nEZ 是 志 (R) 的 
标准 正 交 基 。 

证 先 证 ex ,k 之 0,nEZ 是 正 交 系 。 对 于 同一 个 n,e ,之 0 的 正 交 性 已 由 引 理 5.5.1 证 
明 。 由 于 ef 的 支 集 为 [a 一 e+1 ,ars 十 e+1], 若 |n 一 n"| 之 2, 则 eh; 和 ef 的 支 集 不 相交 ,从 而 
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0D BAD 


图 5.16 相 容 性 
(el ,el )=0。 
剩 下 还 要 验证 (eh ,ef+1) 一 0, Ymk 之 0。 而 这 个 内 积 实际 上 只 在 [as 一 esi vasi +esi] 
上 积分 。 在 [ar, 一 srivav+i] 上 作 变量 替换 z= 2c,,， 一 !( 此 方法 已 多 次 用 过 ), 并 利用 相 容 性 
条 件 ,可 得 | ”， = 一 | ,从 而 "== 0. 正 交 性 得 证 。 


为 证 完备 性 ,注意 到 对 任何 mw 函数 如 ui, (z) :一 V 丰 (z) 十 让，Cz) 是 1,U 1 上 的 钟 
函数 。 由 它 按 式 (5.5.7) 定义 的 el"m 是 Viu,, 的 标准 正 交 基 。 根据 式 (5.5.9) 可 知 


Puunhy = Pi 十 Pi ,由 此 可 推出 ,Wuu 二 Vi, 四 Vi .重复 上 述 步骤 知 ,| ( 2 (zx)) 是 
Un--x1， 上 的 钟 函数 记 由 它 产生 的 子 空间 为 Vux_w, 则 了 在 Vux_, 的 投影 Pur ,1f = 
Pf. 它 在 区 间 [a_v 十 ewvaw 十 ev] 上 等 于 于 是 , 当 N -co 时 ,上 7 一 Pu ww = 


op ot 


O(n 1 4dz) 一 0. 因 此 ,/ 一 对 Pu7-. 证 毕 。 


倘若 在 式 (5. 5.7) 中 以 余弦 函数 代替 正弦 函数 ,我 人 有 类 似 于 引 理 5. 5. 1, 式 (5. 5.9) 和 定 
理 5.5.4 的 结论 。 

例 5.5.5 选择 对 应 于 I=[0,1),s=e’ 二 1/2 的 钟 函数 总 ,使 得 它 满足 b(z) 一 6(1 一 z)， 
ZE[ 一 1/2,1/2]。 显 然 6(z 一 n) 是 [n,n 十 1) 上 的 钟 函 数 ,而 且 作 为 钟 函数 序列 ,b(zx 一 n)， 
nEZ 满 足 相 容 性 条 件 。 那 么 ,由 上 面 的 定理 知 ， 

Vab(z —nsin(k+1/2D)r(r—nnE Zk>0 (5.5.10) 
是 L,(R) 的 一 组 标准 正 交 基 。 此 处 ,b(z) 可 以 选 为 任意 光滑 的 钟 函数 。 定 理 5. 1. 3 说 明 , 当 上 
面 的 正弦 函数 换 成 指数 函数 时 ,不 可 能 有 类 似 的 结论 成 立 。 

在 证 明定 理 5. 5. 4 的 过 程 中 ,运用 了 一 个 技巧 , 那 就 是 “合并 ”1, 和 了 ,,, ,使 得 两 个 子 空间 
VV 和 Vi,, 被 它们 的 正 交 和 Vi 田 Vi,,, 所 代替 。 这 相当 于 将 {er ) 和 {ek}),“ 合 并 ”为 
{er or 六。 这 个 技巧 是 构造 局 部 正 ( 余 ) 弦 基 库 的 源泉 。 下 面 以 二 进 分 划 的 正 交 基 库 说 明之 。 

例 5.5.6(L,(R) 上 局 部 正弦 基 库 ) 若 在 例 5. 5. 5 中 将 [2n,2n 十 1) 与 [2n 十 1,2(n 十 1)) 合 
并 成 [2n,2(n 十 1))。 继 续 合并 ,得 I 一 [2in,2’(n 十 1))。 简 记 V 二 Vi 。 那 么 四 woVn = 
L,(R) 的 充 要 条 件 是 ,相应 的 区 间 {[2in ,27(n 十 1))}.， 构 成 RR 的 一 个 划分 。 

例 5.5.7(h(Z) 上 局 部 正弦 基 库 ) l,(Z) 上 局 部 正弦 基 库 的 构造 同 L, (R) 完 全 类 似 。 仍 
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以 二 进 区 间 为 例 。 为 明确 起 见 ,下 面 的 6(z) 满 足 例 5. 5. 5 的 条 件 。 
设 nEZ,j 之 0,0<k<2’ 一 1。 定 义 一 个 数列 y 为 
Yu 一 ((Wu (2)) )wez = 


(Ce-") 


2 
sin((k+ 1/2) (m+ 1/2)7/2’) ) 
V2 mez 


显然 ,Wm Cm) 二 0,YVm<2(n 一 1/2) 或 m>>2’(n 十 3/2) 一 1。 
与 连续 情形 类 似 ,可 以 验证 向 量 Wu ,0 入 kt 和 2 一 1,zEZ 是 标准 正 交 的 , 即 


| 


了 Wi Cm) Wer Cm) 一 Be6sv 


m= (m1/2) 
记 沁 为 它们 生成 的 向 量 空间 , 称 {ym ?6' 是 VV 的 局 部 正弦 基 。 同 例 5.5.6 一 样 ,uwV4 = 
L2(Z) 的 充 要 条 件 是 {[2in ,2’;(n 十 1))),. 是 RR 的 一 个 划分 。 
考察 一 下 V ;中 元 素 的 特征 。 不 妨 设 n=0。 首 先 , 荐 /==(f(m)),EV%, 则 对 m 之 一 2 
或 m>32 一 1, fCm)=0。 进一步 ,我 们 注意 到 , Y 0<k<2’,sin((k 十 1/2) Cm 十 1/2)w/2’) 
满足 
| =—S(—1—m), 0<m<27! Ee 
S(m = Sm 1m, 2S<m<2 
因此 ,f=(f(m)),EV%, 当 且 仅 当 存在 数列 S= (SCm) )。 使 得 fm)=6(2-im 十 1/2))S(m)， 
而 且 SCm) 满 足 式 (5. 5. 11)。 可 见 以 本 质 上 等 同 于 R* 。 
对 上 (Z) 中 的 元 素 1 ,内 积 (f ,Wws) 的 计算 类 似 于 式 (5. 5. 8) , 即 


ent- 


(frym = 2 So 让 


min 


sin((k 二 1/2)(m+t+ 1/2)rx/2’) 


其 中 


Sm =6 (®t 2—2n) fem 一 6(2 一 加 m— 1/2 


2n—m—1/2+ 2 
so( 了 


)f C2 1m) + 
)rGm'o+D 一 m 一 1D 
因此 ,利用 离散 正弦 快速 算法 ,关于 ((7,wue))2 11 的 计算 也 有 快速 算法 ,其 计算 量 为 0012/) 。 

例 5.5.8 对 于 NN 一 2", 也 可 以 建立 RY 上 的 局 部 正弦 基 库 。 为 了 方便 , V0<j < 了 ,将 
x 二 (zm)? ER? 与 (zax2sri ERz 等 同 起 来 ,其 中 , 当 一 2-:<m<0 或 2 二 mm<3X2i-: 
时 ,zw 由 式 (5.5. 11) 的 方式 定义 。 

为 了 建立 R" 上 的 局 部 正弦 基 库 ,只 需要 例 5. 5. 7 中 满足 0<n<21-1 的 {Wn )? 3。 这 样 
的 (j,n) 对 应 于 [0,1) 中 的 一 个 二 进 区 间 [n/2’,(n 十 1)/21)。{yim ji 是 Rw 的 标准 正 交 基 
《等 价 地 ,R" 二 四 uwV%) 的 充 要 条 件 为 {[n/27 ,Cn 十 1)/21)}6.w 是 [0,1) 的 一 个 分 划 。 

现在 考察 一 个 向 量 JE R" 在 局 部 正弦 基 库 的 系数 计算 量 。 固 定 j,n, 前 面 已 经 说 过 ,计算 
了 在 (gs ) 下 的 2 个 系数 , 转 为 S 与 正弦 序列 的 内 积 ,用 快速 离散 正弦 变换 计算 这 2; 个 系 
数 的 复杂 度 为 O(j2’)。 变 动 上 并 注意 0<n<2:, 于 是 计算 三 在 7 时 的 全 部 系数 的 复杂 
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度 是 O(N)。 在 整个 正 交 基 库 的 所 有 系数 的 复杂 度 为 OSjN) =0CN(log N)5。 
反 过 来 ,倘若 已 知 了 在 基 库 中 某 组 基 下 的 系数 ,可 以 用 快速 离散 正弦 变换 去 重 构 f。 方法 
如 下 :假定 {Wu } ,nmEZ,j 二 0,0 福 kt 一 2 是 RN 的 标准 正 交 基 。 先 重 构 了 在 V 的 正 交 投影 


Hl 
Puf = Df Vn) Yi 


将 Wt 的 表达 式 代入 ,得 Pf 4m) 一 上 [2 二 1 人 2 一 2 )SCm) ,其 中 


2=1 
1 _ : 

SCm) = (fr Ym) sin((k+ 1/2) (m+ 1/2— 2n)n/2’) 
号 rw 声 


由 快速 算法 , 重 构 SCm) ,2in 一 2 往往 2(n 十 1) 十 2 一 一 1 复杂 度 为 00j2)。 再 根据 等 式 
了 = 2 Pw 了 ,知道 重 构 /的 复杂 度 为 O( 3)j2’)= OCNlog: N)。 


Om 


最 后 ,我 们 指出 一 个 令 人 惊奇 的 事实 :1 (R) 的 局 部 正 ( 余 ) 弦 基 与 Meyer 小 波 基 有 密切 的 
关系 。 后 者 的 构造 是 前 者 的 特殊 情况 ( 见 参考 文献 [17],6. 4) 。 顺 便 指出 ,参考 文献 [17] 的 风 
格 与 参考 文献 [7] 过 然 不 同 。 前 者 主要 是 给 工程 师 看 的 ,后 者 主要 是 为 数学 家 写 的。 两 本 书 对 
各 自 的 主题 都 有 精 科 的 论述 。 为 了 说 明 这 一 点 ,特别 地 选择 [1,2) 上 的 钟 函数 6(z),e= 1/3， 
e 一 2/3 ,而 且 满足 6(2z) 一 6(2 一 z)。 这 样 和 (z) 一 6(2-z) 便 是 五 一 [2 2) 上 的 钟 函数 , 且 
满足 相 容 性 条 件 。 于 是 

wuz) = V2 cos (27(A 十 1/2)xz)6(2z)， jEZ,k>0 
和 Vaz) = V2 sin (27k+1/Dnz)b2Tr), jEZk>0 
分 别 是 LC0,co) 的 标准 正 交 基 。 将 6(z) 扩 充 为 R 上 的 偶 函 数 ,从 而 得 到 w., 的 偶 扩充 ,的 


奇 扩充 , 仍 分 别 记 为 ws 入 扩充 后 的 冰 数 系 -让 w， jEZ,k>0 是 L,(R) 的 标准 正 


交 基 。 因 此 , 讨 (ws 十 记 )， 二 (ws 一 v1,) ,jEZ,h>0 也 是 LCR) 的 标准 正 交 基 。 注 意 到 
二 wo 一 ius(z)) = 2)exp(2 intt+ 1/2)z) 


T0002) —iva(z)) = 二 in 十 1/2)z) 


Va 
k* =—1—k 
显然 &" 二 一 1, 一 2,…。 于 是 ,最 后 的 标准 正 交 基 恰 好 就 是 
霹 exp in(k+ 1/2)z)， jkEez (5.5.12) 
记 y 为 1//26(z)em “的 Fouier 变换 ,那么 由 6b(z)ew ?二 (一 ze-w7 知 y 为 实 汕 数 , 且 
i em a 
re = 大 se 2dz = 大 Ye mdz = 


Da = yt) 


因此 ,函数 系 (5. 5. 12) 的 Fourier 变换 是 
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bz)e™ nndr =V2 pA2it 一 Ax) 
声 |. FT 


于 是 ， 人 泛 w*-} 也 是 L:(R) 的 标准 正 交 基 。 倘 车 要 求 5(z) 是 无 穷 次 可 微 , 则 少 属 


jkEz 


于 Schwartz 类 。 


5.5.3 信息 花费 函数 与 最 优 基 选 择 


当 一 个 信号 有 很 多 基 下 的 表示 时 ,可 以 在 某 种 准则 下 ,挑选 该 信号 的 最 优 表 示 。 这 种 准则 
是 针对 信和 号 在 基 下 的 系数 序列 而 提出 来 的 , 它 衡量 存储 的 代价 。 

我 们 称 定义 在 实 序列 ( 复 情形 可 以 类 似 处 理 )s=(s,), 上 的 函数 M 是 一 个 花费 函数 , 若 存 
在 非 负 连续 函数 y, 使 得 M(s) = Du s |),p(0) = 0。 


一 般 地 ,有 用 的 花费 函数 M 应 应 能 反映 序列 5 的 集中 程度 。 也 就 是 说 , 当 s 的 分 量 (的 绝对 

值 ) 都 大 致 差不多 时 ,M(s) 的 值 应 较 大 ;反之 ,车 s 的 分 量 只 有 几 项 不 可 忽视 时 ,M(s) 的 值 应 该 
变 小 。 下 面 是 一 些 例子 。 

(1) 令 p(D)=1,t>esp(1)=0,4<e。 此 时 M(s) 就 是 s 中 绝对 值 大 于 e 的 分 量 s, 的 个 数 。 

(2) M(s) = > 1 5 1*。 我 们 注意 到 ,对 于 两 个 /: 范 数 为 1 的 序列 各, 若 M(s') 一 


M(s*), 则 s 的 能 量 比 * 集中 在 更 少 的 系数 上 。 
(3) 精 。 对 5 一 Cs) 令 库 一 | 541/ 1s 上. 当 p=0 时 ,认为 pin p 二 0. 定义 序列 s 的 炳 
Xts) = 一 Dprinps。 它 并 非 花 费 函 数 ,然而 M(s) = 一 六 | 5, |*in | s | 是 一 个 花费 函数 .利用 


关系 式 泊 9 = |s 2M(s) 十 In 有 s1; 可 以 看 出 , 当 | s 1; 不 变 时 , 交 和 M 有 共同 的 极 值 点 。 
关于 箭 的 一 个 经 典 结果 是 :在 一 定 的 误差 限 内 ,为 了 表示 一 个 信号 所 需 的 系数 个 数 与 en" 
成 正比 。 


(9) s = (0) MG) = DIn | 5 |:( 约 定 In 0 = 0)。 它 可 以 理解 为 有 N 个 互 不 相关 随机 


变量 的 Gauss - Markov 过 程 的 炉 , 而 这 N 个 Gauss 随机 变量 的 变 差 为 =|s,1,1<hk<N。 

假定 巨 是 实 Hilbert 空间 ,分 是 下 中 某 些 标准 正 交 基 组 成 的 集合 ( 称 为 正 交 基 库 ), 即 
BE 3 意味 着 B= {b,), 是 下 的 一 组 标准 正 交 基 。 对 每 个 zxE 忆 , 记 x 在 已 下 的 系数 序列 
((z,b))4 为 B* z+。 用 这 个 记号 的 原因 如 下 :在 有 限 维 情形 ,将 B 与 以 b,,…,by(N 为 E 的 维 
数 ) 为 列 向 量 的 N 阶 和 矩阵 等 同 起 来 。 那 么 向 量 ((z, 各 ))， 就 是 B 的 转 置 B* 与 向 量 x 相 乘 的 结 
果 有 "zxr。 

对 xEE, 我 们 称 BE 名 是 + 关于 多 和 花费 函数 M 的 最 优 基 , 若 训 是 函数 MCB* x) 定 义 在 
多 上 的 最 小 值 点 , 即 M(B x)=min{M(Bx x|BE 3}。 车 EE=R", 且 为 R* 中 所 有 标准 正 交 
基 的 全 体 ,M 是 连续 的 , 则 Y xE RN ,其 关于 也 和 M 的 最 优 基 总 是 存在 的 。 然 而 不 幸 的 是 , 计 
算 M 的 最 小 值 并 不 容易 ;寻找 最 优 基 的 复杂 度 也 不 低 。 据 此 ,我 们 在 寻找 最 优 基 时 ,将 限制 多 
只 包含 “ 某 些 " 标 准 正 交 基 , 使 得 3 满足 下 面 “二 元 树 ” 的 条 件 。 

定义 5.5.3 称 R" 的 正 交 基 库 Z= {B} 是 一 个 二 元 树 , 若 它 满足 下 述 条 件 

(1) 对 于 每 一 组 基 B,B 的 子 集 可 与 某 个 二 进 区 间 [=[&/2;,(k 十 1)/2;) 对 应 ,这 里 
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B= (ED ,j>0,0<k<2i; 
(2) 每 一 组 基 B 对 应 于 [0,1) 的 形 如 区 间 I; 的 划分 ; 
(3) 记 对 应 于 I 的 基 的 子 集 所 张 成 的 子 空间 为 Ea( 或 记 为 Eu.o ) , 则 Es 有 正 交 分 解 
Es = 已 ba ® Ean 
(4) Eoo 一 RN 。 
当然 ,L:(R) 和 /,(Z) 上 的 正 交 基 库 也 有 树 结构 的 概念 。 
例 5.5.9 倘若 N 一 2 , 取 正 交 基 库 妥 为 R* 的 小 波 包 基 的 全 体 , 则 3 是 一 个 二 元 树 。 
证 为 了 说 明 它 满足 定义 5. 5. 3 条 件 (1) ,注意 到 在 定理 5. 5. 2 中 出 现 的 E,…。 可 改写 为 


定义 5.5.3 中 的 Ej.,。 这 只 需 令 k= 六 2-e 。 于 是 ,条 件 (1) 满 足 。 由 定理 5. 5.2 知 ,条 件 (2) 


也 成 立 。(3) 即 是 定理 5. 5. 1。 条 件 (4) 是 自然 成 立 。 证 毕 。 

例 5.5.10 N=25, 例 5.5.8 中 的 正 交 基 库 是 二 元 树 。 

请 读者 给 出 其 证 明 。 

一 般 的 二 元 树 也 可 用 图 5. 17( 将 花费 函数 值 构成 对 应 的 二 元 树 ) 的 形式 表示 。 

若 正 交 基 库 多 是 二 元 树 , 称 E 为 这 颗 树 的 根 , 每 个 Es 为 树 的 结 点 。 若 多 包含 长 度 为 2 一 
的 二 进 区 间 所 对 应 的 正 交 向 量 ,而 不 包含 长 度 为 2-"! 的 二 进 区 间 所 对 应 的 正 交 向 量 , 则 称 它 
的 深度 为 二 。 对 每 个 BE 多 ,有 [0,1) 的 一 个 划分 {1s) 与 之 对 应 ,Bp 取 自 某 个 集合 厂 。 那 么 由 M 
的 可 加 性 知 , M(B* zx) = MY), 其 中 人 是 z 在 1s 对 应 的 正 交 向 量 下 的 系数 构成 的 序列 。 


正 是 这 个 等 式 和 3 的 树 结构 使 得 我 们 能 快速 求 出 M(B* zx) 的 最 小 值 以 及 最 优 基 。 下 面 介绍 
一 下 具体 算法 。 

设 马 是 有 限 深 度 的 , 设 为 上 。 将 每 个 值 M(Y) 标 在 对 应 的 结 点 E 上 。 将 树 的 底层 ( 离 根 
最 远 的 结 点 ) 标 上 * 号 。 

从 底层 开始 ,我 们 将 同一 层 的 每 二 个 值 之 和 M(s 和 io ) 十 MG ) 与 它 上 一 层 的 值 
Ms"”) 作 比较 。 当 前 者 不 小 于 后 者 时 ,我 们 将 EE., 标 上 * 号 ,如 图 5. 18( 在 低 花费 结 点 上 标 
* 号 ) 所 示 。 否 则 将 MCs 2 ) 十 MG ) 的 值 写 在 已 ,上 ,用 以 代替 EE.,。 由 于 名 是 有 
限 深度 的 ,这 个 算法 只 需 有 限 次 便 结束 。 实 际 上 作 比 较 的 次 数 不 超 过 树 的 结 点 个 数 ,数量 级 为 


O(C2) 


图 5.17 二 元 树 结构 图 5.18 花费 西数 值 的 比较 


车 所 有 的 结 点 都 通过 了 比较 ,我 们 从 树 的 根 ( 顶 层 ) 开 始 经 每 个 结 点 向 下 搜索 ,在 每 条 
“路 径 " 上 ,保留 最 先 遇 到 的 标 有 * 号 的 结 点 ,而 有 * 号 的 结 点 下 面 的 结 点 就 不 必 再 搜索 了 。 如 
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图 5. 19( 保 留 有 * 号 的 最 高 层 结 点 ) 所 示 。 根 据 树 的 定义 ,保留 下 来 的 结 点 的 全 体 正 是 RW 的 正 
交 分 解 ,它们 的 基 的 并 集 是 R* 的 一 组 标准 正 交 基 。 它 正 是 工 关于 多 和 花费 函数 M 的 最 优 基 。 


图 5.19 最 优 基 


5.5.4 快速 近似 主因 子 分 析 


假设 我 们 有 N 个 实 信号 x ,… ,x* ER ,x 二 (z?) 人 ，。 记 针 ={x*)*，。 定 义 久 的 期 望 值 
E(X) 二 (E,(X))*,ER* 以 及 标准 偏差 oC(X) 二 (oi(X))”, ER’, 其 中 


1 N ss Wa 1 开 由 272 
E.(X) = NE ，a(X) = (NZ —E.(X))) 


显然 ,mw(X) 反 映 了 {z") ;在 第 《个 坐标 的 发 散 程 度 。 当 某 个 oCX) 很 小 时 ,可 以 认为 不 同 的 
信号 X" 在 第 & 个 坐标 上 的 取 值 是 相近 的 (特别 地 ,车 对 某 个 上 ,0,(X) 二 0, 则 xz? 为 常数 ,与 
无 关 )。 因 此 在 允许 的 误差 范围 内 ,可 以 用 E,(X) 来 代替 习 ,m 一 1,2,…,N。 这 样 就 可 以 达到 
压缩 数据 的 目的 。 通 常 在 应 用 中 N 都 很 大 ,所 以 效果 也 是 可 观 的 。 

基于 上 述 想 法 ,希望 找到 一 个 Re 上 的 正 交 矩阵 巨 " ,使 得 变换 后 的 信号 y" =B* x"， 
n 二 1,…，,NN 的 偏差 向 量 o(Y) 在 某 种 意义 下 是 最 小 的 ,这 里 Y={y"),。 记 B' 的 转 置 为 BB, 其 
列 向 量 为 b,,… ,bs。 上 述 变换 即 是 K - L 变换 。 这 种 方法 称 为 主因 子 分 析 , 而 b,,…,b, 称 为 
是 K-L 基 。 

如 何 准确 地 解释 s(Y) 的 分 量 是 “最 小 ”的 含义 并 给 出 它 的 判断 准则 呢 ? 首 先 注意 到 对 任 
何 正 交 变换 B* ,由 E(B* X)=B* E(X)) 得 到 

Yap (X))7 = NOE) = 


> PB: Gx — EX)): 一 


bl 


2 ， 
ND Do EX) = PE 2 


Na El 1 


第 三 个 等 式 用 到 B* 是 R* 上 的 正 交 变换 , 它 保持 向 量 的 欧 氏 范 数 不 变 。 上 面 说 明了 4d 个 数 之 


a 
和 2 ouB" (X)) 是 不 变 的 。 因 此 ,我 们 要 找 的 变换 就 是 所 谓 的 K - L 变换 , 它 由 下 面 的 定 


义 给 出 。 
定义 5.5.4 设 XER“ 固定 。 定 义 从 正 交 变换 全 体 {B" } 到 R 的 映射 为 
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M(B* X) := Br 0.(B"X)， VY 正 交 变 换 B* 


若 巨 ' 是 M(B" X) 的 最 小 值 点 ， 则 称 变 换 入 为 (关于 天 的 )K -L 变换 。 
解释 一 下 ,为 什么 通过 使 T。 ,ci(B"X) 最 小 (等 价 于 械 ，, (os(B X)) 最 小 ) 来 达到 目 
的 呢 ? 从 两 个 方面 来 说 明理 由 。 从 反面 来 看 , 若 d 个 数 的 和 为 定 值 , 则 当 且 仅 当 这 d 个 数 相 
等 时 ,其 乘积 最 大 。 为 了 从 正面 来 说 明 , 先 证 明 下 面 的 结论 。 仍 设 y=B* x* ,n=1,2,…,N 
定理 5.5.5 设 span{x"}=R’。 记 x=x 一 E(X),y"*=B'y' 一 E(Y)。 那么 几 =B zx" 


mn 一 1,…,N, 而 且 乘积 [[， ,mx(Y) 最 小 , 当 且 仅 当 


2 一 0， YA 天 名 (5.5.13) 


其 中 , 男 必 =1,2,…vd, 是 兄 的 分 量 。 
证 显然 ,Vn 一 1,…,N, 见 一 B x 一 B* E(X)=B' (x"—E(X))=B"x"。 
关于 后 一 部 分 的 证 明 ,需要 用 到 所 谓 Hadamard 不 等 式 :对 于 d 阶 正定 矩阵 A= (auw' ), 有 
deth 入 [auw'， 而且 等 号 成 立 当 且 仅 当 4 是 对 角 阵 。 


令 o = 六 2 和 2AN 二 1,.…,d. 由 于 XX 二 (x) 六, 能 张 成 R*, 任 取 x 二 (zeE 
名 
R, ,有 


4 a 
2 22 TA /N= 2 | (xz) |:>0 


ey 
即 4 一 (ou Dw 为 正定 短 降 。 的 
由 太一 Bi 知 

(F357), 一 有 (Paz)B (5.5.14) 
区 名 

de D2), = det( P22 ), 
对 等 式 右边 的 行列 式 用 Hadamard 不 等 式 .有 

det( Dz; ), < Ta 


而 不 等 式 左边 与 B* 无 关 ( 即 与 了 无 关 )。 因 此 人,o.(Y) 最 小 ,也 就 是 上 述 不 等 式 中 的 等 号 
成 立 , 当 且 仅 当 式 (5. 5. 13) 成 立 。 证 毕 。 

定理 5. 5. 5 告诉 我 们 ,K - L 变换 就 是 使 得 变换 后 的 y" 满足 式 (5. 5. 13)。 注 意 到 y= 
有 x 就 是 x" 在 B 下 的 系数 ,由 此 可 见 ,K -L 变换 的 目的 在 于 消除 系数 之 间 的 相关 性 , 即 
式 (5. 5.13) 成 立 。 这 正 符合 使 <Y) 达 到 “最 小 ”的 目的 。 

由 此 可 见 , 想 找 K -L 变换 是 很 自然 的 ,然而 在 实际 上 难以 实现 ,因为 从 式 (5. 5. 13) 看 到 ， 


K- 工 基 是 由 乍 阵 ( > zy )。 的 4 个 标准 正 交 的 特征 向 量 构成 , 求 出 下 所 需 的 运算 量 为 
O(d)。 其 次 ,即使 求 出 盏 以 后 ,每 一 次 变换 y*= 记 "x 需 O(dz) 次 运算 。 为 了 绕 开 这 个 困难 ， 
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我 们 退 一 步 ,只 在 一 切 小 波 包 基 中 来 求 M(B" X) 的 最 小 值 点 。 这 样 得 到 的 标准 正 交 基 称 为 近 
似 K -L 基 ,相应 的 正 交 变 换 为 近似 上 - 工 变换 。 考 虑 到 小 波 包 基数 量 充分 大 ,这 种 近似 还 是 
可 以 接受 的 ,尤其 是 其 算法 的 运算 量 由 于 使 用 小 波 包 算法 而 大 大 减少 。 下 面 介绍 该 算法 。 

为 方便 起 见 , 设 4 一 2 ,多 为 R* 上 的 正 交 小 波 包 库 , 深 度 为 J]。 对 B= (m,k),0<m<2*， 


计算 出 x" 在 Es 基 下 的 系数 (X2)2-， 。 再 计算 
1 hn 1 
= (Ko 2 一 Ds 人 
于 是 M? 一 Smo (X) 是 XX 在 Es 的 基 下 表示 的 偏差 . 同 5. 5. 3 一样, 将 Me 构成 二 元 树 (把 它 


当成 5. 5. 3 中 的 M(s) 即 可 ) .最 后 寻找 一 组 基 , 使 在 这 组 基 下 , >)M4 这 组 基 就 是 近似 K - 工 
加 


基 , 记 为 B= (bs,b) sy 二 Bx n= 1 N 
进一步 ,对 b; 重新 编号 , 使 得 (c(B`  X))-， 按 下 降 次 序 排列 。 给 定 s。>0, 设 d' 满 足 


a 了 
(1 一 b > yo(Y) 过 Da,(Y). 通 常 d' 远 比 4 小 . 当 k>d 时 ,六 之 0 过 n 过 NN。 
be be 


由 于 d' 很 小 ,可 以 对 {Cy 并 ,SSR 寻找 KL 基 , 即 求 出 把 矩阵 (Ds) )，， 对 角 


化 的 正 交 和 矩阵 。 然 后 求 出 必 维 向 量 (y;),-, ,mn 一 1,…,N, 在 这 组 基 下 的 表示 。 
近似 K -变换 的 复杂 座 包 括 以 下 几 沾 方面 ， 
(1) 将 NN 个 向 量 {x*)%,SSR* 作 小 波 包 展 开 :OCNdlog: d); 
(2) 求 出 所 有 M?, 构 成 树 结构 :O(dlog: d); 
(3) 求 出 最 优 基 :O(d 十 dlog: d); 
(4) 将 基 疝 量 按 下 降 次 序 编号 :O(dlog: d); 


(5) 将 ( 了 877) ， 对 角 化 。 
上 面 的 最 后 一 步 可 以 不 实施 ,这 要 根据 具体 情况 而 定 。 


5.6 小波 分 析 应 用 简介 


小 波 分 析 的 应 用 是 与 小 波 分 析 的 理论 研究 紧密 地 结合 在 一 起 的 。 毫 不 夸张 地 说 ,在 当今 
信息 时 代 , 小 波 分 析 已 经 并 将 更 加 深刻 地 影响 人 们 的 生活 。 关 于 这 一 点 ,可 以 从 下 面 的 变化 中 
看 出 :小 波 变换 已 经 取代 JPEG 原 有 标准 中 的 离散 余弦 变换 (DCT) ,成 为 JPEG2000 标准 中 的 
核心 技术 。 限 于 篇 幅 , 本 节 只 介绍 它 在 三 个 方面 的 应 用 。 


5.6.1 在 信号 除 虽 方面 的 应 用 


在 传统 的 基于 Fourier 变换 的 信号 处 理 方法 中 ,要 求 信号 和 噪声 的 频带 重 公 部 分 尽 可 能 
小 。 这 样 , 在 频 域 就 可 以 通过 时 不 变 滤波 方法 将 信号 和 噪声 区 分 开 。 然 而 , 当 信号 和 噪声 在 频 
域 有 重合 时 ,基于 Fourier 变换 的 方法 就 难以 处 理 了 。 这 时 需要 使 用 其 他 变换 ,小 波 变换 便 是 
可 供 选 择 的 方法 之 一 。 
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假设 要 从 被 噪声 污染 的 信号 数据 y= (y;) 中 焦 复 真实 信号 数据 x 二 (zx,), 而 y 和 x 的 关系 是 
y=ztoNOD, i=1,2,%n 
其 中 ,o>0 为 常数 ,N(0,1) 是 标准 的 高 斯 白 噪声 ,” 是 样本 数 。 利 用 小 波 分 析 对 信号 进行 降 品 
时 ,常常 采用 通过 闭 值 处 理 消 除 信号 噪声 的 方法 。 具 体 过 程 如 下 。 
先 对 y 作 小 波 变换 得 了 二 Wy , 记 Y 中 对 应 低频 和 高 频 分 量 分 别 为 c,d, 即 Y= (c,d)。 再 
对 高 频 分 量 系数 d 二 (4,) 进 行 阅 值 处 理 , 处 理 方法 分 硬 (hard) 阐 值 处 理 和 软 (soft) 阐 值 处 理 两 
种 方法 。 
(1) 硬 阔 值 处 理 方法 
fd， 若 1dil>t 
0， 若 | di|<i 
(2) 软 阐 值 处 理 方法 
2 -从 dl-0， 若 1dl>: 
lo, 车 | dl<t 
最 后 ,计算 了 =(c,4) 的 逆 小 波 变 换 * 二 W-'Y 了 。x 即 为 原始 信号 x 的 恢复 信号 ,当然 是 近 
似 恢复 。 图 5. 20 给 出 了 一 个 被 污染 的 信号 以 及 通过 除 噪 后 的 信号 。 


by 


0 10 20 30 40 50 60 700 800 90 1000 
上 
(a) 被 污染 信号 


0 100 ?20 300 400 500 600 700 80 90 1000 
(b) 除 噪 后 信号 
图 5.20 被 污染 信号 和 除 噪 后 信号 
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5.6.2 在 图 像 压缩 方面 的 应 用 


在 图 像 处 理 中 ,需要 用 二 维 小 波 变换 或 二 维 Mallat 算法 。 在 5. 3. 3 中 已 经 指出 ,高 维 
Mallat 算法 可 以 是 一 维 Mallat 算法 的 张 量 积 形式 ( 见 (5. 3. 30) 和 (5. 3. 31)) ,也 可 以 是 一 般 形 
式 ( 见 参考 文献 [6]) 。 

一 张 图 像 经 模拟 数字 转换 离散 化 后 的 数据 量 是 巨大 的 ,如 此 巨大 的 数据 在 传输 ,存储 、 处 
理 方面 会 引起 很 大 的 困难 。 但 实际 上 ,图 像 数 据 中 包含 着 大 量 无 关 紧 要 的 信息 ,因此 在 保持 图 
像 一 定 的 清晰 度 或 分 辩 率 的 前 提 下 ,大量 压缩 其 中 无 关 紧要 的 数据 ,这 就 是 图 像 数 据 压缩 的 任 
务 。 实 际 的 图 像 信号 像素 点 间 一 般 都 有 相关 性 。 相 邻 行 之 间 、 相 邻 列 之 间 的 相关 性 最 强 。 
1983 年 ,Burt 等 人 用 Laplacian 塔 式 分 解 进行 图 像 数据 压缩 ,其 实质 也 是 部 分 地 消除 原 图 像 中 
的 相关 性 ,从 而 获得 较 好 的 压缩 效果 。 变 换 域 方 法 实现 信号 压缩 是 将 信号 按 某 一 规范 正 交 基 
进行 展开 , 若 展开 后 右边 的 不 能 忽略 的 项 数 越 少 则 数据 压缩 比 越 高 , 即 : 将 通常 在 时 域 或 空域 
表示 的 信号 变换 到 另外 一 些 正 交 矢量 空间 (变换 域 ) 中 进行 表示 ,并 使 变换 域 中 表示 的 各 信号 
分 量 之 间 的 相关 性 很 小 或 互 不 相关 ,从 而 与 变换 前 相 比 ,其 能 量 更 加 集中 。 因 此 ,图 像 数 据 压 
缩 主要 利用 以 下 性 质 : 

(1) 图 像 像素 点 间 的 相关 性 (空间 及 时 间 ); 

(2) 人 眼 的 视觉 特性 (允许 图 像 有 一 定 的 误差 ); 

(3) 变换 域 的 能 量 集中 特性 (去 除 相关 特性 ); 

(4) 编码 数据 间 存在 元 余 度 。 

有 损 图 像 压 缩 (lossy compression) 通 常 都 采用 变换 编码 方式 。 如 :JPEG 采用 的 是 DCT 
变换 ,JPEG2000 采用 的 是 小 波 变换 。 经 典 的 采用 小 波 变换 的 图 像 压 缩 算法 有 EZW 算法 、 
SPIHT 算法 和 EBCOT 算法 ,它们 之 间 的 主要 区 别 在 于 对 小 波 系数 进行 编码 采用 了 不 同 的 方 
法 ,这 里 不 进行 一 一 介绍 。 新 一 代 静 态 图 像 压缩 算法 JPEG2000 主要 来 源 于 EBCOT 算法 ， 
JPEG2000 中 所 使 用 的 离散 小 波 变换 可 以 选择 ,如 果 选 择 可 逆 的 LeGall(5,3) 滤 波 器 可 以 用 来 
进行 无 损 压 缩 , 若 选择 不 可 逆 的 Daubechies(9,7) 滤 波 器 可 以 得 到 高 压缩 率 的 有 损 压 缩 图 像 。 
另外 , 它 还 提供 了 很 多 特性 ,比如 ROI(Regions of Interest) 压 缩 、 容 错 传输 、 多 位 面 图 像 压缩 ; 
还 可 以 提供 在 变换 域 的 图 像 旋转 ,这 在 一 般 的 变换 域 是 不 能 实现 的 。 

用 小 波 变换 进行 图 像 压 缩 是 按照 一 定 的 规则 来 去 掉 部 分 小 波 系数 ， 再 对 系数 进行 量化 ， 从 
而 达到 数据 压缩 的 目的 。 具 体 步骤 如 下 : 

(1) 对 图 像 进 行 小 波 分 解 ; 

(2) 对 细节 信号 (高 频 部 分 ) 系 数 进行 阅 值 量化 处 理 。 对 不 同 尺度 的 系数 ,选择 相应 的 阐 
值 ,并 对 系数 进行 量化 ; 

《3) 对 量化 后 的 系数 进行 小 波 重 构 。 

与 DCT 变换 比较 ,小 波 变换 在 下 述 两 个 方面 具有 显著 的 优势 。 

(1) 累进 传输 特性 。 小 波 变换 由 于 其 多 分 辨 率 的 特性 ,非常 适合 图 像 的 累进 传输 ,这 在 实 
时 图 像 传 输 与 检索 中 是 非常 重要 的 。 首 先 , 可 以 利用 有 用 的 带宽 传输 图 像 的 粗略 部 分 ,如 果 此 
图 像 不 是 用 户 所 需要 的 , 则 放弃 继续 传送 ;如 果 是 用 户 所 需 图 像 , 则 继续 传送 其 细节 部 分 。 

(2) 在 高 压缩 率 时 所 表现 的 压缩 性 能 。 小 波 变换 之 所 以 在 高 压缩 率 有 好 的 压缩 效果 是 因 
为 小 波 变换 混合 了 大 块 的 低频 背景 信息 (如 湖泊 的 表面 ) 和 小 块 的 高 频 信息 (如 尖锐 的 边缘 )， 
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而 自然 图 像 的 分 布 恰恰 是 这 样 的 。 而 JPEG 中 DCT 变换 是 一 种 分 块 的 DCT 变换 ,在 高 压缩 

率 情况 下 ,相当 于 对 图 像 进行 低频 滤波 ,失去 了 大 量 的 高 频 信息 ,因此 使 得 边缘 变 模糊 ,造成 通 

常 所 说 的 “ 块 效应 ”。 

地 产生 各 种 分 辩 率 的 图 像 , 从 而 适应 于 不 同 分 辩 率 的 图 像 WO 设备 和 不 同 传输 速率 的 通信 
图 5. 21 给 出 了 两 幅 分 别 用 JPEG 和 JPEG2000 压缩 (512X512) 的 图 像 。 


00 压缩 ,压缩 比 =8 


(a) 原 图 (b) JPEG 压缩 ,压缩 比 =7 
图 $5.21 JPEG 和 JPEG2000 压缩 的 图 像 


5.6.3 小 波 与 快速 数值 计算 


与 其 他 变换 一 样 ,基于 小 波 变换 的 数值 算法 是 将 算 子 和 向 量 在 小 波 基 展 开 , 而 且 计算 也 是 
在 新 坐标 下 进行 ,人 们 希望 在 新 坐标 下 的 运算 更 快 。 由 于 小 波 的 快速 算法 .良好 的 时 频 局 部 化 
和 消失 矩 条 件 ,基于 小 波 变换 的 数值 算法 显示 出 一 些 新 的 重要 特 使 一 大 类 算 子 有 稀 疏 
矩阵 表示 ,这 种 表示 可 以 看 成 是 对 算 子 的 压缩 ,因而 可 以 加 快 矩 阵 与 向 量 相 乘 运算 。 毫 无 疑 
问 ,参考 文献 [18] 是 这 方面 的 葛 基 工作 。 本 节 以 一 类 积分 算 子 为 例 , 介 绍 小 波 变换 在 数值 分 析 


中 的 应 用 。 
设 $ 是 L.(R) 的 多 尺度 分 析 的 正 交 尺度 函数 ,是 由 它 产生 的 正 交 小波 。 那 么 
Ba TI (3) Ba TB BT ey), kk EL (5. 6. 1) 
是 L,(R*) 的 标准 正 交 基 。 下 面 考虑 积分 算 子 
Tf(z) = | K(zry)f ydy, f EL(R) (5. 6. 2) 


在 标准 正 交 基 (5. 6. 1) 下 的 表示 。 形 式 上 ,将 K(z,y) 在 L;(R?) 的 标准 正 交 基 (5. 6. 1) 下 展 
开 为 
K(x,y) = Dal por TB 9) + Blin (Tbe(y) 十 


LA EOT ERY) (5. 6.3) 

其 中 ,dw ,Bw 和 Yx 为 相应 的 内 积 ,例如 = | | KG)(z)gw (yydzdy。 记 答 阵 

A :二 (aw)w, B; := (Br)w ,本 : 二 (Yix )w。 关 于 这 些 和 矩阵 元 素 的 大 小 ,我 们 介绍 下 述 
定理 。 

定理 5.6.1 设 工 的 核 K(Cz,y) 满 足 | K(z， 


I<G 1z 一 > | | axw(Czrvy) | 十 


Ia |<G 1z-y |], KGz,yydzdy| <Co111,Y 二 进 区 间 1。 那 么 对 于 有 M 
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阶 消 失 矩 的 紧 支 集 小 波 内 成 立 不 等 式 
lew | 二 Be | Xe 入 Crd + Rok Dm, VD (5. 6. 4) 

该 定理 的 证 明 可 以 参看 参考 文献 [6] 或 参考 文献 [7] 的 第 二 卷 第 八 章 。 这 个 定理 表明 了 在 
和 矩阵 4; ,B, 和 中 , 当 元 素 远离 对 角 线 时 ,其 值 是 无 穷 小 量 。 该 定理 不 仅 为 近似 计算 提供 了 
理论 根据 ,同时 ,其 “ 算 子 压缩 "的 思想 ,也 为 调和 分 析 中 著名 的 (1) 定理 提供 了 新 的 证 明 ( 见 
参考 文献 [7] 的 第 二 卷 8. 3) 。 

将 /在 (一 维 ) 小 波 基 { 几 .,}a 下 展开 , 记 di=(f, 风 4),d=(f, 加 4,)。 将 f= Dd 
代入 Tf 的 表达 式 (5. 6. 2) ,得 

Tf = (Daivdy)yaz) + DD (DBs )pialz) + 
让 i 让 人 


D7 (Privds )bialz) (5.6.5) 
因此 ,在 已 知 /的 小 让 分 解 系数 一 (Dro 二 (cf )， 条 件 下 ,关于 Tf 的 计算 转化 为 计算 系 
数 Ajd’ = (Perds),, Bjc’ = (Cd ) 和 Td’ = (DY.vds), 
回忆 起 P 和 Q, 一 已 -, 一 忆 分 别 是 上 CR) 到 V 和 钢 ) 的 正 交 投影 ,于 是 , TQ, 一 
dw VK GeosDdy, 再 将 它 投影 到 Wi 上 ,得 


QTQf = 2 TQ pin) = 
7 


Dats J Kp gr drdy 到 


2 (Dairdi)y, (5.6.6) 

对 QTP 和 P,TQ, 有 类 似 的 表达 式 
QTPS = 2 (DBivck Ju (5.6.7) 
PITPT = 2 (Phds bs (5.6.8) 


因此 ,完全 可 以 将 算 子 QTQi,QTP, 和 PiTQ, 与 矩阵 A;,B, 和 T; 等 同 起 来 。 于 是 ,可 以 将 
式 (5. 6.5) 简 记 为 

T= D+B+I)S 
上 式 也 可 直接 由 等 式 推出 。 


在 应 用 中 ,我 们 不 可 能 将 其 在 所 有 尺度 展开 , 只 可 能 得 到 它 的 近似 。 对 于 式 (5. 6.3) 的 
K(z,y) 我 们 有 如 下 近似 


K(z,y) = 由 二) 十 2 ah CT) Br (y) 十 
BrgiaCT) By) 十 Tdi Thy)) (5.6.9) 
其 中 ,dy 一 KGz53) 和 (2) 和 x Cy)dzdy。 那么 代替 式 (5. 6.5) 是 工 的 近似 下 FT 其 
中 ,T,f 为 
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二 
Tf = Debalz) + (Dalrdigialz)+ 


DPBivciga (T+ Drdibialz)) (5.6.10) 
显然 ,在 上 面 出 现 的 也 是 工 在 不 同 尺度 下 的 近似 , 即 T= 二 PTP,。 同 前 面 一 样 ,可 以 将 了 等 
同 于 和 矩阵 TD 二 (shx) 4x。 
下 面 考 虑 上 述 方法 的 数值 实现 。 为 此 假定 KC(z,y) 对 zx 和 y 都 是 以 1 为 周期 ,f 以 1 为 周 
期 。 上 面 的 表达 式 在 周期 情形 也 成 立 , 只 需 把 水 ; 和 多. 分别 换 成 它们 的 周期 化 
和 (= D(z 十 m)) 和 久 .,。 当 然 积分 区 域 由 RR 换 为 [0,1], 此 时 和 矩阵 为 
T= b= 
B= BW T= 0 
它们 都 是 2’ 阶 和 矩阵 。 若 T, 已 知 , 构 造 {14; ,Bj,T 卫 ) = ,To} 的 运算 量 为 O(22) 。 


| 


记 函 数 / 在 周期 多 尺度 分 析 的 六 投影 为 Pjf = @ 十 了) Ddip4。 利 用 c=(c?),d’ 二 


名 各 
(Cd ,0<jSn 一 1, 以 及 周期 信 生 的 Mallat 算法 ,可 以 重 构 出 一 (c)2 ,0< jn 一 1, 运 
算 量 0(2")。 利 用 上 式 ,我 们 有 


1 21 
Tf = PTPo = $800 + D2) Dp + ey 


名 总 
其 中 (GA) 一 4 十 Be (=Td’, 0<j<n-l (5.6.11) 
式 (5. 6.11) 就 是 基于 小 波 的 计算 积分 算 子 的 数值 方法 。 图 5. 22 给 出 其 矩阵 表示 (n=4) 。 


图 5.22 积分 算 子 数 值 计算 的 矩阵 表示 {n 一 4)。 其 中 ,只 有 4,,B, ,1 ,j 一 1,2,3, 和 T, 是 非 堆 子 矩 阵 
我 们 的 任务 就 是 要 计算 出 上 述 所 有 系数 忌 ,Q; 。 不 难看 出 ,其 运算 量 为 O(2”)( 在 已 知 w 
和 4d’ 的 前 提 下 )。 这 在 实际 中 是 难以 实现 的 。 然 而 ,在 关于 这 些 系数 允许 的 误差 范围 内 ,其 计 
算 量 可 以 大 大 减少 。 正 是 在 这 一 点 上 ,小 波 基 显 示 出 了 其 优点 。 
具体 方法 如 下 , 选 定 自然 数 y, 置 4;,B, 和 Pr; 中 沿 对 角 线 的 一 个 宽 为 2x 的 带 之 外 的 元 素 
为 零 ,得 到 新 矩阵 4;.,, Bi 和 iv。 以 它们 分 别 代 蔡 4;,B; 和 了 ,于 是 得 到 工 , 的 一 个 近似 
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T,.s。 根 据 定理 5. 6. 1 可 以 证 明 , | T. 一 Ts.e ‖ =O(-“)。 为 使 误差 足够 小 ,可 以 只 让 M 适 
当 大 ,而 A 可 以 只 取 较 小 的 值 。 显 然 ,以 4;.。,B;.。 和 TT 分别 代表 4;,B, 和 后 ,计算 式 
(5. 6. 11) 的 运算 量 从 O(2” ) 减 少 为 0(2") ,与 原始 数据 长 度 同 阶 。 

为 了 应 用 上 面 的 方法 ,我 们 需要 计算 出 4 ,Bi 和 TT。 对 于 许多 算 子 (比如 微分 算 子 、 
Hilbert 变 换 分 数 阶 导数 和 Riesz 变换 ) ,我 们 可 以 通过 一 个 较 小 的 线性 代数 方程 组 的 求解 ,来 
计算 4,,B, 和 I 。 下 面 以 微分 算 子 T= d/dz 为 例 来 说 明 这 一 点 。 

例 5.6.1 对 T=d/dz, 计 算 A,,B, 和 I;。 此 时 


or = 2 Fz YF kd = Zary 
一 2| yz — kr—k)dzr 一 284 
rhs = 2 $622 — Yr — Kdz = yrs 
其 中 ,a 一 | wz 一 DY(z)dr 一 人 wz 一 DYcodz 和 思 = .wz 一 DYCzdzr, 为 了 计 


算 w,& 和 Yi, 引 入 记号 7 二 .wz 一 wdzdr。 记 (h,), 和 (gt)A 分 别 为 低 通 和 带 通 滤波 器 ， 
则 有 
0%i 一 4 1848erarre， 有 4 Darheras *» Y= 4 Dhigerame 
下 面 介绍 计算 7, 的 方法 。 用 Fourier 变换 改写 ~ 的 表示 , 则 有 
n= 去 |。 | go) 1 (~ iw)e dw (5,.6, 12) 
这 说 明 r, 只 依赖 于 $ 的 自 相 关 函 数 (这 个 性 质 对 一 般 卷 积 算 子 都 对 ) .由 于 supp gG [0,2M 一 
可 ,Y 1 4 宇 2M 一 1,7 = 0。 引 入 三 角 多 项 式 r(w) = >)rie*。 由 式 (5. 6. 12) 知 
r(o) = 六 (wo 十 2kr) | gw)(w 十 2hx) 1: = 


2 | ma(w/2) |r(w/2) 十 | mo lw/2+ 7) fr(w/2+ 7) 
可 见 ,r(w) 是 定义 在 三 角 多 项 式 空间 上 的 算 子 
Mof(o) =| mo(w/2) | fw/2) +| mo(ow/2 十 z) |*f(w/2+ 7) 
以 对 应 与 特征 值 1/2 的 特征 向 量 。 可 以 证 明 ，M > 2 时 ,r(w) 是 惟一 存在 的 。 比较 等 式 
Ar(w) = 1/2r(w) 两 边 的 系数 ,得 到 关于 ,的 方程 :7, = 2rzx 十 > av(rass 十 ri) 其 中 mv 一 


2 ,为 保证 的 惟一 性 , 需 用 到 规范 条 件 了 wr = 一 1, 后 一 等 式 成 立 的 原因 是 乡 满足 所 
谓 的 多 项 式 再 生性 质 ，27g(z 一 旭 = 1， 忆 (人 z 一 Dgz 一 昌 = ce。 于 是 Dlr, = 
3wcz-oyeodz= ondr =—1, 


若 在 例 5.6. 1 中 选取 Daubechies 尺度 办 , 则 只 有 4N 一 3 项 mm (一 2N 十 2<<1<2N 一 2) 不 
为 0。 因 此 ,4 ,Bi 的 带宽 为 4N 一 3。 图 5. 23 表示 其 稀疏 结构 。 
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图 5.23 微分 算 于 的 稀 玻 结构 (选取 Daubechies 尺度 办 时 ,矩阵 4j ,Bi ,D 的 带宽 为 4N 一 3) 
习 题 


1, 证 明 : 若 函数 f 在 (a,) 是 一 致 Lip a, 则 它 在 任何 点 zuE (a,B) 具 有 Lip 指数 a。 

2. 证 明 :7F(z)=zsin(1/z) 在 任何 点 zxE( 一 1,1) 具 有 Lip 指数 1。 但 在 (一 1,1) 只 是 一 致 
Lip ae<1/2( 提 示 ,考察 点 列 ,二 (n 十 1/2)™'x-')。 

3. 证 明 :着 是 正 交 的 尺度 函数 , 则 忆 #(x 一 n) 二 1。 

4. 设 是 式 (5. 3.14) 定 义 的 正 交 小 波 。 若 办 满足 办 (w) 一 mm(w)%(w),m(w) 是 2r 周期 
的 可 测 函 数 , 且 对 任何 w,|m(w)| 二 1, 则 也 是 正 交 小波 。 

5. 证 明 引 理 5. 3.4 的 证 明 过 程 中 出 现 的 矩阵 几乎 处 处 为 西 阵 。 

6， 验 证 等 式 (5. 3. 29) 。 

7. 证 明定 理 5. 3. 3 的 结论 (1) 。 

8. 若 以 余弦 函数 代替 式 (5. 5. 7) 中 的 正弦 函数 , 引 理 5. 5. 1、 引 理 5. 5. 2 和 定理 5. 5. 4 该 
如 何人 氢 述 。 

9, 证 明 ;{V2sin(kxz))ez 是 [0,1] 的 一 组 标准 正 交 基 。 请 构造 Cv 上 相应 的 一 组 标准 
正 交 基 。 
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随机 微分 方程 是 在 概率 论 和 微分 方程 的 基础 上 产生 的 一 门 边缘 学 科 , 是 应 用 促 理论 发 展 
的 典范 , 现 已 发 展 成 为 概率 论 的 一 个 重要 分 支 , 并 在 物理 学 .生物 学 .控制 论 .现代 通信 理论 和 
社会 经 济 等 领域 有 着 广泛 而 深入 的 应 用 ,日 益 成 为 一 种 有 效 的 分 析 工具 。 随 机 微分 方程 可 分 
为 一 般 随 机 微分 方程 和 Ito 随机 微分 方程 。 由 于 后 者 在 工程 技术 中 应 用 广泛 ,将 予以 重点 介 
绍 。 有 关 前 者 的 详细 讨论 可 参见 参考 文献 [1]。Ito 随机 积分 的 引入 主要 有 两 种 途径 :一 种 是 
采用 逼近 理论 ,定义 简单 函数 的 Ito 随机 积分 ,然后 再 推广 到 一 般 情形 ,这 需要 较 深 的 理论 基 
础 ; 另 一 种 是 均 方 理论 方法 ,类 似 于 高 等 数学 中 积分 的 定义 ,相对 而 言 容易 被 非 概 率 论 专业 的 
学 生 接受 和 理解 ,因此 采用 此 种 方法 。 本 章 首 先 有 针对 性 地 介绍 随机 过 程 的 一 些 基本 概念 , 包 
括 Markov 过 程 、Brown 运动 .随机 微 积分 等 ,然后 在 此 基础 上 重点 介绍 Ito 随机 微分 方程 的 定 
量 方面 的 一 些 基 本 理论 及 其 简单 应 用 ,有 关 定 性 方面 的 讨论 参见 参考 文献 [2] 


6.1 引言 
先 举 两 个 随机 微分 方程 的 实际 例子 。 
例 6.1.1 考虑 简单 的 某 种 群 数量 增长 模型 
NO = oODNC， NG = N (6.1.1) 


dt 
式 中 ,N(W) 是 t+ 时 刻 种 群 个 体 数量 ,a(t) 是 上 时 刻 该 种 群 的 相对 增长 率 。 
如 果 在 + 时 刻 增长 率 a(t) 完 全 已 知 且 是 常数 , 则 模型 就 是 著名 的 Malthus 模型 。 如 果 在 上 
时 刻 增长 率 a(#) 不 是 完全 确定 的 ,而 是 受 某 些 外 部 不 可 控 因 素 的 影响 , 即 a(1) 的 表达 式 为 a(1) 
三 r() 十 “噪声 ",r(z) 是 :时刻 的 相对 增长 率 ,是 已 知 的 , 且 往往 取 为 常数 。 而 “噪声 "项 的 精确 
形式 是 未 知 的 , 仅 知道 它 的 概率 分 布 。 
例 6.1.2 在 电路 的 某 一 固定 点 ,t 时 刻 的 电荷 Q(t) 满足 微分 方程 


LQ'W +RQ' DW + EQ = FO), QO0) = QQ — 1 (6.1.2) 


式 中 ,是 电感 ,R 是 电阻 ,C 是 电容 ,F(t) 是 1 时 刻 的 位 势 源 。 如 果 F(z) 不 是 确定 的 ,而 是 有 
形式 F(t)==G(4) 十“ 噪声",G(z) 是 + 时 刻 的 位 势 源 , 是 完全 确定 的 。 

上 述 两 个 方程 共同 的 特点 是 :由 于 噪声 项 的 存在 ,也 就 是 引入 随机 因素 的 影响 ,它们 不 再 
是 普通 的 微分 方程 。 随 机 因素 的 引入 直接 导致 方程 的 解 不 再 是 确定 性 函数 ,而 是 随时 间 变 化 
的 随机 变量 , 即 随机 过 程 ,因而 需要 给 出 这 类 方程 精确 的 数学 描述 以 及 处 理 方法 。 这 类 方程 形 
式 在 工程 技术 中 极为 常见 ,关于 它们 的 求解 方法 和 理论 ,将 是 这 章 讨论 的 重点 。 
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6.2 基本 知识 


6.2.1 随机 过 程 

用 表示 基本 空间 ,SF 是 0 上 一 个 @ 代数 , 即 了 是 由 0 的 某 些 子 集 组 成 的 集 类 且 满 足 ， 
(1) 0E 丈 (2) 车 AEF, 则 A'=0 一 AEF;(3) 车 A.E9in=1,2,…, 则 已 A,E 9, 称 (Q, 力 为 
可 测 空间 。 若 在 上 定义 了 一 个 测度 y, 则 称 (Q,F,p) 为 测度 空间 。 进 一 步 ,车 测 度 "满足 
AGO)=1, 则 称 p 为 概率 ,此 时 用 P 表示 ,相应 地 称 (2,9,P) 为 概率 空间 。 

一 般 情 形 下 ,9 的 子 集 类 兴 未 必 是 代数 ,但 在 2 上 至 少 存在 一 个 代数 包含 集 类 闪 , 如 
人 的 所 有 子 集 组 成 的 集 类 是 一 个 代数 且 包含 兴 。 将 Q 上 包含 只 的 最 小 o 代数 称 为 由 子 集 类 
只 所 生成 的 "代数 , 记 为 c( 只 )。 例 如 , 取 0 为 实数 域 R= (一 c ,十 ce) , 令 

内 = {4:A = RR 或 [a,b) 或 (一 00,b) 或 [a, 十 0),a,b € R) 
则 只 不 是 R 上 的 一 个 = 代数 ,由 它 生成 的 最 小 代数 o( 沪 ) 称 为 直线 上 的 Borel 域 , 记 为 8! 或 
多。 多 中 的 集 称 为 Borel 集 。 相 应 地 称 (R, 多 ) 为 Borel 空间 。 类 似 地 可 以 定义 维 欧 氏 空间 R" 
上 的 n 维 Borel 域 8" 及 nn 维 Borel 空间 (R",3")。 

设 和 EE, 是 两 个 集合 ,用 f:E, Hz 已 表示 由 已 到 E, 的 影射 。 对 任何 的 ACE, 记 A 
关于 影射 / 的 像 为 (A)={?:y= /(z),zEA4}, 而 对 任何 的 BCE:,B 关于 影射 / 的 原 像 记 
为 /71(B)={z:z€EE,,f(z)EB). 

定义 6.2.1 设 (Q0, 罗 是 可 测 空 间 ,(R,3) 是 Borel 空间 ,X:Q HF R。 如 果 对 任意 AE 多 
有 X (4A)E 丈 则 称 X 是 (0, 凡 到 (R,3) 的 可 测 函 数 , 简 称 XX 是 可 测 的 , 记 为 XEF。 此 时 
也 称 X 是 (2,9,P) 上 的 随机 变量 。 

易 证 X'(3) 二 {X-'(B):BE 久 ) 是 0 的 于 集 类 , 且 是 的 子 o 代数 。 

车 XX" 二 (XI,X,，,…,X,) 的 每 个 分 量 X,(i 二 1,2,…,n) 都 是 (2,F,P) 上 的 随机 变量 , 则 称 
X 为 (0,9,P) 上 的 严 维 随机 变量 或 m 维 随机 向 量 。 

设 (0, 罗 是 可 测 空间 , {3,,tE T} 是 了 的 一 族 子 o 代数 ,其 中 T 为 参数 集 , 通 常 取 T 为 
R* = 二 [0, 十 oo) 或 [a,6] 或 非 负 整 数 。 如 果 {F,,tE.T} 满 足 对 任意 的 s,1 ET,s<<t 都 有 
了 ,CF,CF, 则 称 {3F,,1€E T} 为 的 一 族 上 升 的 子 o 代数 。 

定义 6.2.2 设 (9,9,P) 是 概率 空间 ,(R,G) 是 Borel 空间 ,TT 为 参数 集 ,(F,,1ET) 是 了 
的 一 族 上 升 的 子 代数 。 如 果 对 每 个 固定 的 :ET, 有 X(to):2He R, 且 X(t,w) E98,, 则 称 
{X(4sw) ,1ET) 为 (0,F,P) 上 {3,,1ET) 适 应 的 随机 过 程 。 

设 {X(t,w),tET) 为 (Q,8,P) 上 {93,1ET) 适 应 的 随机 过 程 。 对 任意 固定 的 :ET, 当 st 
时 ,X (99) 是 "代数 ,但 晶 X (Cs, 罗 未 必 是 = 代数 。 这 是 由 于 无 穷 多 个 代数 的 并 ,不 一 定 
是 “代数 。 若 令 

oAXGS) ss SDAUXID), teT 
则 OX(s,w),s 亿 ) 表 示 由 以 X“(s, 9) 所 生成 的 了 的 子 o 代数 。 显然 , 当 4 之 ts 时 ， 
XG) ,sn ) Co Xo) si) {to Xs ,v0) ,sD) LET} 是 ZF 的 一 族 上 升 的 子 o 代 
数 , 称 它 是 由 随机 过 程 {X(t,w),tE T} 所 生成 的 于 的 子 o 代数 族 。 由 于 对 每 个 固定 的 1， 
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X(to)EoCXGo),s<i) ,因此 {XCto),tET} 也 是 {z(XCs,o),s<oD),tET} 适 应 的 随机 过 
程 ,简称 {X(1,w) ,1E T) 为 随机 过 程 。 根 据 这 个 解释 ,随机 过 程 也 可 以 简单 地 定义 为 对 任意 固 
定 的 zxET,X(co) 是 概率 空间 (2,9,P) 上 的 随机 变量 , 称 随 机 变量 族 {X(t,w),zET) 为 
(0,9,P) 上 的 随机 过 程 。 这 正 是 许多 教科 书 中 关于 随机 过 程 的 定义 ,今后 , 若 无 特 别 说 明 , 均 
这 样 认为 。 

如 果 将 随机 过 程 {X(t,w),tE T} 看 作 是 定义 在 2XT 上 的 二 元 函数 ,那么 对 固定 的 ET， 
X(t,w) 是 (2,9,P) 上 的 随机 变量 ;而 对 固定 的 wuE Q,X(t,w) 是 定义 在 下 上 的 实 函数 , 称 为 随 
机 过 程 {X(t,w),zE T} 的 一 条 样本 函数 或 轨道 。 在 工程 中 ,通过 测量 所 获得 的 往往 是 随机 过 
程 的 一 些 样本 曲线 ,每 条 样本 曲线 表示 一 次 试验 随时 间 变 化 的 结果 。 因 此 ,对 随机 过 程 进行 一 
次 试验 测量 ,获得 的 样本 函数 是 随机 的 。 下 面 举 一 个 简单 的 例子 来 说 明 。 

例 6.2.1 热 噪声 电压 [5 。 电 子 元 器 件 由 于 内 部 微观 粒子 (如 电子 等 ) 的 随机 热 运动 所 引 
起 的 端 电压 , 称 为 热 品 声 电压 。 用 {X(t,w),zE [0, 十 co)} 表 示 电 子 元 件 的 热 噪声 电压 。 在 第 
一 次 试验 中 ,进行 长 时 间 的 测量 ,可 以 获得 一 条 电压 -时 间 曲 线 z(1,w), 为 一 条 样本 曲线 ; 进 
行 第 二 次 试验 ,可 以 获得 另 一 条 样本 曲线 z(tvws )…… 进 行 第 ”次 试验 ,可 以 获得 第 n 条 样本 
曲线 z(t,w,) 等 等 ,如 图 6. 1 所 示 。 一 次 试验 所 得 到 的 样本 曲线 是 随机 的 。 

如 何 将 随机 过 程 {X(t,w) ,1E[0, 十 co)) 理 解 为 

20 一 族 随机 变量 呢 ? 固定 := ,考察 X(1,w) 在 4 的 

A AAA A 数值 X(t。,w), 第 一 次 试验 值 为 z(1o,w) ,第 二 次 试 
a I 上 。 验 值 为 zx( ,w),……, 第 nn 次 试验 值 为 x (ow,)。 
| xrao) 显然 ,由 于 试验 环境 等 的 变化 ,在 to 时刻, 多 次 试验 
FAN 的 结果 是 随机 的 ,从 而 XC,o) 是 一 个 随机 变量 ,如 
1 图 6.1 所 示 。 当 上 变化 时 ,{X(Ctw),tE[0, 十 co)} 
| ; 是 一 族 随机 变量 ,因此 它 是 一 个 随机 过 程 。 
| 类 似 地 可 以 定义 n 维 随机 过 程 。 
! 在 概率 论 中 ,用 分 布 函数 表示 随机 变量 的 统计 
ve 分 布 。 同 样 地 ,也 可 以 用 有 限 维 分 布 函数 表示 随机 
过 程 的 统计 分 布 。 为 方便 起 见 ,今后 将 随机 过 程 
{XCtw)vtET} 简 记 为 {XCDOvtET}) 或 XCD。 
图 6.1 随机 过 程 的 样本 曲线 定义 6.2.3 设 {X(),zET} 是 概率 空间 
9, 多 P) 上 的 随机 过 程 ,对 任意 正 整数 "任意 参数 
tists wot ET 及 任意 实数 zz ,rz,…vz,ER, 函 数 
Fast Ti oTa ss Ts) = PIX(1) SC TK) SC za, XK,) Sz) (6.2.1) 
称 为 随机 过 程 {X(1) ,1E T) 的 n 维 分 布 画 数 。 

特别 地 ,车 对 任意 正 整 数 及 任意 参数 4 ,1;，,…,t, ET,n 维 随机 向 量 (XG4) ,XG4)，…， 
X(4))" 的 分 布 函 数 是 绝对 连续 的 , 即 存在 R" 上 关于 ,x,，…,z, 的 Borel 函数 p,.… 
(ziyzz yt) 使 得 


Fi (Ti Tes sa) 一 je Re 
则 称 如 .as (Zi ,zs，…,z,) 为 随机 过 程 {X(1) ,LE T) 的 n 维 概率 密度 。 
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nn 维 分 布 函数 描述 随机 过 程 {X(1) ,tE T)} 在 任意 个 时 刻 的 统计 特性 。 随 机 过 程 {X(1)， 
+ET} 的 一 维 分 布 函 数 , 二 维 分 布 函数 等 的 集合 
{Bi (Tra Ts) hbar ts € Ton > 1} (6.2.2) 
称 为 随机 过 程 {X(z) ,:€E 了 } 的 有 限 维 分 布 函数 族 , 它 描述 随机 过 程 {X(z),zE T) 统 计 分 布 。 同 
样 地 ,概率 密度 的 全 体 
{pare Ti Tar Tn) stile st E Tsn> 1} (6.2.3) 
称 为 随机 过 程 {X(O,zE T} 的 有 限 维 概率 密度 族 , 它 也 描述 随机 过 程 {X(D) ,iE 了 } 统 计 分 布 。 
显然 ,随机 过 程 {X(D ,ET} 的 有 限 维 分 布 函数 族 (6. 2. 2) 具 有 如 下 性 质 。 

(1) 对 称 性 。 对 于 (1,2,…,n) 的 任意 一 种 排列 (4,i，…，,i,), 有 

Fi Fir Ten ) = Fo (Ta Te eT ) (6.2.4) 

(2) 相 容 性 。 当 mn 时 ,有 

Fi To Teo Tm) = Foes (Tl oT20 es Taso0s 00) (6.2.5) 
反之 ,对 给 定 的 满足 对 称 性 式 (6. 2.4) 和 相 容 性 式 (6. 2. 5) 条 件 的 有 限 维 分 布 函数 族 式 (6. 2. 2) 
是 否 一 定 存在 一 个 以 式 (6. 2. 2) 作为 有 限 维 分 布 函数 族 的 随机 过 程 呢 ? 随机 过 程 的 
Kolmogorov 存 在 性 定理 回答 了 这 个 问题 。 

定理 6. 2. 1(Kolmogorov 存在 定理 ) 对 给 定 的 参数 集 工 及 满足 对 称 性 式 (6. 2. 4) 和 相 容 
性 式 (6. 2. 5 的 分 布 函数 族 式 (6. 2. 2), 则 必 存 在 概率 空间 (D,Z, P) 及 定义 在 其 上 的 随机 过 程 
{X(DvzE T} ,使 得 它 的 有 限 维 分 布 函数 族 是 式 (6. 2. 2) 。 

Kolmogorov 存在 定理 的 证 明 参 见 参考 文献 [3], 它 是 随机 过 程 理论 的 基本 定理 ,也 是 证 明 
随机 过 程 存在 性 的 有 力 工具 。 值 得 注意 的 是 ,Kolmogorov 存在 定理 是 从 构造 的 角度 来 证 明 随 
机 过 程 的 存在 性 的 ,因此 定理 中 的 概率 空间 (9,9, P) 和 随机 过 程 {X(D),zET)} 不 惟一 。 另 一 
方面 ,Kolmogorov 存在 定理 也 说 明 随机 过 程 的 有 限 维 分 布 函数 族 是 随机 过 程 统计 特性 的 完整 
描述 。 


6.2.2 随机 过 程 的 数字 将 征 和 特征 函数 


定义 6.2.4 设 {X(O,zET)} 是 随机 过 程 。 如 果 对 任意 的 zxE T,E(CX(z)) 存 在 , 则 称 函 数 
mx() =EXD)), iEeT 
为 随机 过 程 {X(z) ,+E T} 的 数学 期 望 ,也 称 为 随机 过 程 的 均值 函数 或 一 阶 矩 。 
定义 6.2.5 设 {X(O vtET)} 是 随机 过 程 。 如 果 对 任意 的 ET,E(CX:(z)) 存 在 , 则 称 随 机 
过 程 {X(2),tE T} 为 二 阶 矩 过 程 。 称 函数 
Varx(t) = E(X(1) — mx (1))?, i€ET 
为 随机 过 程 {X(1) ,:€E T} 的 方差 函数 。 称 函数 
Cx (st) = EC(X(S) ~— mx (ICXO 一 mx(t))， st ET 
为 随机 过 程 {(X(1) ,tE T)} 的 协 方差 函数 。 称 函数 
Rx(s,t) = E(X(S)X(2)), St GE 人 
为 随机 过 程 {X(z) ,zeE T} 的 相关 至 数 。 
根据 Schwarz 不 等 式 E| XY|<VECX5JVECY7 ,二 阶 甜 过 程 (X(4) ,iE T} 的 协 方差 函数 
Cx(s,D 和 相关 函数 Rx(s,z) 一 定 存在 , 且 
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Cx(syt) = Rx(st) —mx (mx(t), sit ET 

特别 地 , 当 mx(!) 三 0 时 ,有 Cx(s,) = 二 Rx(s,t) ,此 时 协 方差 函数 和 相关 函数 是 一 致 的 。 

随机 过 程 {X(t) ,+E T} 的 均值 函数 mx (1) 描 述 了 样本 函数 在 : 时 刻 的 平均 取 值 ,方差 函数 
Varx(t) 描 述 了 样本 函数 在 上 时 刻 相对 于 均值 函数 mx(2) 的 偏离 程度 。 均 值 函数 mx (1) 是 1 的 
一 条 固定 的 曲线 ,样本 曲线 围绕 均值 函数 曲线 上 下 波动 ,其 幅度 越 大 ,说 明 偏离 程度 越 大 。 例 
如 ,图 6.2 中 (a) 和 (b) 给 出 了 两 个 具有 相同 均值 函数 的 随机 过 程 的 样本 曲线 图 ,(a) 图 的 方差 
函数 比 (b) 图 的 方差 函数 小 。 而 协 方差 函数 C,(s,t) 和 相关 函数 Rx (s,1) 则 反映 了 随机 过 程 
{XC ,tET} 在 时刻 和 4 时 刻 的 线性 相关 程度 。 


人) 方差 函数 小 的 随机 过 程 (人 b) 方差 函 数 大 的 随机 过 程 NA 


图 6.2 均值 相同 但 方差 不 同 的 随机 过 程 


在 实际 问题 中 ,有 时 需要 考虑 两 个 或 两 个 以 上 随机 过 程 之 间 的 关系 。 例 如 ,把 一 个 随机 信 
号 X(2) 输 入 到 一 个 线性 系统 ,那么 系统 的 输出 Y(:) 也 是 一 个 随机 过 程 ,实际 需要 讨论 输入 随 
机 过 程 X(t) 和 输出 随机 过 程 Y(4) 之 间 的 联系 ,因而 需要 讨论 它们 的 联合 统计 特性 。 这 个 可 
以 用 它们 的 联合 分 布 函 数 来 描述 ,在 此 仅 给 出 描述 它们 之 间 线性 相关 的 互 协 方差 函数 和 互相 
关 函 数 的 定义 。 

定义 6.2.6 设 {X(1) ,1ET},{Y(4) ,1ET) 是 两 个 二 阶 和 矩 过 程 , 则 称 函 数 


Crr (st) = EC(X(S) 一 mx(s))(Y(t) 一 may(t))， seeET 
为 随机 过 程 {X(CD,tET} 和 {Y(D,zET) 的 互 协 方差 函数 。 称 函数 
Rxr(s't) = E(X()Y(D)), stET 


为 随机 过 程 {X(O,tE T} 和 {Y(1) ,ET) 的 互相 关 函 数 。 

如 果 对 任意 的 ,tET, 有 Cxy(s,2) 三 0, 即 Ry Cs,)=mx (5)my (4), 则 称 随机 过 程 {(X (7)， 
LET} 和 {Y(t) ,1E T} 的 互 不 相关 。 

在 概率 论 中 ,随机 变量 的 分 布 函数 与 特征 函数 是 相互 惟一 确定 的 。 一 般 情况 下 ,特征 函数 
可 以 看 作 是 广义 Fourier 变换 ,而 Fourier 分 析 是 数学 中 非常 有 力 的 常用 工具 ,在 许多 数学 分 
支 中 都 起 着 重要 作用 。 由 于 特征 函数 既 能 完全 确定 随机 变量 的 统计 特性 ,又 具有 良好 的 分 析 
性 质 , 所 以 它 在 随机 微分 方程 等 领域 中 有 着 重要 应 用 。 有 关 随 机 变量 的 特征 函数 及 性 质 的 详 
细 讨 论 可 参见 参考 文献 [4] 。 

随机 过 程 的 特征 函数 可 以 用 类 似 于 随机 向 量 的 特征 函数 的 定义 方式 来 定义 。 自 然 ,由 于 


第 六 章 ”随机 微分 方程 289 


随机 过 程 {X(O,zET} 的 分 布 是 由 有 限 维 分 布 函数 族 来 确定 的 ,相应 地 它 也 有 有 限 维特 征 函 


数 族 。 
定义 6.2.7 设 {X(4) ,1ET} 是 随机 过 程 ,对 任意 个 固定 的 t,t，,…,t,ET, 在 R" 上 定 
义 函 数 


he CM va ii) 一 Elexp{i DuX cn))) 
为 随机 过 程 {X(1) ,ET) 的 n 维特 征 画 数 。 称 特征 函数 的 全 体 
{Ba Ma) itt € Ton > 1) (6. 2.6) 


为 随机 过 程 {X(1) ,zET} 有 限 维特 征 函 数 族 。 

例如 , 设 {X(n) ,iE 丁 ) 是 随机 过 程 , 若 对 任意 正 整 数 n 和 ,to，*…* ,i, ET,(X(0) X(t) 
XX(1,))" 服从 维 正 态 分 布 , 即 过 程 的 有 限 维 分 布 是 正 态 分 布 , 则 称 随机 过 程 (X(4) ,iET) 为 
正 态 过 程 或 Gauss 过 程 。 对 任意 固定 的 4ET, 由 于 X(O) 一 NGCmx(iD) ,oi(4)), 所 以 它 的 一 维特 
征 函 数 为 


$Cu) = exp [imxCDu— Btu) 
其 中 ,mx(?) 是 均值 函数 ,及 (4) 是 方差 函数 。 一 般 地 , 它 的 n 维特 征 函 数 为 
LW 


其 中 w= (wyus ,ee 
数学 期 望 和 协 方差 矩阵 , 即 
= (max(n)vmax(tz) ,mx (ts)), 互 . = (Cx(ti,4))) 

定理 6.2.2 联机 过 程 (X() te 工 的 有 限 维 分 市 夯 数 基 人 2. 2) 和 有 限 维特 征 函 数 族 
(6. 2. 6) 相 互 惟一 确定 。 


6.2.3 Markov 过 程 


实际 问题 中 所 遇 到 的 许多 随机 过 程 在 数学 上 都 可 以 精确 地 归结 为 或 近似 地 归结 为 Markov 
过 程 ,这 类 过 程 的 一 个 重要 特点 是 它 具有 无 后 效 性 , 即 “知道 现在 ”, 而 “过 去 ”与 “未 来 "无 关 。 
先 考查 几 个 例子 。 

例 6.2.2 直线 上 质点 的 随机 游 动 。 

设 一 个 质点 在 实数 轴 上 移动 , 零 时 刻 时 它 位 于 原点 ,每 隔 单位 时 间 向 左 或 向 右 移动 一 个 长 
度 单位 。 向 右 移动 的 概率 为 p(0 二 p<1) ,向 左 移动 的 概率 为 9 一 1 一 户 。 由 于 质点 在 直线 上 的 
移动 是 随机 的 ,因此 质点 的 这 种 移动 称 为 质点 在 直线 上 的 随机 游 动 。 令 质点 在 nn 时刻 的 位 置 
为 XX(n) ,n= 二 0,1,…。 显 然 , 若 已 知 质点 现在 的 位 置 X(n) ,将 来 十 k 时 刻 所 处 的 位 置 X(n 十 ) 
只 与 现在 的 位 置 有 关 , 而 与 4 时刻 前 ( 即 过 去 ) 所 处 的 位 置 无 关 。 所 以 ,直线 上 质点 的 随机 游 动 
具有 无 后 效 性 , 即 过 程 {X(n) ,n= 二 0,1,…) 是 Markov 过 程 。 

例 6.2.3 来 到 某 银行 一 个 服务 窗口 的 顾客 。 

车 令 X(W) 表 示 在 [0, 人 J 时 段 内 来 到 窗口 的 顾客 数 , 则 来 到 的 顾客 数 X(t) 是 随机 的 .已 知 
现在 t, 时 刻 前 所 来 到 的 顾客 数 X(,) ,那么 未 来 :(z 二 !) 时 刻 前 来 到 的 顾客 数 X(z) 只 依赖 于 
心 时 刻 前 来 到 的 顾客 数 XX (4,)。 因 为 [0, 相 内 来 到 的 顾客 数 等 于 [0,1,] 内 来 到 的 顾客 数 加 上 


Ga rar ts) = exp ms — Dury, | 


和 马 ， 


) ae 


,分 别 是 随机 向 量 (XC ) ,Xe )，…X())T 的 
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(4 起 内 来 到 的 顾客 数 ,而 (t,t] 内 来 到 的 顾客 数 与 t, 时 刻 前 来 到 的 顾客 数 无 关 。 
{X(D,tE[0, 十 co)} 具 有 无 后 效 性 ,是 Markov 过 程 。 

例 6.2.4 Brown 运动 。 

1827 年 英国 植物 学 家 Robert Brown 观察 到 浸没 在 液体 中 小 花粉 粒子 的 无 规则 运动 ,这 
是 粒子 与 周围 液体 的 分 子 碰撞 的 结果 。 这 种 无 规则 的 粒子 运动 称 为 Brown 运动 ,运动 的 粒子 
称 为 Brown 粒子 。 在 液体 中 作 一 空间 直角 坐标 系 , 不 妨 假设 Brown 粒子 在 起 始 时 刻 位 于 坐标 
原点 ,Brown 粒子 在 时刻 所 处 的 位 置 为 X(i) 。 由 于 Brown 粒子 将 来 (! 时 刻 后 ) 所 处 的 位 置 
只 依赖 于 现在 (: 时 刻 ) 所 处 的 位 置 ,而 与 过 去 (: 时 刻 前 )Brown 粒子 的 位 置 无 关 。 所 以 ,Brown 
粒子 的 无 规则 运动 具有 无 后 效 性 ,也 就 是 过 程 {X(i) ,t 之 0} 具 有 无 后 效 性 ,是 Markov 过 程 , 且 
是 三 维 Markov 过 程 。 有 关 Brown 运动 的 定义 和 一 些 简单 性 质 将 在 6. 2. 5 节 中 介绍 。 

定义 6.2.8 设 {X(1) ,1ET) 为 随机 过 程 。 车 对 任意 正 整数 ,任意 4 过 ts 过 … 之 i 之 t,t， 
1€ET, 有 

PIX() Sz| X00) = 7 NX) = 1} = PIX() < x1 X00,) = x,} (6.2.7) 
则 称 {X(O ,ET} 为 Markov 过 程 。 

类 似 地 可 以 定义 n 维 Markov 过 程 。 

利用 条 件 分 布 函数 可 以 给 出 Markov 过 程 的 定义 ,这 种 定义 既 简单 又 易于 理解 Markov 
过 程 无 后 效 性 的 特点 。 关 于 Markov 过 程 的 定义 ,还 有 其 他 等 价 的 方式 ,如 利用 条 件 概率 和 条 
件数 学 期 望 等 来 定义 Markov 过 程 ,而 这 些 等 价 的 定义 要 求 较 深 的 概率 论 基础 知识 ,有 关 这 方 
面 详细 讨论 可 参见 参考 文献 [3]。 

称 式 (6. 2.7) 为 随机 过 程 的 Markov 性 或 无 后 效 性 。Markov 过 程 {X(t) ,1€E T} 所 可 能 取 
值 的 全 体 , 称 为 过 程 的 状态 空间 , 记 为 E。E 中 的 每 一 元 素 , 即 过 程 可 能 的 取 值 X(z) = z 称 为 
过 程 的 状态 。 若 X(t) =z, 就 说 工 是 过 程 在 t 时 刻 所 处 的 状态 。 这 样 ,如 果 把 1, 看 作 “ 现 在 ”， 
otzw"* sb- 看 作 “ 过 去 ”,t 看 作 “ 未 来 ,那么 Markov 性 可 以 解释 为 在 已 知 过 程 现在 所 处 的 状 
态 下 ,过 程 未 来 所 处 的 状态 与 过 去 所 处 的 状态 无 关 , 即 就 是 知道 现在 ,过 去 与 未 来 是 相互 独立 
的 。 因 此 ,Markov 性 可 以 认为 是 相互 独立 性 的 一 种 自然 推广 。 

根据 参数 空间 和 状态 空间 EE 的 情况 ,Markov 过 程 {X(1) ,rE T} 可 分 为 三 类 ， 

(1) 时 间 离 散 .状态 离散 的 Markov 过 程 。 通 常 称 这 类 过 程 为 Markov 链 ,简称 马 氏 链 。 
如 在 例 .6. 2. 2 中 ,Markov 过 程 X(n) 的 参数 集 了 = {0,1,…) ,状态 空间 已 为 所 有 整数 组 成 的 
集合 。 因 此 ,过 程 {X(z) ,mn 一 0,1,…} 是 Markov 链 。 

(2) 时 间 连 续 、 状 态 离散 的 Markov 过 程 。 如 在 例 6. 2. 3 中 ,4 时 刻 前 来 到 窗口 的 顾客 数 
X (0 的 参数 集 T= [0, 十 co), 状 态 空间 已 为 所 有 非 负 整数 组 成 的 集合 。 因 此 ,过 程 {X(i)， 
tE [0, 十 吕 )} 是 时 间 连 续 , 状 态 离散 的 Markov 过 程 。 

(3) 时 间 连 续 ,状态 连 续 的 Markov 过 程 。 如 在 例 6. 2. 4 中 ,Brown 运动 X(1) 的 参数 集 工 
一 [0, 十 co) ,状态 空间 EE 为 R:。 因此 ,过 程 {X(O ,ze [0, 十 oo)} 是 时 间 连 续 , 状 态 连续 的 三 维 
Markov 过 程 。 

在 此 , 仅 简单 介绍 时 间 连 续 、 状 态 连续 的 Markov 过 程 。 有 关 状 态 离散 的 Markov 过 程 的 
详细 讨论 可 参见 参考 文献 [2,5] 。 

称 式 (6. 2.7) 的 右边 为 Markov 过 程 X(z) 的 转移 概率 分 布 函数 , 记 为 Fl(s,rit,y), 即 

Fls,zit,?) = PIX() Sy| XH)=7), < 
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它 表示 过 程 在 s 时 刻 处 于 状态 x 条 件 下 ,时 间 进 行 到 上 时 刻 时 过 程 状 态 不 超过 y 的 概率 分 布 。 

转移 概率 分 布 是 Markov 过 程 的 一 个 非常 重要 的 概念 ,因为 Markov 过 程 的 有 限 维 分 布 
由 初始 时 刻 t。 时 X(z) 的 概率 分 布 和 转移 概率 分 布 所 完全 确定 ,因此 ,只 要 知道 了 Markov 过 
程 的 初始 分 布 和 转移 概率 分 布 就 可 以 获得 过 程 的 有 限 维 分 布 , 即 就 是 完全 确定 了 Markov 过 
程 的 统计 规律 。 

显然 ,转移 概率 分 布 函数 F(s,zit,y) 关 于 y 满足 分 布 函数 的 如 下 性 质 : 

(D 0<F(s,zit,y) <1; 

(2) F(s,zit,y) 是 y 的 非 降 函 数 ; 

(3) Fl(s,zit,y) 关 于 y 是 右 连续 的 , 即 lim F(s,zit,y 十 各 一 FGsrit,y); 


im F(s,rit,y)=1。 


(4) lim F(s,x;t,y)=0, 
，z< 

对 转移 概率 分 布 函数 ,通常 规定 F(t,rit,y) 一 人 特别 地 ,如 果 转 移 概率 分 布 函 
数 F(s,zit,y) 只 依赖 于 时 间 间 隔 :一 *, 而 与 *,t 本 身 无 关 , 此 时 记 为 下 (t 一 Sri3) 一 FGs,zityy) 
或 Fr,ziy)=FGsvzis 十 r,y), 则 称 F(r,ziy) 为 时 齐 的 转移 概率 分 布 函数 ,相应 的 Markov 
过 程 称 为 时 齐 Markov 过 程 。 时 齐 转移 概率 分 布 函数 Fr,ziy) 的 直观 意义 是 从 状态 x 转移 
到 状态 集 (一 oo,y] 的 概率 仅 与 转移 所 耗 的 时 间 + 有关 ,而 与 转移 的 起 始 时 刻 :无 关 。 

对 固定 的 zx,s 和 +t, 如 果 存 在 R 上 关于 y 的 Borel 函数 p(s,x;t,y), 有 下 式 

FFCGsyzityy) = 人 acsraeaod 


成 立 , 那 么 ,函数 p(s,x;t,y) 称 为 Markov 过 程 (X(1),t:E T) 的 转移 概率 密度 或 转移 概率 函 
数 , 它 关 于 y 满足 概率 密度 的 性 质 。 若 Markov 过 程 {X(t) ,zET} 是 时 齐 的 , 则 相应 的 转移 概 
率 密度 记 为 br,ziy)。 

对 转移 概率 密度 ,通常 规定 p(4,zx;t,y) =6(y 一 z+), 其 中 6(。) 表 示 Dirac 6 -函数 。 这 是 
由 于 在 上 时刻 要 求 概率 分 布 P{X() 一 站 一 1。 

从 Markov 过 程 的 定义 可 知 ,过 程 {X(t) ,+E T} 是 Markov 过 程 的 充分 必要 条 件 是 p(4， 
Ti ota sy Tar ta Ta st I) = p(t Tn st I) 

利用 Markov 性 可 以 获得 下 面 有 关 转 移 概率 分 布 函数 的 重要 结果 。 

定理 6.2.3 设 (X(O,tET} 是 Markov 过 程 , 则 对 任意 s 过 x<t,s,u,tET, 有 

FGyzitz) = 站 Fssziudy) Fu,yst,s) (6.2.8) 


这 个 方程 称 为 Chapman - Kolmogorov 方程 ,简称 为 C - K 方程 。 特 别 地 ,对 时 齐 的 转移 概率 
分 布 函数 F(r,z;y), 有 C-K 方 程 


FG+ezia = Foszidy) Fd,yss) (6.2.9) 
同样 地 ,如 果 Markov 过 程 {(X(D),zE T} 的 转移 概率 密度 p(s,rit,y) 存 在 , 则 Ck 方程 
变 为 pszitvz) = | ptusitzpCsvziuvy)dy 即 就 是 在 时 间 间隔 [si] 内 ,XCD) 从 状态 < 


转移 到 状态 z 的 概率 等 于 X(t) 在 任何 a(s<u<t) 时 刻 先 转移 到 任 一 状态 y, 然 后 ,不 依赖 于 转 
移 到 y 的 方式 ,再 转移 到 状态 = 的 概率 。 进一步 , 若 转移 概率 密度 p(s,z;1,y) 是 时 齐 的 , 则 有 
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plst eris) = | phy pC,713)dy. 
对 于 状态 离散 的 Markov 过 程 ,也 有 上 述 类 似 的 C - K 方程 。 


6.2.4 扩散 过 程 


扩散 过 程 是 一 类 非常 重要 的 Markov 过 程 ,因为 它 的 转移 概率 密度 和 转移 概率 分 布 函数 
分 别 满足 偏 微分 方程 , 即 向 前 方程 和 向 后 方程 。 这 两 类 偏 微 分 方程 为 研究 Ito 随机 微分 方程 
解 的 统计 规律 提供 了 一 种 有 效 途径 。 

定义 6.2.9 若 一 维 Markov 过 程 {X(1) ,1E 丁 ) 的 转移 概率 密度 p(s,rit,y) 满 足下 述 
条 件 : 

(1) 对 任意 的 e>0,: 和 zr, 有 


tim 坟 | plirrstthy)dy=0 


(2) 存在 函数 <(t,z) 和 6(t,z) ,使 得 对 任意 的 e>>0,t 和 xz, 有 


lm prit hs ydy = ad 
RJ ce 


lm $path ydy = bt,z) 
hy 


则 称 Markov 过 程 (X(1),tE 了 } 为 扩散 过 程 ,其 中 函数 <(t,z) 称 为 扩散 过 程 的 偏 移 系 数 ， 
bz) 称 为 扩散 系数 。 

如 果 质 点 在 液体 中 的 运动 用 X(2) 来 描述 , 则 条 件 (1) 和 (2) 及 a(t,z) 和 4,z) 的 直观 意 
义 如 下 : 当 上 很 小 时 ,在 时 间 区 间 [z,z 十 如 内 ,在 上 时 刻 , 质 点 在 点 工 所 作 的 位 移 为 a(t,z)A 十 
6z 十 o(h) ,其 中 ae(t,z) 是 质点 在 介质 中 偏 移 的 速度 ,sz 是 质点 的 随机 波动 ,这 种 随机 波动 是 由 
于 随机 碰撞 和 热 的 起 伏 及 其 他 因素 所 引起 的 。E(6z)=0,Var(ar) 一 6(t,z) 户 , 即 6(t,z) 与 质 
点 邻 域 中 液体 分 子 的 平均 能 量 成 正比 。 

可 以 证 明 下 面 的 两 个 条 件 荀 涵 条 件 (1) 和 (2) 。 

(1*" ) 存在 一 个 正 数 。, 对 任意 的 :和 zx 有 


lim EEC] XCt 十 从 一 XGO J | XC = 1) =0 
ye 
(2" ) 存在 函数 <(t,z) 和 46(t,z) ,使 得 对 任意 的 :和 xz, 有 

lim FECXG + — XD | XGO = 站 = alt,n) 


lim HECXGHA — XO) | X(Co = x) = bi,7) 


条 件 (1" ) 和 (2 ) 使 用 了 条 件数 学 期 望 ,这 在 证 明 Markov 过 程 是 否 是 扩散 过 程 时 较 条 件 (1) 
和 (2) 要 容易 验证 ,尤其 是 条 件 (2" ) 在 具体 求 偏 移 系 数 和 扩散 系数 时 使 用 起 来 更 方便 。 
下 面 给 出 扩散 过 程 的 转移 概率 密度 和 转移 概率 分 布 函 数 所 满足 的 偏 微分 方程 ,证 明 从 略 。 
定理 6.2.4 设 {X(5，tE IT) 是 扩散 过 程 ,并 假定 它 的 转移 概率 密度 p(s,x;1,y) 存 在 , 且 
仿 导 数 训 PG,z343) ,二 cad)PGsvrit 7 和 有 (bty)p(svzity)) 都 丰 在 并 连续 , 则 转 


移 概 率 密 度 b(s,zit,y) 满 足 方程 
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1 9 
plsszitoy) = 一 Ba ps iesy)) 二 村 六 Co0pGvrit2)) C6.2, 10) 


抛物 型 偏 微分 方程 (6. 2. 10) 称 为 向 前 方程 ,因为 其 中 转移 概率 密度 p(s,zit,y) 看 作 从 * 向 前 
运动 的 向 前 变量 > 和 1 的 函数 。 这 个 方程 通常 也 称 为 Fokker - Planck 方程 。 
定理 6.2.5 设 {X(D ,+E 了) 是 扩散 过 程 , 且 偏 导数 了 Fs,z5t,y) 和 也 FCs,zxtt,y) 存 在 
并 连续 , 则 转移 概率 分 布 函 数 F(s,zit,y) 满 足 方程 
AF (sszit,y) =—a(s,7) EF Cssz113) 2 $67) Fs zity) (6.2.11) 
偏 微分 方程 (6. 2. 11) 称 为 向 后 方程 ,是 把 转移 概率 分 别 函数 F(s,zit,y) 看 作 从 : 向 后 运动 的 
向 后 变量 x 和 的 函数 。 这 个 方程 也 称 为 Kolmogorov 方程 。 


对 nn 维 Markov 过 程 ,容易 定义 n 维 扩散 过 程 及 建立 相应 的 方程 (6. 2. 10) 和 (6. 2. 11) 的 
向 量 形式 。 设 {X(2) ,iE T} 是 n 维 扩散 过 程 ,相应 的 Fokker - Planck 方程 为 


pot) __ 9 Ti 
袍 = 2 psx3t1))) 十 3 人 3 Day bo pls sry)) 


re 
其 中 心心 另 一 交友 ECCX Cet XO XC = 1 li CX, (1+h) 
加 
一 XD)CX;(t 二 有) 一 (2)) XC) 二 上) ,i,j 二 1,2,…,n。 类 似 地 ,Kolmogorov 方程 为 
QF(s xst,y) 5 aFGxitiy) 1 OF(ssxst,y) 
一 Bes 2 bs) i 


as zi 


re 


6.2.5 Brown 运动 


在 例 6. 2.4 中 ,作为 Markov 过 程 的 例子 ,简单 地 介绍 了 Brown 运动 。 在 这 一 节 中 ,将 给 
出 Brown 运动 严格 的 数学 定义 ,以 及 它 的 一 些 基本 性 质 。 有 关 Brown 运动 的 详细 讨论 参见 参 
考 文献 [6]。Brown 运动 是 具有 独立 增 量 的 随机 过 程 的 一 类 典型 代表 , 它 的 样本 轨道 是 连续 
的 ,但 几乎 必然 不 可 微 。 

定义 6.2.10 设 (Q,8,P) 是 概率 空间 ,T=[0,6)CR,6 为 正 实 数 或 十 co ,对 每 个 上 ET, 有 
B() :QH= R",B(CDE319" ,满足 

(1) B(0) 一 0; 

(2) 对 任意 wEQ,B(:) 是 [0,6) 上 的 连续 函数 ; 

(3) 对 任意 0<i<4 过 …<<i, < 过 6， 

BC ) — Bt),B(t) — Bn) ,Bt,) — Bt,1) (6.2. 12) 

相互 独立 , 即 {B(1) ,tiE[0,6)} 具 有 独立 增 量 ; 

(4) 对 任意 0<s<t<6b,B(z) 一 B(s) 服 从 正 态 分 布 , 且 ECB(t) 一 B(s)) 一 0,E(B(CD) 一 
B(s))(B(2) 一 B(s))" 二 (1 一 s)1, 则 称 {B(z) ,t:E[0,6)} 是 标准 的 始 于 零 的 n 维 Brown 运动 。 

有 关 满 足 定义 中 条 件 的 Brown 运动 的 存在 性 ,有 下 面 的 定理 ,其 详细 的 证 明 可 参见 参考 
文献 [3]。 x 

定理 6.2.6 标准 的 始 于 零 的 n 维 Brown 运动 {B(t) ,1E [0,5)} 是 存在 的 。 

需要 说 明 的 是 ,定义 6. 2. 10 中 条 件 (4) 可 以 换 成 :对 任意 0 过 :二 :<6,B(4) 一 B(s) 服 从 正 
态 分 布 , 且 E(B(D) 一 B(5)) 一 (i 一 Sp,ECB(2) 一 BGs)) (BD 一 B(5))T=e(4 一 5)1, 其 中 j 为 实 
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向 量 ,o 为 实数 ,o>0。 此 时 称 {B(z) ,iE [0,5)) 为 始 于 零 的 nn 维 Brown 运动 。 参数 和 o? 分 
别称 为 Brown 运动 的 漂移 和 方差 。 当 pp 二 0,0 二 1 时 ,{B(1) ,1E [0,6)} 就 变 为 标准 的 始 于 零 
的 n 维 Brown 运动 。 而 对 于 具有 漂移 和 方差 o 的 任何 始 于 零 的 n 维 Brown 运动 {B(1)， 
+E [0,6)) ,都 可 通过 变换 (B(z) 一 旬 )/o 将 其 化 为 标准 的 始 于 零 的 n 维 Brown 运动 。 因 此 ,为 
了 今后 讨论 方便 ,将 标准 的 始 于 零 的 n 维 Brown 运动 简称 为 n 维 Brown 运动 。 

从 Brown 运动 的 定义 可 知 ,B(1) 服 从 n 维 正 态 分 布 , 即 B(z) 一 N(0,d1)。 众 所 周知 如 果 
维 正 态 随机 变量 XX 二 (Xi ,X,,…,X,) 一 N(j, 攻 ) , 则 XX, , 义 ;,…,X, 相互 独立 的 充分 必要 条 
件 是 台 是 对 角 和 矩阵 。n 维 Brown 运动 具有 如 下 性 质 。 

性 质 6.2.1 设 {B(1) ,i:E[0,6)) 是 nn 维 Brown 运动 , 则 对 任意 AE9",1E (0,5), 有 


. 
P(B(D € A) =|Cr0-texp(- 1 


其 中 x = (zivzayzo)T €E R", xl = Dzi,dxr = driendzr,。 


全 

性 质 6.2.2 设 (B(1) ,1E[0,6)) 是 nn 维 Brown 运动 , 则 对 每 个 &(4 一 1,…,n) ,1B,(z)， 
tE [0,0)} 是 一 维 Brown 运动 ,服从 正 态 分 布 N(0,1), 且 对 每 个 :1€[0,6) ,Bi(D)，B:(t)，…， 
B,(t) 相 互 独立 。 

性 质 6.2.3 若 {B(1),t:E[0,6)}) 是 nn 维 Brown 运动 , 则 对 任意 h,B(t 十 h) 一 B(s 十 h) 
(0<sSi<t 二 h<b) 与 B(t) 一 B(s) 有 相同 的 概率 分 布 , 即 {B(1),tE [50,5)) 具 有 平稳 增 量 , 且 
Blt+h)—B(st+h) ~N(O,(t—s)D. 

证 任 取 0<s<i<6b, 由 于 B(t 二 h) 二 (B(t 十 h) 一 B(s 十 h)) 十 (BCs 十 h) 一 B(0)), 而 
B(t 十 如) 一 BCs 十 A) 与 B(s 十 h) 一 B(0) 相 互 独 立 ,所 以 根据 独立 随机 变量 之 和 的 特征 函数 等 于 
它们 的 特征 函数 之 积 有 

E(exp{iB(t +h) Tu)) = 
Elexp{i(B(t+h)—B(s+h)) Tu)) » ECexp{i(B(s+h)— B(O))Tu)) 
由 性 质 6. 2.1 知 B(1) 一 N(0, 4 ), 因 此 B (1) 的 特征 函数 为 E(exp{iB (1)Tw)) = 


exp| -二 2 可. 从 而 El(exp{i(B(t+h)—B(s+h)) Tu)) = E(exp{iB(+h)Tu))/ 


ECexpliBGs+h) Tu)) =exp(— 训 (suru] 这 正 是 维 正 态 分 布 N(0,(: 一 s)1) 的 特征 函 


数 , 故 BC1 十 A) 一 BCs 十 h) 一 NC0,(t 一 s) 了 DD。 证 毕 。 
性 质 6.2.4 设 {B() ,iE[0,6)} 是 nn 维 Brown 运动 , 则 对 任何 0<t 过 t, 过 ,…, 过 i 过 b， 
(B(n)7,B(ts)",…,B(4,)") 服 从 nk 维 正 态 分 布 , 即 {B(t) ,t+E [0,5)} 是 正 态 过 程 。 
证 明 留 作 习 题 。 
性 质 6.2.5 若 {B(D) ,iE[0,6)}) 是 一 维 Brown 运动 , 则 对 任意 s,:E [0,6) 有 
Rsls,t) = Cov(B(s),B()) = 人 At (6.2. 13) 
其 中 sAt=min{s,t},sVt=max{s,t)。 
证 由 {B(50,tE[0,6)} 具 有 独立 增 量 和 B(1)~N(0,) 可 知 
Rals,t) =Cov(B(1),B(sS)) = 
Cov(B(s A 1 ,Bls V 日 一 BC AD) 十 Cov(BG A 1,BGs A 4))= 
Cov(B(s A D) —B(0),B(s V 1) — Bs As))+Cov (BGs A ,BG At)) = 
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Cov(B(s AD,BGAD) = Var(BGAD) 一 Ai 

停 时 先是 随机 过 程 中 两 个 非常 重要 的 概念 ,通过 它们 可 以 更 细致 地 刻 划 Brown 运动 的 
特性 。 

定义 6.2.11 设 (2,9,P) 是 概率 空间 ,参数 集 T=[0,+co),{9,,tET} 是 9 的 一 族 上 升 
的 子 o。 代 数 。 取 值 于 的 随机 变量 +, 如 果 对 每 个 :ET, 有 {r<t} EF,, 则 称 r 为 {9,,1ET} 停 
时 ,简称 停 时 。 

在 定义 中 ,也 可 取 了 T={1,2,…), 这 时 只 要 {r=n} EF, 成 立即 可 。 

特别 地 ,对 随机 过 程 {X(t),t 之 0} 而 言 , 若 取 ,=ol(X(s) ,sz), 则 称 r 为 关于 过 程 
{X(D 0} 的 停 时 。 例 如 , 令 G, 一 co(B() ss0D ,rz 一 minftlB() 一 z}, 即 r 表示 首次 到 达 
状态 z 的 时 间 , 它 是 关于 Brown 运动 {B(z) ,二 0} 的 停 时 。 事 实 上 ,对 任意 的 t 过 0, 有 {7t, 入 是 


=n U {Bn >z- E 多 ， 其 中 是 有 理 数 。 


“locret 

设 = 是 任 一 关于 Brown 运动 的 停 时 ,r 前 o 代数 定义 为 

8G,= (414E 丈 ,Antr 入 路 E9t 二 0} 

其 中 =V9=o(UF). 令 B(D)=B(tD -B20,F,=0(B(s) ,sD) ,FS.,= VF,。 
可 以 证 明 随 机 过 程 {B(1) ,t 汪 0} 是 Brown 运动 , 且 基 .与 9, 独立 。 由 此 可 知 ,Brown 运动 在 任 
意 停 时 重新 开始 。 

定义 6.2.12 设 {X(t) ,1ET} 是 随机 过 程 ,如 果 对 任意 固定 n 之 1, 所 有 41 <t; 过 …<1, 过 
(LET) 和 zirTER) 有 EIX() I< 和 EX X= TX) = 7 
X(to)=z) 一 zi, 则 称 {XCD,tET) 是 鞭 。 

Brown 运动 是 鞠 。 首 先 ,E1B(1) | 二 co 显然 成 立 。 其 次 ,由 Brown 运动 的 Markov 性 ( 习 
题 3) 知 ,只 要 证 明 对 任意 的 s<t, 有 E(B(1)|B(s) 二 zx)=zx。 事实 上 ,由 性 质 6.2.4, 有 

E(B(t) | B(s) = z) = 


| 


VR Pl 20 
_I zy zy 2 加 
上 病 往 "“ ?| 完 光 | 人 二 i” ?|- 20—D)Y 


因为 第 一 个 积分 中 的 被 积 函 数 是 = 一 > 的 奇 函 数 ,其 积分 值 等 于 0; 第 二 个 积分 中 的 被 积 函 数 
是 概率 密度 函数 ,其 积分 值 等 于 1。 

有 关 停 时 和 园 的 详细 讨论 可 参见 参考 文献 [3,6,7]。 最 后 ,给 出 Brown 运动 的 样本 轨道 
的 不 可 微 性 ,其 证 明 可 参见 参考 文献 [8]。 

定理 6.2.7 一 维 Brown 运动 的 样本 轨道 B(z) 在 1:€ [0,6) 上 是 几乎 必然 不 可 微 的 。 


6.3 随机 微 积分 


在 确定 性 的 情形 下 ,微分 方程 的 理论 是 建立 在 普通 函数 微 积分 的 基础 之 上 的 ,而 极限 (或 
收敛 ) 又 是 普通 函数 微 积 分 的 基础 。 类 似 地 ,对 于 随机 微分 方程 的 研究 ,也 需要 建立 随机 过 程 
的 收敛 连续、 微分 和 积分 等 概念 。 
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6.3.1 工 ; 空间 


设 (0,F,P) 是 概率 空间 ,如 果 存在 一 个 可 测 集 NEF 且 P{N}=0, 当 wEN: 时 有 某 种 性 
质 成 立 , 就 称 此 性 质 几 乎 必然 (almost surely) 成 立 , 简 记 为 a. s. 成 立 , 其 中 可 测 集 N 称 为 
零 概 集 。 
设 X(w) 和 Y(w) 是 (2,G,P) 上 的 两 个 随机 变量 ,如 果 P{X(w) 关 Y(w)} =0, 则 称 随机 变 
量 X(w) 和 Y(w) 等 价 。 因 为 等 价 的 随机 变量 有 相同 的 统计 特性 ,所 以 可 以 将 等 价 的 随机 变量 
看 成 是 相同 的 。 
令 概率 空间 (9,9,P) 上 二 阶 矩 有 限 的 所 有 随机 变量 的 集合 为 L: 一 {X:EX: 一 十 co} ,在 等 
价 的 意义 下 ,L: 是 一 个 线性 空间 。 事 实 上 ,对 任意 两 个 随机 变量 X,YE L:, 有 下 (X 二 Y): 挟 
EX’+EY: 十 2E|XY|, 由 Schwarz 不 等 式 已 | XY|<VEX2V 巨 演 , 有 ECX 二 Y)< 一 十 co。 所 以 
X+YEL:。 又 对 任意 给 定 的 常数 cER, 有 E(cX)* 二 EX 二 十 oo。 因此 cXEL;。 
在 六 空间 中 定义 
IXI =VECR7 (6.3.1) 
于 是 | Xl 是 1, 上 的 范 数 ,因为 它 满足 范 数 的 三 个 条 件 ， 
《1) 上 XI 0, 且 XI =0, 当 且 仅 当 X=0(a. s. ); 
(2) “ceX1=1cl XI ,其 中 c 是 有 限 实数 ; 
(3) 上 |X+Y 有 三 上 XI 十 上 Y | ,对 任意 的 X,YEL: 成 立 。 
显然 (1) 和 (2) 成 立 。 至 于 (3) ,对 任意 的 X,YEL; ,由 Schwarz 不 等 式 有 
1X+Y| =VE(X 二 Y) <VEX'+2ETXY [+ EY’ < 


TXT 十 2TXT TYT+ TYT = 
XI+ Yl 
定理 6.3.1 L; 空间 对 如 下 定义 的 距离 
d(X,Y)= 1X-Yl|, XYeEL: 
是 一 个 完备 的 赋 范 线性 空间 , 即 Banach 空间 。 
本 定理 的 证 明 可 参见 参考 文献 [9]。 


在 以 后 的 讨论 中 若 无 特 别 说 明 ， 均 候 定 所 考虑 的 随机 变 匡 都 属于 L; 空间 且 是 实 随机 
变量 。 


6.3.2 随机 变量 序列 的 收效 


随机 变量 序列 收敛 的 定义 有 许多 种 ,下 面 仅 介绍 几乎 必然 收敛 , 依 概 率 收 敛 , 均 方 收 伍 和 
依 分 布 收敛 四 种 常用 的 收敛 ,以 及 它们 之 间 的 相互 关系 。 由 于 均 方 微 积分 是 建立 在 均 方 收敛 
概念 的 基础 上 ,所 以 重点 讨论 均 方 收 全 及 其 收敛 性 质 。 
定义 6.3.1 设 {X,) 为 随机 变量 序列 , 称 X, 几乎 必然 收 剑 于 随机 变量 X (或 称 X, 概率 
为 1 地 收敛 于 随机 变量 XX) , 若 
Pl{o: limX, (w) = = X(w)} = 


常 记 作 limX, 二 X(a. s. ) 或 XX, XX。 
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定理 6.3.2 如 果 X, 一 XX 且 X, >Y, 则 久 =Y(a. s. )。 即 在 等 价 的 意义 下 ,几乎 必然 
收敛 的 极限 是 惟一 的 。 

证 因为 X, >X, 则 3 NE 9, 当 wE Ni 时 ,有 limX,(w) 一 X(w)。 又 因为 XY， 
所 以 3N, EF, 当 wE Ns 时 ,有 limX,(w) 二 Y(w)。 令 N=NiU Ni, 则 当 wE N' 时 ,有 
lim X,(w)=X(w)=Y(w). 但 NE 5 且 PIN}<P{INI}+P{N,}==0,。 故 X(w)= 
Yl (a.s.). 证 毕 。 

称 随机 变量 序列 X, 几乎 必然 是 Cauchy 序列 ,如 果 当 m,n 一 oo 时 ,X。 一 X, 一 >0 或 当 
noo 时 ,Xr4 一 X, 一 0 对 所 有 的 之 1 成 立 。 


由 Cauchy 准则 知 ,X, 一 >X 的 充 要 条 件 是 {X,} 几 乎 必然 是 Cauchy 序列 。 由 几乎 必然 
收敛 的 定义 和 上 面 的 讨论 易 知 ,随机 变量 序列 几乎 必然 收敛 于 随机 变量 ,其 实质 是 随机 变量 等 
价 类 序列 几乎 必然 收敛 于 随机 变量 等 价 类 。 

定义 6.3.2 随机 变量 序列 {X,) 称 为 依 概率 收敛 于 随机 变量 X, 若 对 任意 的 :>0, 有 lim 


PLX, 一 X|>>ej 一 0。 依 概率 收敛 简 记 为 XX 。 

定理 6. 3.3 ”随机 变量 序列 {X,} 几 乎 必然 收 化 于 随机 变量 X, 当 上 且 仅 当下 列 两 个 条 件 之 
一 成 立 ; 

(DD 对 任意 e>0, 有 P{ 站 避 (1X 一 X1>e)} 一 0 

(2) 当 meo 时 ,有 sup1X 一 XI 一-0。 

证 (1) 必要 性 。 由 于 { 和 ,一 X 大 0 一 电站 局 人 入 一 Xe 所 以 当 X, >X, 即 
P4X, 一 X 六 0} 一 0 时 ,有 

PIN UIIX -XI>0<PUA VN X20)= ， 
P{X, 一 X 如 0) =0 

充分 性 。 若 对 任意 的 >>0, 有 P{ 几 口 {1X 一 XI>>el}=0, 那 么 对 任 取 一 收 傅 于 堆 的 正 

数 序列 {6} ,可 得 
PIX,— XA0} =PIU A U(X -XI>a))< 


DPpiN UX -XI>6))=0 


于 是 P(X, 一 X 一 0)==1, 即 X, 二 >X。 
(2) 对 任意 的 e>0, 根 据 概率 的 上 连续 性 有 


limP{sup | X 一 XI>e) =limP{U {| X,—X |>e)) = 
Eh i 
PIN UI XX|> 6} 


所 以 (1) 成 立 当 且 仅 当 supl 2 一 X|- 一 0。 证 毕 。 


298 现代 数学 基础 


同样 地 , 称 X, 依 概率 是 Cauchy 序列 , 若 X。 一 X, -二 -0Cn,m->co)。 这 时 Cauchy 准则 仍 
成 立 , 即 随机 变量 序列 {X,} 依 概率 收敛 于 菜 个 随机 变量 X 的 充 要 条 件 是 该 序列 依 概率 是 
Cauchy 序列 。 

定理 6.3.4 ” 设 {X,} 是 随机 变量 序列 ,着 六 ,XX, 则 X， 一 > 。 

证 对 任意 的 e>0, 有 P(X, 一 X| 之 se}<P{sup|X, 一 X| 和 >e)。 当 X, 一 X 时 ,根据 定 


理 6. 3.3 的 (2) 可 得 limP{|X, 一 X| 之 e) =0, 从 而 XX。 证 毕 。 

一 般 情况 下 ,定理 6. 3. 4 的 赣 不 一 定 成 立 。 但 是 当 样本 空间 0 可 数 时 ,几乎 必然 收 全 和 
依 概率 收敛 等 价 ,此 时 也 称 概率 空间 (9,9,P) 是 可 数 的 。 

推论 6. 3.1 设 {X.} 和 分 别 是 可 数 概率 空间 (0,Z, P) 上 的 随机 变量 序列 和 随机 变量 ， 


则 X, > X 充分 必要 条 件 是 X。 -人 一 -X 。 
证 “必要 性 由 定理 6. 3.4 可 得 ,下 面 用 反 证 法 证 明 充分 性 ， 


数 的 ,而 零 概 集 的 可 数 并 仍 是 零 概 集 ,所 以 存在 EA“, 使 得 Plw}=5>0。 由 wmEA 可 知 ,对 
某 一 e>0, 存 在 正 整数 的 子 序列 {m } 使 得 |X。 (mw) 一 X(w )| >eyj 之 1。 从 而 P{1X, 一 X| 之 e) 之 
Ptw} 一 9, 即 当 六 =co 时 ,P{|X。 一 X|>>e}r-0, 这 与 X, -一 -X 矛盾 。 证 毕 。 

定义 6.3.3 设 随机 变量 序列 {X,} 的 分 布 函数 序列 为 F,(z), 随 机 变量 X 的 分 布 函数 为 
F(x)。 若 在 F(z) 的 每 一 个 连续 点 工 处 ,有 limF,(z)= F(z) 成 立 , 则 称 随机 变量 序列 {X,} 依 


分 布 收敛 于 随机 变量 X, 简 记 为 XX ,或 FPCz)-c-F(z)。 
定理 6.3.5 设 {X,} 和 X 分 别 是 概率 空间 (0,9,P) 上 的 随机 变量 序列 和 随机 变量 ,如 果 
XX 则 KX 
证 对 任意 的 e>0, 有 {X,<z}={X,<z,X<zte}U({X,<z,X>zt+eC{X<zte) 
U(X 一 X1>e)} ,从 而 有 F,(z)<FCz+e) 十 P{|X, 一 X|>>e}。 当 noo 时 ,由 假设 Pi]X, 一 
XI>e) 一 0 知 
HmF,(z) < F(z+e) (6. 3. 2) 
类 似 地 
{XS<z—e CX <zU {XxXI>e 
F(z—e) F(z)+P{| X,.—X|>e} (6.3.3) 
F(z—e) < limF.(z) 


由 式 (6. 3. 2) 和 (6. 3. 3) 可 得 F(z-e)<limF,(z)<limF,(z)<F(z+e), 这 样 对 于 下 的 每 一 
个 连续 点 工 , 令 0, 则 lim F,(z) 一 FCz)。 证 毕 。 

推论 6.3.2 若 X 一 Y,- 人 0, 卓 Y, -ay, 则 X ay。 

推论 6. 3.3 设 {X.} 是 随机 变量 序列 , 则 X, -二 -a( 常 数 ) 的 充分 必要 条 件 是 X, va , 即 
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0， zx<a 


已 (z)- 人 -Fr), 其 中 Fr) 一 
1 


证 必要 人 性。 根据 定理 6. 3. 5, 当 X. 一 a 时 ,有 XX, wa, 显然 常数 a 的 分 布 函 数 
为 FCz)。 
充分 性 。 对 任意 se>0, 有 
PLX. 一 al>e =P(X, <a—e}+P{X, >ate) 一 
P{X,. <a—e}+1—P{X,<at+e}< 


PiX, <a-elt1-P(X,<at#|= 


F(a t+1 一 F,(a+ 豆 ) 


‘ 


由 假设 F,(z)-2-FCz) 及 ae 和 wa 十 e/2 都 是 FCz) 的 连续 点 ,有 limP(1X. 一 a| >e}=0, 于 是 


X, 一 证 毕 。 
定义 6. 3.4 随机 变量 序列 {X。} 称 为 均 方 收 黎 于 X, 若 lim || X, 一 X | 一 0。 均 方 收敛 简 
记 为 X, 一、X ,或 1.imX,=X 或 Li mX, 二 X。 记 号 1i.m 是 limit in mean square 的 缩写 。 


下 面 先 来 看 一 个 简单 的 均 方 收敛 例子 。 
例 6.3.1 设 {Y,,n>1) 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 且 ECY,)=p,Var(Y,)=w。 若 


令 X, 一 二 了 9,, 试 证 明 X, we 
证 首先 ,由 Y,EL: 知 ,X,EL。 其 次 ， 


1x.—xl: =| Ep = 


EE(D DY, WY, )= 


1 1 


DPEY, WY, -np 


ii 


由 于 YY, 是 相互 独立 的 ,所 以 当 ;i 天 ) 时 ,有 ECY; 一)(Y) 一 1) = E(Y; 一 /DE(Y, 一 0 = 0, 因 
而 1 X, 一 “1 = EDECY, 一 A 一 全 .从 而 可 知 , 当 n 一 oo 时 ， | X, 一 “| 一 0, 故 结论 成 
全 


立 。 证 毕 。 

在 概率 论 中 ,大 数 定律 是 在 依 概率 收敛 的 意义 下 成 立 的 。 例 6. 3. 1 表明 ,在 均 方 收敛 的 意 
义 下 ,大 数 定律 也 成 立 。 

定理 6.3.6 随机 变量 序列 {X,) 均 方 收敛 于 某 一 随机 变量 X 的 充分 必要 条 件 是 
EI|X,—X,|’—0(m,n>o0)。 

这 个 定理 称 为 均 方 极限 的 Cauchy 收敛 准则 ,其 证 明 参 见 参考 文献 [7] 。 


定理 6.3.7 车 X, 一 >X,Y, SX, 则 PIX=Y)=1。 即 均 方 极限 在 等 价 的 意义 下 是 惟 
一 的 。 


300 现代 数学 基础 


证 因为 EI|X 一 YY]? = |(X, 一 X) 一 (X, 一 站 上 才 (X 一 Xl 十 X, 一 Y)?, 当 
?一 co 时 ,由 假设 ‖ X, 一 X| 一 0 及 上 |X. 一 Yl 一 0 知 ,EI|X 一 Yl|*=0, 即 上 X 一 Yl =0。 
由 范 数 定义 的 条 件 (1) 知 ,X 一 Y = 0(a. s. ), 从 而 PI{X = Y} = 1。 证 毕 。 


定理 6.3.8 车 X, 全 >X, 则 X, -一 -X。 

证 对 任意 的 e>0, 由 Markov 不 等 式 有 P{|X, 一 X|>>e) 声 
因为 当 m-=co 时 ,|| X, 一 X 上 一 0, 从 而 有 limP{1X, 一 X| 之 e} =0。 故 结论 成 立 。 证 毕 。 

由 定理 6. 3.8 和 定理 6. 3. 5 可 得 如 下 推论 。 

推论 6.3.4 着 XX, 则 XX。 


ECX—X): NX—~Xl” 
ee 


定理 6.3.9 设 X, 全 XY, 于 SY, 则 
(1) 4,Z 一 *a2, 其 中 2 是 随机 变量 ,ta,} 是 数列 且 lim a 二 a; 


(2) aX, 十 6Y, 一 aX 十 bY, 其 中 a 和 6 是 任意 常数 ; 
(3) limE(X,) 一 ECX) 一 ECLi mX,); 
(4) limE(XoY) 一 ECXY。 特 别 地 ,lim E(X。X,) 二 ECX?)。 


证 (1) 因为 中 a.Z 一 2Z 1 = 外 21 ，|a, 一 al, 所 以 当 m>co 时 ,由 假设 la, 一 alj-=0 及 | 
2Z1 <co 可 知 | a,Z 一 aZ 中 一 0。 故 结论 成 立 。 
(2) 因为 | (aeX。+bY,) 一 (aX 十 67) |‖ = a(X,—X)+6(Y,—Y) 1 <Ial | X, 一 X1 十 
161 1Y, 一 站 ,所 以 由 假设 lim 上 | X. 一 X | 一 0 及 lim | Y. 一 | 一 0 知 ,lim | (aX, 十 by,) 一 
(aoX 十 byY) ‖ =0。 
(3) 由 Schwarz 不 等 式 有 | 下 (X,) 一 ECX)|=|1ECX. 一 X)1<VEIX 一 XF= | X, 一 X1。 
当 n> 吕 时 ,由 假设 1 X, 一 X1 一 0 得 |E(X.) 一 E(X) 1 一 0, 所 以 limE(X,)=E(X)= 
Ei. mX,). 
(4) 由 Schwarz 不 等 式 有 
| ECX。Y,) — E(XY) |=| E(X,Y, — XY) |= 
| EC(X。 — XY, 一 Y) 十 YCX。 一 X) 十 XCY, 一 >)) |< 
E| (X- 一 X)(Y, 一 Y) | 十 下 | Y(GX。 一 X) +EIX(Y,—Y) |< 
1X。 一 和 1 。1Y. 一 Y1 二 IIYIE IIX- 一 X1 十 
Xl» liY.—Yl 
当 m>co,n>co 时 ,由 假设 X。 一 X | 一 0, 上 Y. 一 了 一 0 以 及 上 XI 过 ,YY 一 可 知 
IE(XnY,)—E(XY)|—0, 即 JimE(XwY,) = ECXY)。 证 毕 。 


在 定理 6.3.9 中 ， GD 和 《2) 说 明 均 方 极限 的 线性 运算 性 质 与 普通 极限 相似 ,而 (3) 和 (4) 说 
明 极限 运算 与 求 数学 期 望 运算 可 以 交换 顺序 ,但 要 注意 极限 意义 的 不 同 。 另 外 ,在 定理 6. 3. 9 


的 条 件 (4) 下 , 当 n 一 oo 时 ,不 能 得 到 X? 了 >X? 及 X,Y, XY, 因 为 上 X2 一 X2 | 和 
1 X,Y, 一 XY 与 随机 变量 的 四 阶 答 有 关 。 
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定理 6.3.10 随机 变量 序列 {X。} 均 方 收敛 的 充分 必要 条 件 是 限 极 limE(X.X。) 存 在 。 


证 必要 人 性。 由 定理 6. 3.9 的 (4) 易 知 成 立 。 
充分 性 。 设 limE(X.X。)=c, 因 为 | X, 一 X。 | *=E|X. 一 Xl:=E|X,|:—2E(X.X。.) 
十 EIX ,所 以 ;有 im 上 X. 一 X。 上 ?=c 一 2c 十 c 二 0。 根 据 定理 6. 3. 6 知 , 当 "co 时 ,X, 均 


方 收敛 。 证 毕 。 

以 上 仅 讨论 L* 空间 上 随机 序列 均 方 极限 的 性 质 。 对 于 二 阶 矩 过 程 {X(zD),zE T} ,可 以 类 
似 地 定义 其 均 方 极限 , 且 有 类 似 于 定理 6. 3. 9 的 均 方 极限 性 质 ， 

有 关 随 机 变量 序列 四 种 收敛 形式 的 关系 如 图 6. 3 所 示 。 


图 6.3 四 种 收 钱 形式 的 关系 


从 图 6. 3 可 以 看 出 ,几乎 必然 收敛 与 均 方 收敛 之 间 毫 无 关系 ,由 其 中 任意 一 种 收 剑 都 不 能 
确定 另 一 种 收敛 是 否 成 立 。 通 过 下 面 的 例 6. 3. 2 来 说 明 几 乎 必然 收敛 不 包含 均 方 收敛, 至 于 
相反 的 情形 参见 习题 6。 


例 6.3.2 设 {X,,n>>1) 是 相互 独立 的 离散 随机 变量 序列 , 且 P(X,=n) = 二, P{X,=0} 
一 1 一 点 。 证 明 {X,) 几 乎 必然 收敛 于 零 ,但 不 志方 收 伍 。 


证 对 Ve>0, 由 于 limP{U {IX |>e))=limP{U (X= 旭 }<lim 革 在 =0, 所 以 ,由 定 
理 6. 3,3 之 (2) 知 ,(X,} 几 乎 必然 收敛 零 。 又 由 于 当 mn 时 ,| X, 一 X。 上? 二 E(X? 一 2X,X。 
十 X0) 一 2(1 一 看 ) ,所 以 , 当 mmrrrco 时 ,| X. 一 X- 一 2。 由 定理 6.3.6 知 ,{X,} 不 均 方 收 
6.3.3 均 方 连 续 


从 本 节 开 始 讨论 随机 过 程 {X(z),zE T) 的 均 方 连续 、 均 方 导数 和 均 方 积 分 ,并 假定 参数 集 
是 连续 的 ,可 取 为 有 限 区 间 [a,6b] 或 无 穷 区 间 ， 
定义 6.3.5 车 随机 过 程 (X(t) ,iE T} ,对 固定 的 ET, 有 lim | XC) 一 XC4) 上 =0, 则 


称 X(1) 在 如 处 均 方 连 续 。 若 X(t) 在 了 中 每 一 点 处 都 均 方 连续 , 则 称 X(1) 在 T 上 均 方 连续 。 
定理 6. 3. 11( 均 方 连续 准则 ) ”随机 过 程 {X(1) ,zE T} 在 上 均 方 连续 的 充分 必要 条 件 
为 其 相关 函数 Rx(t ,ts) 在 {(z,t) ,tET} 上 连续 。 
证 只 要 证 明 在 中 任意 固定 点 t。 处 定理 成 立即 可 。 


302 现代 数学 基础 


必要 性 。 若 1 i m X(z) 二 X(to), 则 由 定理 6. 3. 9 的 (4) 可 得 lim Rx "bh) = limE(X(h) 
X(t2))=E(X(t X(t)) =Rx(to ,to)。 

充分 性 。 若 Rx (4 ,ts) 在 (to ,to) 处 连续 , 则 当 tts 时 EIX(2) 一 X(t0)|?=E(X*(2)) 一 
2E(X(O) X(t))+E(X (to)) =Rx(tt) — Rr (t,t) +Rx (tt) 0, 故 X(t) 在 to 点 均 方 连 

均 方 连续 准则 说 明 要 判断 随机 过 程 {(X (2) ,1€ TT} 
在 上 的 均 方 连续 性 ,只 要 判断 其 相关 函数 Rx (ti ,t;) 
在 正方 形 区 域 了 XT 的 对 角 线 {(1,1) ,:€E T} 上 所 有 点 
处 连续 即 可 (如 图 6. 4 所 示 , 了 =[0,6]) ,而 不 需要 判 
断 相关 函数 在 整个 正方 形 区 域 TXT 中 每 个 点 处 连 
续 。 更 有 趣 的 是 由 相关 函数 在 对 角 线 上 连续 性 可 得 
其 在 正方 形 区 域 上 的 连续 性 ,这 就 是 下 面 的 推论 。 

推论 6.3.5 ” 若 随机 过 程 {X(:),zE T} 的 相关 函 
数 Rx(n,t2) 在 {(1,1),tE T} 上 连续 , 则 Rx Gayz ) 在 
TXT 上 连续 。 图 6.4 区 域 [0,b]X[0,5] 

证 车 随 机 过 程 {X(t),t€ET} 的 相关 函数 
Rx(t ,ts) 在 {(1,t),tET) 上 连续 , 则 根据 定理 6. 3. 11 可 得 X(t) 在 上 均 方 连 续 , 因 而 对 任意 
(ho)ETXT, 有 Li,mX(s)==X(n) ,i,mX(1) X(t)。 再 根据 定理 6. 3. 9 的 (4) 可 得 


lim ECXCHYX()) =E(X() XC )) ,lim Ry(s,t) =Ry (t,t), 故 Rx(ty ,ty) 在 TXT 上 连 
be per 


i Er 


续 。 证 毕 。 
6.3.4 均 方 导数 


定义 6.3.6 车 随机 过 程 (X(1) ,ET) 在 点 :的 均 方 极限 Li. m 关 (十 多 一 XD 存在 , 则 称 


此 极限 值 为 X(o) 在 点 :的 均 方 导数 , 记 为 X'(0) 或 和 5 ,并 称 XC) 在 点 1 均 方 可 笨 或 的 方 可 


导 。 若 X(2) 在 工 上 每 一 点 都 均 方 可 微 , 则 称 X(t) 在 上 均 方 可 微 , 且 其 均 方 导数 {X(t) ,tE 
T) 是 一 个 新 的 随机 过 程 。 

从 定义 6.3. 6 可 知 , 均 方 导数 与 普通 函数 导数 的 定义 相似 ,只 不 过 这 里 的 极限 是 在 均 方 极 
限 意义 下 而 已 。 类 似 地 ,可 以 定义 高 阶 均 方 导数 。 

例 6.3.3 设 随 机 过 程 X(1) 二 Yf(4) ,+E R, 其 中 YEL,,f(t) 是 可 微 函 数 。 求 X(1) 的 均 
方 导数 X'(7)。 

解 由 于 limE YtR YD yp Eo tin( a _roo) =-o， 


所 以 ,由 均 方 导数 的 定义 知 X'(D) 一 YF(z) 。 

与 普通 函数 的 求 导 相 比 ,一 般 要 求 出 一 个 具体 随机 过 程 的 均 方 导数 是 比较 困难 的 ,但 往往 
需要 知道 随机 过 程 的 均 方 可 微 性 ,关于 这 一 点 的 判断 ,有 如 下 的 均 方 可 微 准则 。 

定理 6. 3. 12( 均 方 可 微 性 准则 )” 随机 过 程 {X(D ,+E T} 在 1 处 均 方 可 微 的 充分 必要 条 件 
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是 相关 函数 Rx(t,s) 的 广义 二 阶 导数 
Lim RCs+ ht+ hs) — Rx(s+ hst) — Rr(st+ hs)+ Rx(s,t) 
os hh 
i he 


在 点 (1,/) 存 在 。 进一步 ,XC 在 了 上 均 方 可 微 的 充分 必要 条 件 是 相关 函数 Rx(t,s) 的 广义 二 
阶 导数 在 TXT 工 中 的 任 一 点 (t,2) 都 存在 。 
证 ”必要 性 。 设 X(0) 在 点 上 可 微 。 由 于 


X(G 十 由) 一 XGOD) ,X(t+h) 一 和 (CD 
E( hi hh je 
Rx(t+hiytth) — Rx(tt+hi,t) — Rx(ttt+ hs) Rx(t,t) 
hih» 
根据 定理 6. 3. 9 的 (4) 知 , 当 hh ,h, 一 0 时 ,上 式 的 左 端的 极限 存在 , 即 就 是 右 端的 极限 存在 。 
充分 性 。 设 广义 二 阶 导数 在 点 (1,1) 存 在 。 由 于 


下 | Xth) XD X(th)— XD 
加 hs 
Ret ht ha) — Ratet hs) — RaCetth) tReets) | 
1 
Rx(t+thayttha)— Rx(tt+h,t)— Rx(tyt+ha) t+Rx(tt) 
hah 
2 Rx(t+h ,tt+h:) rt —Rx(ttt+hs) + Rx(t,t) 
ia 
所 以 根据 定理 6. 3. 6, 要 证 明 X, 在 上 点 可 微 ,只 要 证 和 
” 明 当 太 ,如 -0 时 ,上 式 左 端的 极限 为 零 ,也 即 只 要 证 
明 上 式 右 端的 极限 为 零 。 因 为 广义 二 阶 导 数 在 点 
(4,4) 存 在 ,因此 在 其 定义 中 ,无 论 取 hh = 入 还 是 
hi 关 h ,广义 二 阶 导数 不 变 。 这样 当 有 ,hs 一 0 时 ,上 
式 右 端的 极限 为 零 。 证 毕 。 

如 果 用 图 6. 5 表示 区 域 [a,5] x [a,5], 则 定理 
6. 3. 12 表明 ,要 证 明 过 程 X() 在 T=[a,6] 上 的 均 方 
可 微 ,只 要 证 明 相关 函数 Rx (:,s) 的 广义 二 阶 导数 在 
正方 形 的 对 角 线 AB 上 存在 即 可 。 图 6.5 区 域 [a,b]X[a,b] 

例 6.3.4 设 {B(1) ,过 0} 是 一 维 Brown 运动 ,证 
明 B(2) 处 处 均 方 不 可 微 。 

证 对 任意 固定 的 :之 0, 为 了 证 明 相关 函数 Ra(s,t) 的 广义 二 阶 导数 在 点 (1,7) 的 不 存在 
性 ,不 妨 假设 加 二 0,h 二 kh ,其 中 常数 二 1。 根据 性 质 6. 2. 5 知 ,{B(4) ,zt 过 0} 的 相关 函数 为 
Ra(s,t) 二 st。 由 于 


lim RaCt+h ttha) — Ra(tthst) 一 Ra(tt 十 如) 十 Rat 
有 0 hih, bd 


0 


lim Re(t+hh,t 二 A!) =Ro(tt hst) —Ra(tt+hh)+Ra(tyt) _ 
ped kh? - 
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lim 导 士 生 ) A (十 如) 一 (十 生 ) Az 一 上 A (t+ 摧 ) 二 tt_ 


Pd kh 
二 让” 
所 以 ,Ra(s't) 广 义 二 阶 导数 在 点 (z,2) 不 存在 。 根 据 定理 6. 3. 12 知 ,B(1) 在 [0, 十 co) 上 处 处 
均 方 不 可 微 。 证 毕 。 


随机 过 程 均 方 导 数 具 有 与 通常 函数 导数 一 样 的 性 质 ,叙述 如 下 。 

性 质 6.3.1 均 方 导数 有 下 列 性 质 ; 

《1) 若 随 机 过 程 X(4) 在 点 + 均 方 可 微 , 则 在 等 价 的 意义 下 X(z) 的 均 方 导数 惟一 ， 

(2) 若 随机 过 程 X(2) 在 点 + 均 方 可 微 , 则 X(z) 在 点 上 均 方 连续 ; 

(3) 设 X 是 随机 变量 , 则 X 一 0, 即 随机 变量 的 均 方 导数 为 零 

(4) 若 随机 过 程 X(t) 和 Y(z) 在 点 ! 都 均 方 可 微 , 则 aX(z) 十 bY(4) 在 点 4 均 方 可 微 , 且 
(CaX(O) 十 6Y(D)) 一 aX'(OD) 十 68(D) ,其 中 a 和 6 为 常数 ; 

(5) 若 随机 过 程 X(z) 在 点 : 均 方 可 徽 ,而 F(2) 在 点 :可 微 , 则 /(1)X(4) 在 点 + 均 方 可 微 ， 
且 (7COX(CO) = 万 (CDOXCD) 十 7(COX'(D。 特 别 地 ,(YF(0) 一 Yf (2 ,其 中 Y(YEL,) 是 随机 
变量 。 

利用 均 方 导数 的 定义 和 均 方 极限 的 性 质 很 容易 证 明 均 方 导数 的 这 些 性 质 ,具体 证 明 留 给 
读者 自己 完成 。 需 要 说 明 的 是 ,由 定理 6. 3. 7 知 ,在 均 方 收敛 的 意义 下 ,极限 是 几乎 必然 惟一 ， 
因此 上 述 性 质 中 等 式 都 是 几乎 必然 成 立 的 。 今 后 , 凡 涉 及 到 随机 变量 或 随机 过 程 间 的 相等 , 均 
按 几乎 必然 成 立 理解 。 

若 随机 过 程 X(t) 是 均 方 可 微 的 , 则 X“(z) 也 是 随机 过 程 , 其 均值 函数 由 X(t) 的 均值 函数 - 
来 确定 ,而 X(4) 和 X'“(2) 的 相关 函数 和 互相 关 函 数 可 由 X(z) 的 相关 函数 来 确定 ,这 些 可 归结 
为 如 下 两 个 定理 。 

定理 6.3.13 若 随 机 过 程 X(z) 在 T 上 有 * 阶 均 方 导数 , 则 X" (1) 的 均值 函数 存在 , 且 
EX™ (1)=(EX())™ 一 mm 如 (bD。 

证 明 留 给 读者 自己 完成 。 这 个 定理 说 明 随机 过 程 的 n 阶 均 方 导数 的 均值 函数 等 于 其 均值 
函数 的 阶 导数 , 即 随机 过 程 的 均 方 求 导 与 求 均值 函数 是 可 以 交换 次 序 的 。 

定理 6.3.14 若 随 机 过 程 {X(1) ,:€ T} 的 相关 函数 Rx(s,0) 在 {(1,1)1:ET} 上 所 有 点 的 


二 阶 广义 导数 都 存在 , 则 相关 函 数 Rx(s,1) 的 偏 导数 x ,Rx 有 ORs DD 在 TxT 


ot 9s9t 
上 都 存在 , 且 

ECX()X'(1)) = SECX(S) XE)) = R50) 

ar a 
EC(X'()X()) = LECX(S) XE)) = ORsst) 

as 5 
ECX'(YX' 0) = -2 Rx(sst) _ FRx(sst) 

KOKO) = FE XDXD) = 一 站 和 a 


证 仅 证 最 后 一 个 结论 。 根 据 定 理 6. 3. 12,X(2) 在 工 上 均 方 可 微 , 即 X'(2) 在 工 上 存在 。 
再 根据 定理 6. 3. 9 的 (4), 有 
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Rx (st) =E(X'()X (1)) = 


XGs+h) XO /XE+h) XO 
limE(( 万 )( 本 )) 
Wo 
Xs HRIOXG+h) 一 X(Gs 十 各)XCD 
lim + E( 和 
攻关 : 
ee 
XZ I XO 
hz 
i (LE (RsG 二 各 :二 外 2)— Rx(s+ht) 
ah a he 
全 全 让 = 
如 站 
,1 /oRxCGsthist) oRx(SDN 
lim 启 ( a 了 )= 
ORx Cs,t) 
9t9s 


间 理 可 证 其 他 两 个 结论 。 证 毕 。 

例 6.3.5 设 随机 过 程 X(t) 在 人 上 均 方 可 微 , 且 其 协 方差 函数 为 Cx(s,1)。 求 随机 过 程 
{X'(4) ,ET} 的 协 方差 函数 Cx (s,1)。 

解 根据 定理 6.3. 13 和 定理 6.3.14, 可 得 mx(D)=m% (2) ,Rx(s,t)=E(X’(s)X’(4))= 


ORx(s,t) 
3550 ,因此 ,有 


Cx (st) 一 尼 ((X' (Cs) 一 mx (SX — mx (2))) = 


Rx (st) 一 mr(s)mar(t) = 


Rr) —mx(s)mx(t)) 一 


OCx(s,t) 
959t 
6.3.5 均 方 积分 
定义 6.3.7 设 (X(1) ,iELa,b]) 是 随机 过 程 ,f(s,t) 是 定义 在 SX[a,6] 上 普通 函数 , 且 
对 每 个 固定 的 s€ S 是 可 积 的 ,其 中 S 是 参数 集 。 将 区 间 [a,6] 划 分 成 个 区 间 , 其 分 点 为 
4 三 hb<h<…<h 二 b, 这 一 分 法 记 为 A。 在 每 个 部 分 区 间 [t,_, ,1,] 中 任 取 一 点 名, 作 和 式 


Y.(s) = DB/ x tr1) 


令 A(A)=max{i 一 如 1 。 如 果 对 每 个 固定 的 5ES, 当 A(A) 一 0 时 ,Y,(s) 均 方 收敛 , 且 此 均 方 


极限 值 不 依赖 于 对 区 间 [a ,的 分 法 A, 也 不 依赖 于 & 的 选择 , 则 称 f(s,t)X(z) 在 区 间 [a,6] 
上 (Riemann) 均 方 可 积 ,其 均 方 极限 称 为 f(s,:) X(t) 在 区 间 [a,5] 上 的 (Riemann) 均 方 积分 ， 
记 为 


四 
Y(s) 一 [epxed 一 Vi mf XE) Gt) 
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由 于 L: 是 完备 的 赋 范 线性 空间 ,因而 Y,(s) 是 L 的 函数 。 进 一 步 , 若 对 任 一 s€ S,Y,(s) 
的 均 方 极限 Y(s) 都 存在 , 则 {Y(s5),sE S} 是 一 个 新 的 二 阶 矩 过 程 。 关 于 !{Y(s),sE S) 的 存在 
性 , 即 As,OX(O 在 [a,b 上 的 均 方 可 积 性 有 如 下 的 均 方 可 积 性 准则 。 

定理 6. 3. 15( 均 方 可 积 性 准则 ) ”f(s,t)X(z) 在 区 间 [a,56] 上 均 方 可 积 的 充分 条 件 是 对 任 


意 固定 的 s€ S, 二 重 积分 上 |/ sw) /sww)Re (uwv)dudu 存 在 。 
证 “由 均 方 积分 的 定义 知 ,要 证 明 /(s,i)X(1) 在 [a,6] 上 均 方 可 积 ,只 要 证 明 均 方 极限 


1 D/OXE) 一 tt-1) 存在 。 又 由 定理 6. 3. 10 知 ,上 述 均 方 极限 存在 的 充分 条 件 是 


Nao 


lim E( (D/Oxe —4; DE KE, —t))= 


Pe 


lim DB/ SEXE XE DG —t) (i) = 


“yo! Et 


lim BE/ JRx (6) — to ) 0 — tn) 


MD 一 0 


存在 , 即 就 是 二 重 积分 fT f(ssW) /CssW)Rx (uswdudv 存 在 ,证 毕 。 


在 定理 6. 3. 15 中 ,车 令 f(s,t) 二 1, 则 可 获得 判断 X(z) 均 方 可 积 性 的 如 下 推论 。 

推论 6.3.6 随机 过 程 X(4) 在 [a,b] 上 均 方 可 积 的 充分 必要 条 件 是 RxCs,4) 在 [a,6]X 
[a,6b] 上 可 积 。 

随机 过 程 的 均 方 可 积 性 取决 于 它 的 相关 函数 的 可 积 性 ,这 样 就 使 得 均 方 可 积 性 的 判断 相 
对 来 说 变 得 较 容易 。 下 面 考察 一 个 简单 的 例子 。 

例 6.3.6 设 {B(i),: 过 0} 是 一 维 Brown 运动 ,定义 均 方 积分 Y(s) = [Bar. 证 明 


Y(s)(s 之 0) 存 在 。 
证 根据 性 质 6. 2.5 知 ,Brown 运动 {B(1),1 宇 0} 的 相关 函数 为 Ra(s,1) = Cov(B(s)， 
B(W))==sAt, 所 以 ,对 任意 固定 的 ;之 0, 二 重 积分 


[J Rac wdudo =[ [ie A vdudw = 


Lo. vdo+ [df av = 


于 


存在 。 根 据 推论 6. 3. 6, 对 一 切 * 过 0,Y(s) 存 在 。 证 毕 。 
如 果 7(s,20)X(zD) 在 区 间 [a, 纪 上 是 均 方 可 积 的 ,关于 它 的 均 方 积分 , 即 随机 过 程 {Y(s)， 
sE S) 的 均值 函数 和 相关 函数 有 如 下 定理 。 


定理 6.3.16 车 f(s,i)X(1) 在 区 间 [a,6] 上 的 均 方 积分 Y(s) 二 /sDX(t)dt 存在 ， 
则 有 
(1) 随机 过 程 {Y(s),sE S} 的 均值 函数 为 E(Y(s)) = fewECX ars 
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(2) 随机 过 程 {Y(s),sE S} 的 相关 函数 为 Ry(s,t) = E(Y(5)Y(1)) = resore， 


WRx (uv) dudv, 

利用 均 方 积分 的 定义 和 定理 6. 3.9 容易 证 明 此 定理 ,具体 证 明 留 给 读者 自己 完成 。 

例 6.3.7 在 例 6. 3. 6 中 已 经 证 明了 一 维 Brown 运动 {B(1) ,1 之 0}) 的 均 方 积分 {Y(s)， 
5 之 0} 是 存在 的 , 求 随机 过 程 {Y(s) ,s 宇 0} 的 均值 函数 my (和 相关 函数 Ry(s,1)。 


解 ” 由 定理 6.3.16, 有 my(s) = E(Y(s)) = Eee) 一 0. 当 0 入 入 上 ! 时 ,有 


RrGO =[ fu A vdudu =— 


| 


了 (3 
6 (3 5)5 


对 于 无 穷 区 间 [a, 十 co), 仿 通常 广义 积分 的 定义 , 若 均 方 极限 1 im| rs,D) XC)d 存在 ， 
则 As,OX(2) 在 区 间 [a, 十 cc) 上 的 广义 (Riemann) 均 方 积分 定义 为 
站 reoxodu = im| fs dX 


此 时 ,广义 均 方 积分 存在 的 充分 必要 条 件 为 广义 二 重 积分 证 f(s) fs WRy Cu dudv 
存在 。 
类 似 地 ,还 可 以 定义 均 方 积分 | f(s,OXCnD dt 和 | Cs,DXCDdt, 不 再 装 述 。 


性 质 6.3. 2 均 方 积分 具有 类 似 于 普通 积分 的 下 列 性 质 : 

(1) 若 随机 过 程 X(t) 在 区 间 [a,56] 上 均 方 连续 , 则 X(4) 在 [a,6] 上 均 方 可 积 。 
(2) 若 随机 过 程 X() 在 [a,5] 上 均 方 可 积 , 则 在 等 价 的 意义 下 其 均 方 积分 惟一 。 
(3) 若 随机 过 程 X(4) 和 Y(4) 在 [a,6] 上 均 方 可 积 ,a 和 有 是 常数 , 则 


， 
| ax + Br) dr = [x coat Bl Ya 


[ou = [ou+fxeou (a<e<h) 
(4) 若 X 是 随机 变量 及 对 任意 给 定 的 5ES,f(s,t) 在 区 间 [a,6] 上 关于 1 可 积 , 则 
「reoxd = x ca 


与 普通 分 析 中 的 证 明 相似 ,利用 均 方 极限 的 性 质 ` 均 方 积分 的 定义 及 均 方 可 积 性 准则 ,可 
以 证 明 均 方 积分 的 这 些 性 质 , 故 略 去 证 明 。 

在 积分 学 中 ,利用 积分 上 限 的 函数 的 导数 证 明了 微 积 分 基本 公式 。 类 似 地 , 均 方 积分 上 限 
的 函数 的 导数 是 否 存在 呢 ? 为 此 ,需要 下 面 的 定理 。 


定理 6 3 27 设 随机 过 程 X(:) 在 区 间 [4,6] 上 均 方 连 续 , 则 || xcod|| < 


| | XC I dz。 
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证 由 性 质 6..3.2 之 (1) 知 ,上 式 左 端的 均 方 积分 存在 ;再 由 定理 6. 3. 11 知 ,Rx (1,t) 在 区 


间 [a,5] 上 连续 , 即 上 X(2) ‖ =VRx(zt, 站 在 [a,b] 上 连续 ,于 是 上 式 右 端的 积分 存在 。 
对 区 间 [a,6] 的 任 一 划分 :4 二 to<h 一 …<, 二 6 ,根据 范 数 的 三 角 不 等 式 , 有 


[Dx |< Dx ee) 
1 i=l 
一 方面 由 定 积分 的 定义 ,有 im 了 |XC&) 1 (4 一 和 0) 一 | 1 xc lLdis 另 一 方面 由 定理 


6. 3.9 之 (4) 和 均 方 积分 的 定义 ,有 im ,| XE)C6 一 4) | 一 | | xcodz| . 本 此 定理 的 结 
论 成 立 。 证 毕 。 
定理 6.3.18 设 随机 过 程 X(0) 在 区 间 [a, 妇 上 均 方 连续 , 则 Y(0) = | X(s)ds (a<1<6) 


在 区 间 [a,b] 上 均 方 可 微 , 且 有 Y(t) = X(t)。 
证 由 性 质 6.3. 2 之 (3) 和 定理 6.3.17 知 , 当 A>0 时 ,有 


| 天 二 全 = 一 xc 上 | =| 二 六 xcoe=-xo| = 
| x xvas) < 


人 
二 六 1xco -xco lds< 
max | XC) 一 XCo) 1 
be 


再 由 X(t) 在 区 间 [a,5] 上 的 均 方 连续 性 , 当 h->0 时 ,上 述 不 等 式 的 右 端 趋 于 零 , 因 而 左 端 也 赵 
于 零 , 故 定理 的 结论 成 立 。 

同 理 可 证 , 当 h<0 时 ,定理 的 结论 也 成 立 。 证 毕 。 

由 定理 6. 3. 18 可 得 均 方 微 积分 基本 定理 和 含 参 变 量 均 方 积分 的 微分 公式 ,这 相当 于 普通 
积分 中 的 Newton-Leibniz 公式 和 含 参 变量 积分 的 微分 公式 。 将 这 两 个 结论 作为 定理 6. 3. 18 
的 推论 ,罗列 如 下 ,证 明 留 给 读者 自己 完成 。 

推论 6.3.7 设 随机 过 程 X(4) 在 区 间 [a,b] 上 均 方 可 微 , 且 X'(w) 在 区 间 [a,6] 上 均 方 连 


续 , 则 当 a<1<b 时 ,有 X(D 一 X(a) 二 XDdi. 特 别 地 , 当 4 二 5b 时 ,有 X(b) 一 X(a) 一 


[oa 
推论 6.3.8 设 随 机 过 程 X(z) 在 区 间 [a, 妇 上 均 方 可 积 ,普通 函数 /(s,4) 在 [a,b]X[a,6] 
上 和 连续 且 含 导数 广 (5,0 有 界 , 则 Y(D) | /Cs,DDXCs)ds 在 区 则 [a, 拉 上 均 方 可 微 , 且 多 (iD) 一 


Dx Was + /DXD. 


6.4 Ito 随机 积分 


考虑 随机 积分 | X(z)dB(D ,其 中 {X(CD vtE [av 所 } 是 属于 工 : 空间 的 实 随机 过 程 ,{B(D)， 
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! 宇 0} 是 Brown 运动 ,0<a<b。 由 于 日 本 学 者 Ito 首先 研究 了 此 类 积分 ,所 以 就 称 其 为 Ito 随 
机 积分 。 它 在 近代 滤波 、 通 信 、 控 制 .经济 学 和 生物 学 等 领域 中 都 有 广泛 的 应 用 。 

定义 6.4.1 设 {X(z),tE[a,b]) 是 随机 过 程 ,{B(z) ,1 之 0} 是 Brown 运动 。 将 区 间 [a,6b] 
划分 成 n 个 区 间 , 其 分 点 为 4 = 过 之 < 之 4 二 b, 令 A, = 思 呈 (#4 一 t!), 作 和 式 1, 一 


相 XGDCB(4) 一 BG))。 如 果 当 4. 一 0 时 ,1 均 方 收敛 , 且 此 均 方 裤 限 值 不 依赖 于 对 区 


间 [a,6] 的 分 法 , 则 其 极限 称 为 随机 过 程 X(t) 关 于 Brown 运动 B(z) 在 区 间 [a,b] 上 的 lto 随机 
积分 或 简称 Ito 积分 , 记 为 


[X48 = Li m DX VB) ~ Be) 
Ee 


注意 Ito 积分 和 式 中 X(1) 的 是 在 区 间 [4 '4] 的 左 端点 4-, 上 取 值 ,而 不 是 在 区 间 上 任 
意 一 点 取 值 的 ,因此 ,这 个 定义 有 别 于 通常 意义 下 的 均 方 积分 。 在 例 6.4. 1 之 后 ,将 说 明 如 果 积 
分 和 式 中 XC2) 的 值 是 在 区 间 [4-, ,i] 上 任意 一 点 选取 的 , 则 X(t) 关 于 B(z) 是 均 方 不 可 积 的 。 


顺便 指出 ,1966 年 原 苏联 学 者 Stratonovich 考虑 和 式 守 x (Ee)cBem) 一 BC ))， 
即 X(2) 在 区 间 [ew- ,ww] 的 中 点 取 值 . 当 A, -> 0 时 , 若 该 和 式 的 均 方 极限 存在 , 则 称 其 极限 为 
XC 关于 BC 在 区 间 [a,6] 上 的 Stratonovieh 随机 积分 , 记 为 (Strat) | Xi)dB()。 


Ito 随机 积分 和 Stratonovich 随机 积分 的 定义 十 分 相似 。 由 于 Ito 随机 积分 具有 良好 的 分 
析 性 质 , 且 在 实际 问题 中 应 用 广泛 ,所 以 今后 仅 限于 讨论 Ito 随机 积分 及 其 应 用 。 

定理 6.4.1 设 {X(o,tE [a,b]} 是 均 方 连续 的 二 阶 矩 过 程 ,{B(1) ,1 汪 0) 是 Brown 运动 ， 
且 对 任何 1:€E [a,6] 及 一 切 满足 a<t<h- ,hb 的 1 1 和,X(2) 与 BC) 的 增 量 B(z ) 一 
B(w-1) 相 互 独立 , 则 X() 关 于 B(1) 在 区 间 [a,6] 上 的 Tto 积分 存在 且 惟一 。 

证 先 证 Ito 积分 的 存在 性 。 设 区 间 [a,65] 的 两 个 任意 划分 为 a=$ 过 5 过 … 二 ,==b 和 
4 三 < <<…<t, 二 6b, 对 应 的 积分 和 式 分 别 为 


1» = DI XG) BG) — BG)) 和 l, = PDX) CBG) — Bt,1)) 
各 | 
根据 定理 6. 3. 10, 只 要 证 明 下 式 


E(1»1,) = 2) PECXGs XC) Bs) — Bs 1)) (BG) — BC,1))) 


1 I=1 


的 极限 存在 即 可 。 上 述 求 和 中 的 每 一 项 在 矩形 [5s-,,s] 8 
X[w-1,4] 上 计算 ,而 这 些 和 矩形 可 根据 其 是 否 包含 对 角 
线 :=; 的 一 段 分 为 两 类 :一 类 是 包含 对 角 线 一 段 的 矩形 
R, 另 一 类 是 至 多 与 对 角 线 相交 于 一 点 的 矩形 R; ,如 图 
6.6 所 示 。 

对 第 二 类 矩形 , 当 5_, 过 st_1<t, 时 ,由 已 知 条 
件 知 XCs-,),X(Co-D 和 BCo) 一 B(s-) 与 BC) 一 
(5-1) 相 互 独立 ,因此 有 


加 ty 
图 6.6 ”区域 [a,b]X[a,b] 


310 现代 数学 基础 


ECX(s i ) X21) (Bs) — BCs1)) (BG) — Bt, 1,))) = 

E(X(s, IX(1, 1) (Bs,) 一 BGS ))E(BG,) — Bl ,)) =0 

而 当 6- < 和 ws- <s 时 , 易 知 上 式 亦 成 立 。 这 样 ,对 第 二 类 矩形, 求 和 中 的 每 一 项 都 是 零 。 
对 第 一 类 矩形, 区间 [s-,,s] 与 [5-, ,6;] 相 交 , 其 中 一 种 典型 的 情形 是 s,_1 <t,-, <s 一 二 
此 时 , 求 和 中 的 项 为 
EC(X(s X(t 1) (BGs) — Bs1)) (BC) — Blt))) = 

E(X(s, X(t; 1)((BCs) — Blt 1)) + (B21) — Bs 1))) 

((B(1) 一 BCs)) + (BGs) — BG)))) = 

E(XCGs XC ) (BGs) — BG,1)) (BG) — BGs))) + 

E(X(s, X(t, 1) BGs) — Bt,1)) (Bs) — BG1)))+ 

E(X(s- X(t ) (Bs) — Bs)) (BG,) — BG))) + 

E(X(s X(t 1) (Bs; 1) — Bs 1)) (Bs) — BG 1))) 
类 似 于 对 第 二 类 和 矩形 的 讨论 ,可 知 上 式 中 除 第 二 项 以 外 ,其 余 三 项 都 等 于 零 。 根据 X(1) 与 
B(4) 的 增 量 是 独立 的 及 性 质 6. 2. 3 知 , 有 

EC(X(s1) X11)(B(s,) — Bs 1)) (BG,) — BG,))) = 
E(X(s 1) X(t)E(BGs) — B11))) = 
(si—t RG ti) 
其 中 RGs,) 是 过 程 X(t) 的 相关 函数 ,s, 一 -1 是 [s-1 ,5] 与 [5-1,4] 重 屋 部 分 的 区 间 长 度 。 同 理 ， 
对 第 一 类 矩形 的 其 他 情形 , 即 6-:<s-,<6<s 和 si =4-1 <<s,=4, 也 可 以 获得 类 似 的 结果 。 
车 把 对 区 间 [a,6] 的 两 组 划分 合并 成 一 组 ,并 记 为 a=w <ui 过 … 过 ww, 二 6b( 当 两 组 划 

分 的 分 点 有 重合 时 ,uw 的 个 数 就 小 于 m 十 n)。 根 据 上 面 的 讨论 有 


wt! 


EC(1,1,) = >) (Rp yu) Cu — ue) + ou — ue)) 


人 


由 于 Ri,t) 是 连续 的 ,因而 是 可 积 的 ,所 以 有 limE(CT-L,) = | R(e,2)dt。 于 是 存在 性 得 证 。 惟 


一 性 由 定理 6. 3. 7 直接 得 到 。 证 毕 。 
推论 6.4.1 若 X(O,Y(OD 和 BC) 满足 定理 6.4.1 的 条 件 , 则 E(| X(D)dB(D) )= 0， 


E(fxcwaBcof rcoaato) = 『Eoxoycod， 特别 地 E(|xoda) = 
PEcx ya, 


s 
例 6.4.1 试 证 明 BCoDdBCD) = 于 (B:(b) 一 Bi(a)) 一 二 (6 一 a). 


证 由 于 过 程 B(1) 满 足 定理 6. 4. 1 中 关于 X(z) 的 假设 条 件 , 因 此 所 讨论 的 Ito 积分 存 
在 。 对 区 间 [o, 包 的 任 一 划分 一 和 之 4 过 … < 之 i, =6,A, = 加 ax (4 一 如 0)， 作 下 列 和 式 


DIB) BG) 一 Bo)) = 
[| 


— PB) BO) 一 BCGD) 一 
各 


第 六 章 ”随机 微分 方程 311 


—(B’(w)— B(w)B(n)+ Ba) — B()B(G,) + + 
B2: (ti) 一 也 (tv )BG,)) = 


一 让 (BG) + DBG) — BG) — Bi.)) = 


台 
去 (B:() — Br(a)) — 计 PB) 一 BCe 7 
各 

由 Ito 积分 的 定义 有 

1 Lr 2 

| B()dB() = 可 (B2(O) — Bi(a)) m1i. my Bn) —B(t)) 

要 2 0 Et 
因此 只 要 证 明 | im 了 (BC4) 一 BCt4))* = 6 一 a 即 可 。 为 简单 起 见 , 令 4 一 1 = At 

0 kl 《 

B(4) 一 B(t) = AB,, 则 有 


DaBy -o-oo =| (ago 一 so 站 = 
名 名 


DN CAB) — atl: +2 DECAB): — A (AB): — A) = 
be 7 


i 


DI NAB 一 At 用 十 2 E((AB) 一 At)E(CAB) 一 Ab) = 
全 加 
局 


DaB):— Aanl: = 


be 


DE(CAB)! —2(AB) A 十 (At)2) = 


[et 


D3CAt1)? 一 2(AtD) 十 (At)2) 一 


be . 


2D) A)’ < 24, DN At = 24.(6 一 o) 
ba 


所 以 , 当 4,0 时 ,有 | 如 (AB 一 (5 一 | o, 故 结论 成 立 。 证 毕 。 


从 这 个 例子 可 以 看 出 Tto 随机 积分 与 普通 的 积分 不 一 样 。 根 据 普通 的 积分 法 则 ,等 式 右 
边 中 只 有 第 一 项 ,没有 第 二 项 (6 一 a)/2。 这 一 点 在 计算 Tto 积分 时 应 需要 特别 注意 。Ito 积分 


结果 中 的 项 去 (一 “) 称 为 “修正 项 ", 它 的 出 现 是 为 了 保证 等 式 忆 (| BCD)dB(O) ) = 0 成立 。 


利用 例 6.4.1 证 明 中 的 结论 LimD Be) 一 B(t1))? =6 一 a, 可 以 说 明 lto 随机 积分 
与 前 面 讨论 的 均 方 积分 不 同 , 即 积分 和 式 中 的 & 不 能 任意 选取 .事实 上 , 设 a 二 4 二 4 二 … 二 
已 一 4 = mx( 一 41) 是 区 间 [a, 扫 的 一 个 划分 ,考虑 和 式 二 = 六 Bdu (BC 一 


BOs) 和 J, = DI BGCB) -Be )) ,它们 形式 上 都 是 | B(z)dB(z) 的 积分 和 式 , 分 别 
Ce . 
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相应 于 名 一生， 和 入 一- 当 A 一 0 时 有 J 一 二 六 (Bt 一 BeD))2 一 6 一 4, 因此 了 
和 J 有 不 同 的 均 方 极限 , 即 积分 和 式 中 的 6 是 不 能 任意 选取 的 ,于 是 通常 意义 下 的 均 方 积分 


不 存在 。 

上 面 已 经 解释 了 Ito 积分 不 具有 通常 的 积分 法 则 ,而 6 的 选择 又 直接 影响 到 积分 的 定义 ， 
那么 是 否 存在 8 的 特殊 取 法 使 得 定义 的 积分 具有 通常 的 积分 法 则 呢 ? 可 以 证 明 Stratonovich 
积分 具有 通常 的 积分 法 则 , 即 (Strab | Bo)dB(p) 二 去 (B:(b) 一 BCa))。 有 关 此 结论 的 详细 
讨论 ,读者 可 以 参见 参考 文献 [10]。 

下 面 给 出 Ito 积分 的 一 些 性 质 。 

性 质 6.4.1 设 随机 过 程 X(:) 和 Y(t) 关 于 Brown 运动 B(1) 在 区 间 [a,6] 上 的 Tto 积分 都 
存在 , 则 


《CD 对 任意 常数 48 有 (aX C1) 十 BY(0))dBCD = of XGOdBCD 十 由 YodBC)， 


(2) 车 ac<6b, 则 xcoda = [xcwaBcw 二 | xcodBo 
Ito 积分 的 这 个 性 质 与 普通 积分 相应 的 性 质 类 似 ,其 证 明 留 给 读者 自己 完成 。 
性 质 6. 4. 2 设 随 栅 过程 X(0) 关 于 Brown 运动 B() 的 lto 积分 | X (2)dB(D) 存在 , 则 对 


任意 +€ [4s 人 ,to 积分 Y(1) = | X(9DdB(s) 存在 , 且 是 均 方 连续 的 。 


利用 推论 6. 4. 1 和 性 质 6. 4. 1 可 以 证 明 此 性 质 。 

定理 6.4.2 设 随 机 过 程序 列 {X,(1) ,+E [4,6]) 满 足 条 件 : 

(1) X,(t) 是 均 方 连续 的 二 阶 矩 过 程 ; 

(2) 对 任何 上 E [a,6] 及 一 切 满足 a<<t<<4_1 志 <b 的 t_1 和 ,X(t) 与 B(1) 的 增 量 
B(&) 一 B(t-1) 相 互 独 立 。 

如 果 在 [a,6] 上 X,(t) 一 致 地 均 方 收敛 于 X(i), 则 X(z) 也 满足 上 述 两 个 条 件 , 且 对 一 切 
a<t<<b 一 致 地 有 

lim xcodBCo = [XdBGs) 

证 由 于 X,(z) 均 方 连续 且 一 致 地 均 方 收 敏 于 X(t), 易 证 X(z) 满 足 条 件 (1) 和 (2)。 因 
此 ,根据 定理 6.4.1 可 知 Ito 积分 Y,(D 一 | X.C9)dB(C) 和 Y(2) 一 | xcpadBco 都 存在 。 又 
根据 性 质 6. 4. 1 和 推论 6. 4.1, 有 

| - 


1 Y.(o 一 Y(D) ?= | [ (Xls) —X(s))dB(s) 


| De x les < 


> 
fix — xX) las 


其 中 最 后 一 项 与 :无 关 , 因此 ,n 一 oo 时 ,由 上 X.(s) 一 X(s) ||? 在 [a,6j 上 一 致 地 趋 于 零 可 知 
1Y,(D 一 了 (0) 上? 在 [a, 妇 上 也 一 致 地 趋 于 零 , 即 在 [a, 妇 上 Y, (1) 一致 地 均 方 收 化 于 Y(1)。 
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证 毕 。 
6.5 Ito 微分 公式 


设 {X(4) ,iET=[a,6b]}) 是 一 维 随机 过 程 ,0 二 a 二 6b,{B(z) ,t 宇 0) 是 一 维 Brown 运动 ,车 对 
任意 a 二 t<6b, 都 有 


XD = XC) + Acod+ | g(s)dB(s) (6.5.1) 
和 % 
几乎 确定 成 立 , 则 称 {X(z) ,tET=[a,5b]} 有 随机 微分 
dX(D) = f(Ddt+ g(DdBD) (6.5.2) 


一 般 称 (6. 5. 1) 式 为 lto 积分 方程 ,其 第 一 个 积分 为 均 方 积分 ,第 二 个 积分 为 Ito 积分 ,并 
假设 这 些 积分 是 存在 的 。 而 相应 的 微分 式 (6. 5. 2) 称 为 lto 随机 微分 方程 , 它 仅 仅 是 X() 微 分 
的 形式 表示 。 实 际 上 这 个 等 式 在 均 方 意义 下 并 不 存在 ,因为 Brown 运动 B(1) 是 处 处 均 方 不 可 
微 的 。 今 后 ,将 lto 积分 方程 和 Ito 随机 微分 方程 看 成 是 等 价 的 。 有 关 Ito 随机 微分 方程 解 的 
存在 性 和 惟一 性 的 讨论 参见 6. 6. 1。 本 节 将 介绍 Ito 随机 微分 的 复合 函数 微分 公式 ,一 般 称 之 
为 Ito 微分 公式 。 

定理 6.5.1 设 一 维 随机 过 程 {(X(1) ,T=[a,b]} 具 有 随机 微分 

dX(t) = f(D)di+ g(t)dB(t) (6.5.3) 
又 设 u(x ,1) 及 其 导数 usus ,us 关于 (x,1) ERXT 连续 ,那么 Y(1) 二 u(X(1) ,2 有 随机 微分 
dyY (2) =[u XD,0 二 (XO DD 十 Fu XD Dg ]dt No 
ur(X(1) ,1) gdB() 
车 规定 di。 dt 二 dt， dB(z) 二 0,dB(1)，dB(t)=dt, 则 lto 微分 公式 可 变形 为 


dY(2) = wu (XD) ,tdt 十 uCXCD) dX) 十 XDD dXDY: 


从 这 个 公式 可 知 ,Ito 微分 公式 与 普通 多 元 函数 全 微分 公式 有 较 大 的 区 别 , 多 出 了 第 三 项 ， 
在 应 用 时 应 特别 注意 。Ito 微分 公式 是 研究 Ito 微分 方程 的 典型 工具 ,有 重要 的 应 用 。 本 节 仅 
利用 它 来 证 明 一 些 Ito 积分 公式 ,至 于 它 在 求解 简单 的 Ito 微分 方程 方面 的 应 用 , 则 留 在 
6.6. 1 讨论 。 


例 6.5.1 证 明 | Bo)dB(D) = 到 (BO 一 下 (oO) 一 于 6 一 o，0<a<4。 
证 在 式 (6.5.3) 中 取 X(O)=B(i,F(O)=0 及 5(DO=1, 则 dB(D) 一 0dt 十 dB(D)。 令 
lz, = 记忆, 那么 Y(D 一 u(B(D) ,四 = 去 怀 (0。 由 Tto 微分 公式 (6.5.4) 有 


1 1 
d( 翅 BCO)= 加 十 za + Tug CD dt 十 ug (DdB(t) = 


到 尼 十 BCDdB(D) 
所 以 ,对 应 的 积分 方程 为 
冯 B:O) = 于 Ba) 十 于 6 一 ao + adBn 
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移 项 后 可 得 结论 。 证 毕 。 

在 例 6.4. 1 中 , 曾 利用 Ito 积分 的 定义 证 明了 上 述 结 论 , 相 当 繁 琐 , 而 利用 lto 微分 公式 证 
明 就 变 得 非常 简明 。 

例 6.5.2 证 明 aa = 6bB(6) —aB(a) —| Bwar, 0<a<b, 

证 同上 例 , 令 w(z,t)=tz, 则 Y(2) = 二 wu(B(1),t)=1B(z)。 由 lto 微分 公式 (6. 5.4) 有 
d(tB(?))==B(4)dt 十 :dB(1) ,等 价 的 Ito 积分 方程 为 

6bB(b) = aB(a) + acod+ [aa 

移 项 后 可 得 结论 。 证 毕 。 

更 一 般 地 ,如 果实 函数 A(0) 在 [ae, 刀 上 具有 连续 导数 , 则 有 

facwaBcw = woBco| 一 JoBeod: (6.5.5) 

其 中 0<a<6。 它 的 证 明 留 作 习 题 ,这 个 公式 与 普通 积分 的 分 部 积分 公式 相同 。 

对 于 nn 维 Brown 运动 {B(1) ,1 和 0), 有 如 下 推广 的 Ito 微分 公式 。 

定理 6.5.2 设 m 维 随机 过 程 {X(1),tET=[a,6]} 具 有 随机 微分 dX (4) = 了 (Co di 十 
8(t)dB(t) ,其 中 f(1) 为 m 维 向 量 ,g(4) 为 mXn 和 矩阵 ,B(1) 是 nn 维 Brown 运动 。 如 果 u(x,1) 
是 R"XT 到 R' 上 的 实 函 数 , 且 u(z,t) 及 其 导数 wu,u ,us 关于 (zx,1) 连 续 ,那么 Y(1) = 
u(X(z),t) 有 随机 微分 


dY (1) =[w (x + Dus XDDSD+LD Du XD Dg Dart Jaet 
各 


2 tw] j= 


bp Su, XD ,Dg dB (6. 5. 6) 
其 中 心心 和 ww。 是 和 维 列 向 量 。 
如 果 用 tr4 表示 nn Xn 矩阵 4 的 迹 , 即 tr4 = 六 。 ， 则 Ito 微分 公式 可 用 甜 阵 表示 成 简单 
的 形式 ES 
dY(z) = XD DD Hu KD DID + eg Tu XE) st) d+ 
W(X(1),t) g(t dB(t) 


其 中 必 二 (us ass vs ) 是 AX 普 矩阵 ,uc 一 (uc ) 是 mXm 和 矩阵 , 它 的 每 个 元 素 us 是 
维 列 向 量 。 有 关 这 个 公式 的 应 用 参见 例 6. 6. 2。 


6.6 Ito 随机 微分 方程 


考虑 一 维 Ito 随机 微分 方程 、 
dX(D) = f(X(D ,Ddt+g(X),0dB(), tE T= [a,b] (6.6.1) 
X(1) = Xo (6. 6.2) 
其 中 B() 是 一 维 Brown 运动 ,f(z,t) 和 &(z,0) 是 及 XT 上 的 实 函 数 ,X 与 B(4) 独 立 . 它 所 
对 应 的 Ito 积分 方程 为 
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XD = Kt] /Xds+ | gCXG) ,sdB(s) (6.6.3) 


如 果 在 L: 空间 中 存在 随机 过 程 {X(t) ,1:E T) 使 得 式 (6. 6. 1) 和 式 (6. 6. 2) 成 立 , 则 称 
{X(2) ,ET) 是 满足 lto 随机 微分 方程 (6. 6. 1) 和 初始 条 件 (6. 6. 2) 的 均 方 解 。 

在 介绍 Ito 微分 公式 时 , 曾 提 到 方程 (6. 6. 1) 是 Ito 积分 方程 (6. 6. 3) 形 式 上 的 微分 表示 
式 ,实际 上 并 不 成 立 , 但 仍 这 样 记 的 主要 原因 如 下 

首先 ,从 纯 数学 角度 看 ,无 论 是 普通 微 积 分 ,还 是 均 方 微 积分 ,这 两 种 形式 的 方程 是 等 价 
的 。 因 此 ,方程 (6. 6. 1) 作 为 方程 (6. 6. 3) 的 等 价 形式 符合 人 们 的 习惯 。 其 次 ,在 工程 技术 中 ， 
经 常会 遇 到 一 类 微分 方程 


2 = /XODDHFEXD DWD, eT (6.6.4) 


其 中 W(z) 为 白 噪 声 。 如 例 6. 1. 1 和 例 6. 1. 2 中 的 方程 就 属于 这 一 类 型 。 白 噪声 是 一 种 随机 
过 程 , 它 在 物理 上 是 不 能 实现 的 ,但 是 ,由 于 它 在 数学 上 的 简单 性 ,人 们 常常 用 它 来 作为 许多 物 
理 现象 的 一 种 近似 描述 。 

如 果 没 有 g(X(t) ,1)W(4) 这 一 项 ,方程 (6. 6. 4) 就 可 看 作 是 普通 的 常 微分 方程 。 但 由 于 
外 界 许多 不 可 知 随机 因素 的 影响 , 需 增加 这 一 项 ,于 是 这 种 形式 的 方程 从 应 用 观点 看 也 是 合理 
的 。 又 由 于 Brown 运动 {B(1) ,+ 之 0} 是 正 态 过 程 , 它 的 均值 是 零 , 协 方差 函数 是 Ca(s,1) = 
Cov(B(9,B(D)) 一 At's't0。 由 例 6.3.4 知 ,Brown 运动 是 处 处 均 方 不 可 微 的 ,但 就 它 的 


形式 均 方 导数 B'(z) 而 言 , 仍 有 Ce (5,t) 一 六 Cs (5 二 6(s 一 上)。 当 s 关 4 时 , 它 形式 上 表示 
B'(s) 和 B'(w) 不 相关 ,这 些 正 是 白 噪声 具有 的 特性 。 由 于 B(1) 是正 态 过 程 ,因此 一 般 称 这 种 
随机 过 程 {B'(1) ,t 汪 0) 为 正 态 白 噪声 。 因 此 ， 形式 上 有 2 一 W(i)， 人 0。 这 样 , 积 分 方程 
(6. 6.4) 形 式 上 也 可 以 写成 大 家 所 熟悉 的 微分 方程 (6. 6. 1) 的 形式 。 
6.6.1 解 过 程 的 存在 性 和 惟一 性 


为 了 方便 起 见 , 在 无 特别 声明 的 情况 下 今后 均 假设 过 程 X(:) 和 B(4) 满 足 定理 6. 4, 1 的 所 
有 条 件 ,而且 仅 在 X(0) 和 B(O) 是 一 维 随机 过 程 的 情况 下 ,给 出 Tto 微分 方程 解 的 存在 性 和 惟 
一 性 及 解 过 程 的 一 些 其 他 性 质 , 容 易 把 这 些 结果 推广 到 n 维 方程 组 的 情形 。 下 面 先 举 两 个 lto 
微分 方程 的 例子 。 


例 6.6.1 求 He 微分 方程 dX(1) = 一 卫 X(Ddt 十 X(DOdB(D)，! >> 0 满足 初始 条 件 
X(0)=1 的 特 解 。 
解 令 x(z,O=Inz, 则 由 A 5.4) 有 
一 (1 2 1 
du( X(t) = (x (- X00 )— 也 ZX CD )art RX IB) = 
—dt+i+dB(t) 
积分 并 由 初始 条 件 可 得 In X(D) 一 一 ! 十 B(D) , 即 X(1) 二 exp{ 一 :十 BC))。 


对 例 6.6 1 ,如 果 接 入 生 分 方 各 甫 应 该 有 XCD 一 exp| 一 去 + BC | 。 但 这 个 结果 是 
错 的 ,也 就 是 说 对 Tte 微分 方程 不 能 用 Riemann 积分 的 法 则 来 求解 。 
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例 6.6.2 求解 例 6. 1. 2 的 随机 微分 方程 
和 +RQ'CD+EQCD = GD +aW(D 1>0 
Q(0) = Q,Q'(0O) = 
X! QD) 
解 先 把 二 阶 方程 化 为 方程 组 , 令 X(t) 一 X(t,w) = (x 上 = (co 这 样 ,所 要 求解 的 
二 阶 随 机 微分 方程 就 化 成 如 下 的 二 元 随机 微分 方程 组 


和 
Pe Ex +GD 十 aW(O) 


其 初始 条 件 为 X(0) 一 X, 一 |. 用 矩阵 表示 这 个 方程 组 ,其 形式 上 等 价 于 lto 微分 方程 


0 
H(i) = Tew 


dX(1) = AX(D)dt+ HCD)di+ KdB(t), X(0) = Xo 
0 1 


用 
(a 


dX 
dX: 


其 中 B(1) 是 一 维 Brown 运动 , dX = | 


0 
"| 
L 
为 了 求解 需要 , 先 引进 矩阵 函数 exp{4}。 设 4 是 nn 阶 方 阵 ,定义 exp{4) 为 


a k 
expla) =1 十 忆 告 (6.6.5) 
名 如 


其 中 了 表示 nn 阶 单位 和 矩阵 ,A* 表示 和 矩阵 4 的 次 寡 。 这 个 级 数 对 所 有 的 4 都 是 收敛 的 ,因此 
exp{44 的 定义 是 有 意义 的 。 
邻 yD 二 w(x,t) 二 exp{ 一 4)x, 由 to 微分 公式 (6.5.6), 有 
dY(1) =du(X(1) ,1) = 

(— Aexp{(— AL}X(1) + exp{(— AL}(AX (2) + HOG) DUL 十 

exp{— AL}KdB(t) = 

exp{— AL}H(2) dt + exp{— Ar}KdB(L) 
因此 ,上 述 方程 的 解 可 用 积分 表示 成 

Y(t) =exp{— AL}X(t) = 7 


j= 


二 
工 


xX, 二 | exp{— As}HG5)ds + expt—As} kds) 
. 
或 由 Ito 分 部 积分 公式 (6. 5. 5) ,有 
XC = exp{(AN) Xo + exp{— AM}KBCD + | exp{— As) HS) + AKB Cs) ds) 


定理 6.6.1 设 /(z, 人 和 g(x,1) (rE (一 ,十 2),tET) 是 满足 下 列 条 件 的 实 二 元 
函数 : 

(1) 它们 在 (一 ce ,十 ce)XT 上 连续 , 且 对 于 zxE (一 co ,十 co) 关 于 是 一 致 连续 ， 

(2) 增长 条 件 |f(z,D1?<K?(1+z),|g(z,D)|:<K (+r), 
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(3) Lipschitz 条 件 |fCz2,D 一 f(z1D1S<Kiz—z1|,1g(z0)—g(n,t) lSKIz,—xn|, 其 
中 天 >0 是 有 限 常数 ， 
则 方程 (6. 6. 1) 有 满足 初始 条 件 (6. 6. 2) 的 惟一 均 方 解 。 

与 相应 常 徽 分 方程 解 的 存在 性 和 惟一 性 定理 的 证 明 类 似 , 利 用 逐次 逼近 法 和 定理 6. 4. 2 
等 可 以 证 明 此 定理 ,详细 证 明 过 程 可 参见 参考 文献 [1]。 

对 Ito 随机 微分 方程 ,特别 关心 的 是 求 得 解 过 程 的 显 式 表示 ,因为 从 这 个 显 式 表示 可 以 确 
定 解 过 程 的 统计 特性 。 例 如 ,由 例 6. 6. 1 中 方程 的 均 方 解 的 显 式 表示 , 可 获得 其 概率 密度 函 
数 为 


1 C+ ln zi 
ee 0 时 
px(z) = 47zV5 ?| 2 当 = 之 0 时 


0 当 z 世 0 时 
事实 上 ,当世 0 时 ,由 于 Fx(zx)==P{X(1)<z}=P{exp{ 一 十 B(2)) 志 x}=0, 所 以 
px(z) 二 0。 当 Zz>0 时 ,由 B(1)~N(0,1), 有 


FEx(z) = P{X(t) < zx} = PUB() 入 上 十 ln z} 一 


- 1 (十 ln rz)’ 
两 喘 对 工 求 导 , 有 px(z) 一 二 /exp 二 


然而 ,只 有 对 少数 简单 的 Ito 微分 方程 可 获得 解 的 显 式 表示 ,大 部 分 情况 下 要 做 到 这 一 点 
是 非常 困难 的 ,因而 需要 探寻 能 获得 解 过 程 统计 特性 的 方法 。 为 此 ,需要 lto 微分 方程 解 过 程 


的 如 下 性 质 。 
定理 6.6.2 设 lto 微分 方程 为 dX(t) = /(X(D,Ddt+ gC(X(D),DdB(), 1 € [a,b], 


X(t。) = X。E Ls ,在 满足 定理 6. 6. 1 的 全 部 条 件 下 ,Ito 方程 的 惟一 解 过 程 X(1) 是 Markov 
过 程 。 

证 设 a<w 达 s<t<6b, 只 需 证 明 X(z) 在 X(s) 已 知 时 ,其 条 件 概率 分 布 与 X(w) ,to 人 wu 一 
s 无 关 , 即 


P{X() Sz | Xs = zDD,XW) = zit Su<s)}= 
P{X() < z(t) | X(s) = 区 9)} 
由 积分 的 可 加 性 知 ,可 以 把 方程 (6. 6. 3) 写 成 
(CD) = X(s) + /XW wd + a XdBw 


因此 ,X( 力 只 依赖 于 六 (5) ,{X(v) ,sv<z} 和 {AB(v),s<v<t) ,其 中 AB(v)=B(v+Av) 一 
B(o) 是 B(w) 的 增 操 : 和 i{X( 四 ,sv<} 也 只 依赖 于 XX(s) 和 {AB(v) ,sv<t)。 这 样 当 1>s 
时 ,X() 只 依 凌 5) 和 {AB(v) ,sv<4}。 

类 似 地 ， (ww) 一 x+ /XW sw drt eCXCo dB 可 知 ,XGO ,nu<s) 
只 依赖 了 .。 和 {AB(v),t,<v<s)。 

T 4 于 初 值 X。 与 1B(i) ,:€E [a,6]}) 独 立 及 {B(1) ,iE [a,6]}) 具 有 独立 增 量 ,因而 {AB(v)， 
su) 与 XY,{AB(v) ,to<v<<s) 独 立 。 因 此 ,车 X(s) 已 知 , 当 41>s 时 ,X(1) 与 {1X(w)， 


Sus} 独立 。 证 毕 。 
因为 解 过 程 的 Markov 性 ,存在 研究 Ito 随机 微分 方程 的 解 过 程 的 有 效 数学 工具 ,特别 是 
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当 解 过 程 还 是 扩散 过 程 时 ,就 可 获得 解 过 程 的 转移 概率 密度 所 满足 的 Fokker - Planck 方程 或 
Kolmogorov 方程 。 由 这 些 方程 就 可 以 得 到 解 过 程 的 一 些 统计 特性 ,有 关 这 方面 的 讨论 将 在 
6. 6. 2 中 进行 。 

下 面 给 出 Ito 微分 方程 解 过 程 的 二 阶 矩 的 估计 式 , 这 在 实际 问题 中 非常 有 用 ,详细 证 明 可 
参见 参考 文献 [1]。 

定理 6.6.3 设 Ito 微分 方程 为 dX(1)==f(X(2),t) dt+g(X(2),1)dB(1),t€ [a,b], 
X(h) 一 XoEL:。 在 满足 定理 6. 6. 1 的 全 部 条 件 下 , 则 微分 方程 的 解 过 程 的 二 阶 矩 满足 如 下 
估计 : 

XN 入 (1 十 用 Xe 中 2?)expfCG 一 6))， ee [a,b] 

和 1X(D— Xl < DA+ NX NY) mt)exp{ Ce— 1)}, 1 € [a,b] 
其 中 C=3K? 和 DD 是 常数 , 且 只 依赖 于 K 和 6 一 to。 


6.6.2 解 过 程 的 转移 概率 密度 


由 于 Ito 随机 微分 方程 的 解 过 程 是 Markov 过 程 , 因 此 只 要 知道 其 转移 概率 密度 ,就 可 获 
得 解 过 程 的 统计 规律 。 求 转移 概率 密度 的 方法 有 几 种 , 现 通过 简单 例子 加 以 叙述 。 
考虑 比较 简单 的 Ito 随机 微分 方程 
dX(t) = f(D)di+ g(2)dB(), t 二 0 (6. 6.6) 
初始 条 件 是 X(0) 二 X。，,f(1) 和 g(t) 是 满足 定理 6.6.1 条 件 的 实 函数 。 方 程 的 解 可 用 lto 积分 
表示 为 
XD) = Xo + /as+ | ecsdBes) 


根据 定理 6. 6. 2,X(t) 是 Markov 过 程 。 因 此 ,只 要 求 出 XX(1) 的 转移 概率 密度 p(s,z;4,y) ,就 
完全 确定 了 {X(i) ,二 0} 的 统计 规律 。 


根据 积分 的 可 加 性 ,有 XCD) = XC9 十 | /G0du+ gC)dB(0). 令 0) = eeodao， 
5 之 4 则 对 区 间 [s, 想 任 一 划分 ;=w 过 ww 二 … 达 w=4, 根 据 lto 积分 的 定义 可 知 
于 gD C86) 一 Bw)) 加 和). 由 推论 6.3.4 可 知 革 gu) (BG) 一 BG)) ae 
由 于 Busi) 一 BCu) wi 一 0,1,…,n 一 1 是 相互 独立 的 , 且 服 从 正 态 分 布 ,因此 根据 独立 正太 了 
机 变量 的 线性 组 合 仍 为 正大 随机 变量 ,有 ss(y )(B(u-,) 一 BG)) 是 正 态 及 机 变量 ,这样 它 


的 均 方 极限 $1) = X(D 一 XX(s) —f /oda 也 是 正 态 随机 变量 ,从 而 在 给 定 X(s) ==z 的 条 件 
下 ,X(0 的 条 件 概率 密度 , 即 转移 概率 密度 P(s,zit,y) 为 


1 _ OQ)’ 
da 


pls,r;t,y) = 
其 中 p=E(XC)IX(5)=z) ,=Var(X(D) |X(s)=z). 
下 面 求 p 和 o*。 由 推论 6. 4. 1 可 得 E(&(1)) 一 E(| ecodBco)= 0 及 Var(&(1)) = 


E(f seodBco) = [ecode- 因 此 we = ECXO | X() 四 一 = + [far = 
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Var(XCD 1XCG) = z) = E(| gcodBGe)) = | ecodv。 故 解 过 程 的 转移 概率 密度 为 


: 3 上 | 


. . 
psx = (2 g* (dn) exp - 
2 g* Cdu 


对 任意 给 定 1,&(s) 的 正 态 性 也 可 以 用 特征 函数 法 进行 证 明 , 具 体 过 程 如 下 。 由 于 
je 
$elts0) = ECexp{ivé(D))) = E(exp{ivli.mD) gCu) Blu) — Blu)))) 
0 4-0 
根据 定理 6. 3. 9 之 (3) 和 Brown 运动 的 独立 增 量 性 ,有 


本 
belt,0) =limE(exp{iv 2) gCu) Blu) — BCu))) )= 
A k=0 


i 
lim [T ECexp{livg Cu) (Bu) — Bu)))}) 
S00 a 
又 由 于 BCwrs) 一 B(w)~N(0,w-i 一 wu), 那 么 它 的 特征 函数 为 E(exp{iw(B(w) 一 
BCu)))) = exp(— 吉 wr Cn 一 以))。 因此 有 


(10) =lim exp (~ vg ud Gum — = 
i 
limexp{— Br De Cun -w= 
a 
ep 人- bm = 
人 
exp(— 诗 v | er dau) 
这 正 是 数学 期 望 为 0, 方差 为 eeou 的 正 态 随机 变量 的 特征 函数 ,因此 &(1) 服 从 正 态 分 
布 , 且 
ECeCO) = E(fg (dB )= 0, varleo) = farau 


再 由 解 过 程 的 表达 式 ,可 获得 转移 概率 密度 。 
当 s<t 时 ,可 以 验证 过 程 (X(4) ,>0) 的 转移 概率 密度 PCr,ziz,y) 满 足 偏 和 分 方程 22 


a 
Fe) EB/ PY Ys ps ity) = By — zx), 
y 9y 


由 定理 6. 2. 4 知 ,这 恰好 是 扩散 过 程 的 转移 概率 密度 满足 的 Fokker-PLanck 方程 。 因 此 ， 
只 要 知道 偏 移 系数 <(z,z) 和 扩散 系数 6(t,z), 就 可 以 通过 求解 Fokker-Planck 方程 或 
Kolmogorov 方 程 获得 Ito 方程 (6. 6. 6) 的 解 过 程 的 转换 概率 密度 。 这 就 为 研究 Ito 方程 解 过 
程 的 统计 规律 提供 了 一 种 有 效 的 方法 。 

对 一 般 的 Ito 随机 微分 方程 dX(z) 一 JX(Dt)dt 十 gE(CXCGD),z)dB(GD)， 可 以 证 明 /zt 
和 8(ZX,t) 满 足 一 定 条 件 时 , 解 过 程 是 扩散 过 程 , 且 转 移 概 率 密度 满足 Forkker-Planck 方程 ,可 
参见 参考 文献 [8]。 所 以 问题 的 关键 转化 为 给 定 Ito 微分 方程 时 ,如 何 求 出 偏 移 系数 a(1,z) 和 
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扩散 系数 6(z,z) ,以 确定 转移 概率 密度 满足 的 Fokker-Planck 方程 。 求 偏 移 系 数 和 扩散 系数 
的 方法 有 条 件 特征 函数 法 或 直接 平均 的 方法 "等 。 在 此 ,利用 判断 过 程 是 否 满足 扩散 过 程 的 
条 件 (1" ) 和 (2 ) 求 出 。 

因为 


不 ECXG 十 月 一 XCD |X = 7) = 
站 ECXC 二 月 一 1XCD) = 7) = 
| EX | XD = z)ds = 
EXEt tt) | XD = md 
而 lim] EGGXG+w) wt 十 二) | X(D) = z)ds = 
[Ex | X00) = 1ds = f(r) 


所 以 ,有 lim TECXCG+h) 一 X(G) | X(G) = z) = (zt)， 即 a(t,z)= (zt) 为 要 求 的 偏 移 
系数 。 
其 次 , 令 内 z) 一 巡 , 由 Ito 微分 公式 有 
E((X(t+h)—X(2)) | X() = 7z)= 
E(X:(t+h) | X(2) = 17)— zx —2rE(X(+h) —r| X(D) 一 z) 一 


Er Ah 
E([ “2X fCXCS) 1s) +g: (XCs) ,5s))ds+ 『 2X(sS)g(X(s) ,5)dB(s) ) 一 


2xf (x,Dh+o(h) 
因此 ,有 


lim LECCXG+D — XY | XW = x) = 


押 | 2ECXG+gDACXG 二 mi， 十 风 十 本 (Xe 十 古寺 而 45 一 2z7(z 一 
oo 


grt) 
即 5b(t,z) 二 g*(zx,1) 为 扩散 系数 。 这 样 ,对 应 于 lto 绿色 友和 的 Fokker-Planck 方程 为 
是 Crzito) = 一世 cooppGm t, ,二 二 六 必 (ypls,rit,y)) (6.6.7) 
其 中 > 入 率 密 证 的 初始 条 作为 rnp avriry) 二 80 。 


然而 ,由 一 般 的 Ito 随机 微分 方程 得 到 的 Fokker-Planck 方程 的 求解 是 非常 困难 的 ,但 对 
线性 常 系数 的 情况 ,Fokker-Planck 方程 可 用 通常 的 分 离 变 量 法 求解 ,或 用 Fourier 变换 法 。 
尤其 是 对 多 维 FokkerPianck 方程 ,有 效 的 方法 是 先 把 抛物 型 方程 转化 为 一 阶 线性 偏 微分 方 
程 。 然 后 ,求解 一 阶 线性 偏 微分 方程 获得 转移 概率 密度 ps,zi,t,y) 相 应 的 条 件 特征 函数 
%(s,zit,2)。 下面 举例 仅 说 明 用 Fourier 变换 方法 求解 一 阶 线性 偏 微分 方程 。 

例 6.6.3 考虑 著名 的 Langevin 方程 

dX(1) =— BX (dt+ dB(), X(0) 一 Xo,t 二 0 
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这 时 ,Fokker-Planck 方程 为 
2 
3p 11) 一 8 呈 (psuzii))+ 吉 3 p05) 
要 求 它 的 解 满足 条 件 lim p(s,zx;t,y) = 6(y 一 xz) 和 边界 条 件 lim p(s,rx;t,y) 一 0。 考虑 转移 
概率 密度 p(s,x;t,y) 的 Fourier 变换 得 到 的 条 件 特 征 函 数 $iyu | yz) = 
站 stioyalvzieaody。 


容易 证 明 Fokker-Planck 方程 的 Fourier 变换 导出 的 条 件 特征 函数 %t,zls,z) 所 满足 的 


- 阶 偏 微 分 方程 为 强 一 一 Bu 味 一 二 wi$。 它 可 以 化 为 党 微分 方程 组 生 一 器 =- 晤 ， 对 方 


Bu 
2 有 uexp{ 一 Bt) 二 (常数 ) ,或 4=ct exp{Bt)。 代 入 方程 组 的 第 二 个 等 式 ,有 


= 


2 积分 后 ， 有 In(c 凡 = 一 条 xpt280) 一 一 入 或 &xp{ 蜀 |=c。 所 以 ， 
衣 人 人 克 一 般 解 为 

$i | svz) = Wuexp{ 一 BeDexp| 一 各 | 
其 中 为 任意 函数 。 代 入 初始 条 件 , 可 得 $5,uls,z) 二 expfiuz) 。 因 此 ,函数 必 取 形式 J(4) 
=exp|ivz+ 鸭 | 。 故 条 件 特征 函数 为 


$esu | syz) 一 exp 人 ie exp{—Bt) 一 gr 一 exp{ 一 28c) | 
从 #4ouls,z) 的 表达 式 可 以 看 出 它 恰 是 正 态 分 布 的 特征 函数 ,因此 转移 概率 密度 p(s,z;1， >») 


exp (一 人 给 | ,其 中 均值 人 和 分 别 为 k=z exp {一 &}， ,1 


为 pete 一遍 ; 
exp{ —2Bt})。 
6.6.3 解 过 程 的 纸 


解 过 程 的 矩 是 解 过 程 的 重要 性 质 , 在 许多 情况 下 仅 能 获得 解 过 程 的 矩 或 只 要 知道 解 过 程 
的 矩 即 可 ,特别 是 解 过 程 的 均值 函数 和 相关 函数 。 

转移 概率 密度 所 满足 的 Fokker-Planck 方程 可 用 于 确定 解 过 程 的 矩 满足 的 微分 方程 组 。 
但 这 个 方程 组 有 无 穷 多 个 方程 ,不 能 构成 一 个 闭合 方程 组 ,使 得 方程 组 的 求解 变 得 很 困难 。 为 
了 使 矩 方程 组 变 成 闭合 的 ,需要 选择 一 些 截断 方案 。 由 于 这 些 方案 选择 的 不 确定 性 以 及 缺乏 
严密 的 数学 根据 ,不 再 详 述 ,有 兴趣 的 读者 可 参见 参考 文献 [1]。 下 面 仅 举例 说 明 如 何 从 解 过 
程 的 显 式 表示 求 均值 函数 和 相关 函数 。 

例 6.6.4 考虑 Langevin 方程 dX(D) 一 一 BAX(Ddt 十 dB(D) ,>0, 其 中 B>0, 初 始 条 件 为 
(0) 一 X。,Xo 与 B(t) 独 立 。 这 个 方程 惟一 的 均 方 解 可 表示 为 


XC) = exp(— Pe} Xo + | exp{— Bet — 5))dB(s) 


由 推论 6.4.1, 有 E(| exp{— A 一 5)}dB(s) )=0。 所 以 当 X。EL; 时 ,均值 函数 为 ECX(1)) 二 
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exp{—Bt}E(X,).。 
下 面 求 X(t) 的 协 方差 。 由 于 


X(t) — EC(X(t)) = exp{— Pi} (Xo — EC(Xo)) + ep —u)}dB(u) 
X(5) 一 下 (X(s)) = exp{—Bs} (Xo — E(Xo)) +[ ep 一 Bls— v)}dB(v) 


所 以 
EC((X(s) — E(X(s))) (X(t — E(X(2)))) = 


exp{—Plt+5)) (EC(X, — ECXo)): +E( (Xo — ECX | exp{Bu}dB(w )+ 
E(CX — ECXs exptBu) dB )+ E(] exptpojdBCo| exptpul dB )) 
又 由 于 X。 一 E(X。) 与 dB (1) 独立 ,因而 E((X。 一 ECXo))| exp{Bu)dBow) ) 三 0。 同 理 


E((X, — ECXa) | exptpojdB(w)= 0。 
当 上 >>* 时 ,由 B01) 的 独立 增 量 性 及 推论 6. 4. 1, 有 
E(Jexp{Bv}dB(w | exp{pu} dB )= 


下 (| exp{B}dB(w) +E(| exp{Bu}dBCw) | exp{pu} dB )= 
J expt28v)ds = 


吉 (exp{28s} —D 
同 理 , 当 1<s 时 ,有 
下 (| exp{pu)dBcw | exp{pu)dB(w) )= Brexp{28r) 一 1) 
所 以 
下 (| exp{pv}dB(w | exptBu) dB )= Hcexp{28s A st) —1) 


28 
故 X(4) 协 方差 函数 为 
Cls1t) =E(X(s) —E(X(O) (XW) — EC(X())) = 


exp{ 一 Bt 十 四) (成 十 (ep{28 AW—D) 


6.7 随机 微分 方程 的 一 些 应 用 
本 节 讨论 to 随机 微分 方程 的 两 个 简单 应 用 ,有 关 它 在 控制 论 .滤波 和 通信 理论 等 方面 的 
应 用 可 参见 文献 [1,11,12]。 
例 6.7.1 求解 例 6. 1. 1 的 种 群 数量 增长 模型 sy =aCD)N(DO，N(O) = Ni ,其 中 
ab 一 r(0 十 asW(O,W(b 是 白 噪 声 ,x 是 常数 。 
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解 ” 种 群 数量 增长 模型 等 价 于 Ito 微分 方程 dN(t)=r(DN(2)dt+aN(t)dB(z), N(0)= 
N。。 为 了 简单 起 见 , 设 r(1) 二 =r,r 是 常数 ,并 令 x(z, 纪 一 Inzr,z>0。 由 Ito 微分 公式 (6. 5. 4) 
可 得 


et 2 一 一 一 一 
dln NCD) = (NrN(D -3 本 MN Wut joN (DdB(e) 
(r= )dr+adB) 


积分 并 由 初始 条 件 可 得 32 = (一 各) + aB Co， 或 N (2) 


I 


Noexp| (3 ) +eB(e) |, 即 为 所 求 的 种 群 数量 过 程 。 

下 面 求解 过 程 N (4) 的 均值 由 于 N。 与 B(i) 独立 ,因而 下 CN(t)) 
exp|( 一 过 2) )jECN?ECexpteB(o)。 故 只 要 求 得 EC(exp{faB(t)})) 即 可 。 为 此 , 令 Y(i) = 
exp{aB(1)) ,根据 Ito 微分 公式 (6. 5.4) 有 

d()= eexp{aB Dd +aexp{aB(1)}dB(i) 
或 等 价 的 Tto 积分 方程 
YD) =Y, + exp(aB Gs)ds + of exp{aBCs))dBcs) 


Yo+ de] Yds+e ‘Y(s)dBs) 
5 R 
由 推论 6.4.1 可 知己 (| Yo)dBCs)) = 0, 所 以 有 
ECY(D)) = E(Y,) 十 3 E(Y(s))ds 
, 

两 边 对 1 求 导 可 得 

Fa) = Fe EC)) 
这 是 均值 函数 E(Y(1)) 满 足 的 常 微分 方程 ,其 满足 初始 条 件 EE(Y,) 二 1 解 为 E(Y(1)) 二 
ep 人 (2 中 因此 , 解 过 程 {NGz) ,1 宇 0) 的 均值 函数 为 

ECN(OD)) = ECNs)expfrt} 
由 ECN(4)) 的 表达 式 可 知 ,种 群 数量 的 平均 值 是 以 指数 形式 变化 , 即 当 增长 率 >0, 且 
人 一 十 oo 时 ,ECN(D)) 一 十 coi 而 当 增长 率 ~<0, 且 二 -十 co 时 ,ECNCD))-=0。 

最 后 讨论 当 上 十 cc 时 , 解 过 程 N(z) 的 收敛 性 。 对 Brown 运动 ， 有 P{max 1B(W | > 0 一 


2P{1 B(2) |> 分。 有 关 这 个 等 式 的 证 明 可 参见 参考 文献 [13]。 由 于 BO 一 No,， 因而 对 任 
何 有 限 常数 c>0, 有 
Ptmax | B(D) |> a}=2P{| B() |> «a} = 


a A exp (一 备 }au 


324 现代 数学 基础 


ei PA 
a 
4(1— BD) 

其 中 @(z) 表 示 标 准 正 态 分 布 的 分 布 函数 。 由 $B( 十 吕 ) ==1 可 知 , 当 t 一 十 吕 时 ,有 


P{max| B(1) 1> ct} 一 0, 对 所 有 的 c>0 都 成 立 。 因 此 ,如 果 < 二 , 则 当 t 一 十 co,NCD) 
几乎 必然 收敛 于 零 ; 如 果 > 于 叶 , 则 当 二 十 co,N(D 几 乎 必然 收敛 于 无 穷 。 


从 上 述 讨论 可 知 , 当 增长 率 ">0, 且 :一 十 oo 时 ,ECN(4)) 一 十 oo 或 当 7>> 雪 ,上 且 1 十 oo 


时 ,N(D) 几 乎 必然 收银 于 无 穷 。 这 与 客观 现实 不 符 ,其 主要 原因 是 模型 未 能 考虑 “密度 制约 ” 
因素 。 因 为 现实 环境 对 无 论 哪 种 种 群 都 有 一 个 容纳 度 , 这 由 资源 的 丰富 程度 确定 。 种 群生 活 
在 一 定 的 环境 中 ,在 资源 给 定 的 情况 下 ,个 体 数 目 越 多 ,每 一 个 体 所 获得 的 资源 就 越 少 ,这 将 抑 
制 个 体 的 生育 率 ,而 增加 了 死亡 率 。 因 此 ,可 考虑 类 似 于 Verhulst 提出 的 Logistic 模型 


2 =a(WNG (1— Me), N(0) = No 


其 中 是 种 群生 存 的 环境 对 该 种 群 的 最 大 容纳 量 , 称 为 环境 容纳 量 。 有 关 这 个 方程 解 过 程 的 
讨论 略 去 。 

例 6.7.2 参考 文献 [14] 研 究 了 随机 激发 过 程 对 地 极 移动 (Chandler 摆动 ) 作 用 。 长 期 的 
观察 证 实 , 地 球 自转 轴 的 位 置 相对 于 地 球 本 体 并 非 固定 不 变 ,极点 (北极 或 南极 ) 在 地 球 表面 作 
随机 标 移 ,构成 所 谓 “ 地 极 移动 "” 大 致 地 可 将 它 分 解 为 三 种 分 量 : 长 期 极 移 、 周 年 分 量 与 
Chandler 摆动 。 在 这 里 地 极 移动 主要 是 指 Chandler 摆动 。 参 考 文献 [15] 提 出 了 Chandler 摆 
动 所 满足 的 随机 微分 方程 组 , 它 是 二 维 线性 Ito 微分 方程 组 。 

以 (X:(0,Xs:(2) 表 示 上 时刻 地 极 的 坐标 ,地 极 作 Chandler 摆动 的 方程 为 

dX1(t) =— AX1 (2) dt — wX,(t) dt + adB, (1) 

dX2(1) = wX (2) dt —AX, (1) dt + adB, (1) 
其 中 Bi(t) 和 B,(t) 是 时 间 4 的 随机 过 程 , 称 为 激发 函数 。 假 定 B,(t) 和 B, (1) 是 相互 独立 的 
Brown 运动 ,a>0 是 常数 , 它 表 示 激 发 的 强度 ,w 是 Chandler 摆动 的 角速度 ,而 ) 为 阻尼 系数 。 


Ss 0 
令 XD)= XD , Xe))T, BD)=(B(0),B(0)7 ,4=( , 2)'D=(0 。)' 则 方 


—A 0 
程 组 可 用 和 抢 阵 表示 为 


dX(1) = 4X(t)dt 十 DdB(CD) (6.7.1) 
它 是 二 维 常 系数 线性 Ito 随机 微分 方程 组 。 为 求解 此 方程 , 需 先 给 出 初始 条 件 
X10) = Xo 一 (Xio,Xao) (6.7.2) 


其 中 ,4 是 起 始 时 间 ,X。 是 已 知 的 二 维 随机 向 量 。 假 定 X, 与 B(D) 一 BC)(Coss<0) 独 立 。 若 
令 y(D)=u(x,t) 二 exp{ 一 41)x, 由 -Ito 微分 公式 (6.5.6), 有 
dyY (1) =du(X(1) ,2) = 
(— Aexp{— At}X(1) +exp{— At}AX(1)) dt + exp{— At}DdB() = 
exp{— At} DdB() 
则 方程 组 (6. 7. 1) 满 足 初始 条 件 惟一 的 解 为 
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XCD) = exp{A(t —4)} (Xo + exp{—A(s—)}DdB(s) ) (6.7.3) 
a _ (一 入 = = Ql 令 
为 了 讨论 解 的 性 质 , 需 要 求 出 exp{ 妈 }。 由 于 Ai-( _，  )=-M+et(， 。) 


0 


a=() 


下 exp{AL} 的 定义 式 (6. 6. 5) ,有 


exp{ hr) = exp{— NT)explos) = expl—X) (1+ DD eH) 
但 容易 看 出 , 当 n=0,1,2,… 时 ,有 H”=1,H”"'=H,H""?= 一 1,H”""! 二 一 H, 所 以 


(wi)™” (wT wm wi) Ry 
opt -exp 全 D(A tt ta Tt)= 


2 
DC D0 wi) 


Ed 2m C2nt+ DT! 
exp 人 (一双 } 加 Dr I ( )2 一 
Cl) i Cu) 
ere pk D" 0an)1 
cos wt 一 sin wt 
exp 人 (二 wi coswt ) 
由 上 式 可 得 下 列 各 式 


tsinwt 
exp147t) = (exp{A1})T = exp( 一 2 et a ) 
一 sin wt coswt 
exp{(4 十 47)t} = exp{— 2X1) = exp{— 2X}1 
in wt 
人 = expt ( cos wt sinwi ) 


—sinwt coswt 


将 这 些 结果 代入 式 (6.7. 3) ,可 得 微分 方程 组 (6. 7. 1) 满 足 初始 条 件 (6. 7. 2) 的 解 为 
X(t) 一 exp{ 一 人 (t 一 如)) (Xiocos w(t — 4) —X aosin wt—t)) + 


of exp{—a4 —D) Ceos ols — 5)dB, Cs) — sin wt— s)dB,(s)) 
和 
X21) 一 exp{ 一 At 一 te)} (Xiosin wo(t 一 如 ) 十 Xeocos wt —1,)) 十 
中 exp{ 一 Mt 一 9)Gsin w(t — 5)dBiCs) 十 cos wo(t 一 sdB(Cs)) 
% 


根据 解 过 程 的 表达 式 ,就 可 以 讨论 解 过 程 的 一 些 性 质 。 
(1) 解 (6.7. 3) 由 两 部 分 组 成 ,第 一 部 分 exp{4(t 一 ba) }Xo 是 由 初 值 X。 所 引起 的 , 当 !->co 


时 , 它 以 指数 型 地 趋 于 0, 即 X 的 影响 逐渐 消失 ;第 二 部 分 exp{A(t 一 名 中 expt— A 一 


如 )}DdB(s) 是 由 [za ,如 上 的 Brown 运动 B(t) 所 激励 而 产生 的 。 由 于 X 与 B(D) 一 B(5) (to 之 
5<) 独 立 , 故 解 的 这 两 部 分 也 是 相互 独立 的 。 

(2) 由 于 方程 组 (6. 7. 1) 是 常 系数 线性 方程 组 , 它 的 解 只 依赖 于 t=。 的 位 置 X ,而 不 依 
赖 于 时 刻 以 前 地 极 的 位 置 。 因 而 地 极 的 Chandler 摆动 模型 是 无 后 效 性 的 , 即 X(i) 是 二 维 
齐 次 Markov 过 程 。 这 个 结论 也 可 以 从 定理 6. 6. 2 得 出 。 

(3) 车 取 X 有 二 维 正 态 分 布 , 或 取 X。 为 非 随机 的 二 维 常数 向 量 (可 视 X 为 有 退化 的 二 
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维 正 态 分 布 ), 则 解 的 第 一 部 分 是 正 态 分 布 。 由 于 B(z) 一 B(s) (i。 志 s<t) 服 从 正 态 分布 , 作 为 
它们 的 线性 组 合 的 极限 ,第 二 部 分 也 服从 正 态 分 布 。 由 于 解 的 两 部 分 相互 独立 ,故此 时 解 
X(#) 也 服从 正 态 分 布 。 此 过 程 的 分 布 显 然 依 赖 于 X。 的 分 布 。 下 面 指出 应 如 何 合理 地 选取 X。 
的 分 布 。 
(4) X(#) 的 转移 概率 分 布 。 设 t= 二 0,X(0) 二 x。 是 常数 向 量 。 在 此 条 件 下 ,由 式 (6. 7. 3) 
知 ,X(z) 可 表示 为 
X(t) = exp{At) (x + | exp{—As}DdBs) ) (6.7.4) 
为 求 出 X(t) 的 分 布 , 只 要 求 出 数学 期 望 和 协 方差 矩阵 即 可 。 由 推论 6.4. 1 和 上 式 ,可 得 
ECGX(D)) 一 exp 人 ja 
或 ECXI(D) = cy (zcos ol 一 zsin ut)， ECX:(D) = ex (zisin of 十 zacos wt) 
且 ECCXKCD 一 ECXCD))CXCOD 一 ECX(D))T) = 


E(f pt 一 AG 一 2)pdBco(| ep 一 Ac 一 Dipdscy) )= 
E(J expt(A+4DG4 一 5)Dprds)- 


«exp(— 24(t— 1}ds = op- 2 — ds 1 = 
| (6.7.5) 
故 自 mo 一 (zioyzao)7 出 发 ,经 时 间 1 后 ,地 极 转移 到 点 (y,,y,) 附 近 的 转移 概率 密度 为 


户 (0，zioyzzooityyi yyz) 一 


= 
Rr ep ar em —e* (zicos wt — zasin wot))2 十 


(yz — EY (ziosin wt 十 zzocos wt))2)》 (6.7.6) 
ea 
从 XX(z) 的 两 个 分 量 来 看 VarCX(t)) 二 Var( X(t))=a? 二 一. 而 Xi, (0 与 X:(oO 的 相 


关系 数 等 于 0, 故 在 Xi 一 Ti， Xo 二 zw 的 条 件 下 ,两 个 分 量 Xi (z) 与 X,(1) 在 同一 +t 时刻 上 是 
相互 独立 的 。 
(5) 在 式 (6.7.6) 中 , 令 1->o0, 得 

2 +23) 
右 方 与 起 点 (zievzz ) 无 关 ,这 说 明 Chandler 摆动 模型 具有 遍历 性 ; 当 tco 时 , 它 来 到 (yi ,yz) 
附近 的 概率 ,与 开始 时 从 那 一 点 出 发 是 无 关 的 。 在 工程 技术 中 , 当 Markov 过 程 的 极限 分 布 存 
在 时 , 它 的 遍历 性 表示 一 个 系统 经 过 相当 长 的 时 间 以 后 达到 平稳 状态 ,此 时 系统 各 状态 的 概率 
分 布 称 为 平稳 分 布 , 它 既 不 随时 间 而 变 ,也 不 依赖 于 初始 状态 。 从 式 (6.7. 7) 中 的 极限 分 布 可 


知 , 平 稳 分 布 是 均值 为 0, 协 方差 矩阵 为 55! 的 二 维 正 态 分 布 , 即 为 N({o,8)， 
《6) 由 于 地 极 移动 已 进行 了 漫长 的 时 间 , 故 可 认为 已 到 达 此 平稳 分 布 状态 。 因 此 ,为 研究 
今后 地 极 的 移动 ,可 合理 地 取 X(O) 的 初始 分 布 为 (9, 各 1 )。 


lim p(0szn ,x034y sy:) = 总 om 全 (6.7.7) 
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今 证 明 : 如 设 X~N (0 ) , 且 庆 与 B(D) 一 B(s)(0<<s<1) 独 立 , 则 Chandler 摆动 模型 


的 解 过 程 是 平稳 过 程 。 称 二 阶 矩 过 程 {X(i),tETI} 为 平稳 过 程 ,如 果 它 满足 如 下 两 个 条 件 : 
(1) 对 任意 的 :ET,mx(t) 二 E(X(4)) 是 常数 ;(2) 对 任意 的 stE T,Rx(i,t) 一 下 (XC)X(D)T) 一 
Rx(t 一 s)。 为 此 ,只 要 证 明 X(4) 的 均值 函数 mx(z) 和 相关 函数 矩阵 Rx (t,t 十 7) 与 1 无关 。 事 
实 上 ,由 式 (6.7.3) 得 E(X(1))=e*E(X,)==0。 


其 次 ,对 5>0, 由 式 (6.7.3) 得 X(t 二 DD 二 er (XCO 十 exp( 一 AG 一 D)pdB(s) )， 因 此 
ECXCOXGE+ DT) =ECXCOXCO e+ 
E(x (eexp(—AGs—D}pdB()) ) 
但 XG) 与 六 eof- 4(s 一 DDdB(s) 独立 ， 而 且 由 推论 6.4.1 知 
wh 
E([ exp(—Als—D}DdB(s)) =0, 故 


ECXCD)X(CE 二 rzDT) = ECXCOX() Te 
下 面 求 E(X(1)X()")。 由 式 (6. 7.3) 得 


ECX(OX()') = 
E((exo + hexpt—AGs—D}DdB()) (ex, + pt 一 Ac 一 DipdBco) )= 
四 
E+E +E+E, (6.7.8) 
其 中 
E, =E((e*Xo) (eX)T) = erE(XoXI er = 
PE 
le = el 


已 =E((exo) (J exp{—Ads —0)DdBcs)) )= 


ECXYE(| exp{—AGs—0)DdB()) =0 
这 可 由 X 与 B(1) 一 B(s)(0<<s<t) 独 立 ,及 E(X,) 二 0 得 到 ; 同 理 
已 =E((| exp(—AGs—)}DdB()) ex)')=0 


B=E(J exp( 一 AG 一 DjpdBco(| exp( 一 Ac 一 DipdBCo) )= 


1 一 er 
一 人 


由 式 (6.7. 5) 知 上 式 成 立 。 将 ,Es,E, 及 E, 的 值 代 人 式 (6. 7.8) 可 得 ECXCDXCDT7) 一 全 
这 样 ,对 r>0, 有 
E(X(DX(t+ 7)T™) =E(X(DX() Te = ar 


2A 
两 边 取 转 置 矩 阵 , 得 


( cos wr sin 3 


一 sin wr coswr 
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cos wr 一 sin wr 


ECcc+DXCOD 一 中 ee 人 )= EXOxa 0) 


综合 此 二 式 知 ,不 论 r 的 正 负 , 恒 有 
a ,1 coswr sinwr 
ECX(XG+ DT) = Ke ( ) 


右 端 与 + 无 关 , 故 {X(z) ,t 宇 0) 是 平稳 过 程 。 

此 外 ,参考 文献 [14] 在 研究 相关 函数 后 ,获得 了 X(t) 的 两 坐标 之 间 的 关系 ,例如 强 相关 性 
或 独立 性 。 最 后 得 到 了 地 极 移动 模型 X() 的 最 佳 预测 公式 和 预测 误差 。 

在 应 用 中 ,除了 讨论 解 过 程 的 统计 特性 外 ,有 时 可 能 需要 讨论 与 解 过 程 有 关 的 某 种 随机 变 
量 的 性 质 。 例 如 在 工程 和 生物 系统 的 某 种 事故 的 研究 中 ,重要 的 是 研究 表示 解 过 程 在 一 给 定 
时 间 区 间 上 跨越 的 数目 的 随机 变量 的 性 质 , 这 个 问题 称 为 跨越 门槛 问题 ;其 他 有 重要 价值 的 问 
题 还 有 极 值 的 性 质 , 零 点 间 的 区 间 长 度 , 初 次 到 达 零 点 的 时 间 等 。 在 这 些 方面 的 研究 已 经 取得 
了 较 大 的 进展 ,详细 介绍 可 参见 参考 文献 [1] 。 


sin wr coswr 


一 sin wr coswr 


习 题 


1. 设 X 是 概率 空间 (Q,9,P) 上 的 随机 变量 ,证 明 : X-'(3) 二 {X-!'(B):BE 38} 是 的 子 
5 代数 。 

2, 证 明 扩散 过 程 定义 中 条 件 (1" ) 和 (2" ) 蕴 涵 条 件 (1) 和 (2)。 

3. 证 明 Brown 运动 {B(z) ,ztE [0,6)) 是 Markov 过 程 。 

4. 证 明 Brown 运动 {B(1) ,1E [0,6)) 是 正 态 过 程 。 


5. 设 {B8(4),tE[0,6)) 是 n 维 Brown 运动 ,4 二 (as) 是 正 交 和 矩阵 , 令 W(t) = Fa,B,cw, 
证 明 : W=={W(4) ,iE[0,5)) 是 维 Brown 运动 。 
6. 设 {X,1n 之 1} 是 相互 独立 的 离 艇 随机 变量 序列 , 且 PtX, 一 1) 一 二 ,P(X, 一 0) =1 一 二 。 


证 明 : {X,} 均 方 收敛 于 零 , 但 不 几乎 确定 收敛 于 零 。 

7. 设 {(X(DvzE [a,6]) 是 均 方 可 微 的 随机 过 程 。 函数 f(z) 在 区 间 [a, 势 上 连续 。 证 明 ， 
过 程 {F(O)X(DzE [a,5]) 在 区 间 [a,6] 上 均 方 连 续 。 

8. 设 随机 过 程 {(X(1) ,+E T} 的 定义 为 X(t) 二 Yt? ,其 中 YEL;, 且 E(Y)=0,Var(Y)=0。 
试 证 明 X(z) 在 T 上 是 处 处 可 微 的 ,并 求 X'(z) 的 均值 函数 和 相关 函数 ， 

9. 证 明定 理 6. 3. 14 的 前 两 个 结论 。 

10. 证 明 推论 6. 4. 1。 


1. 设 实 函数 4() 在 [ab 上 具有 连续 导数 ,证 明 | AcDdB(D) = Ac)B(D| 一 


[oaeodr， 并 求 积分 的 概率 密度 。 


12. 设 n 维 Ito 微分 方程 为 dX(1) = (AX(1) 十 fF(GtD))dt 十 C(D)dB(D) ,zt 过 0, 其 中 4 是 m 阶 
常数 矩阵 ,7(z) 是 二 维 实 向 量 函数 ,G() 是 nx m 实 和 矩阵 函数 , 且 它 们 是 连续 的 ,{B(1),t 之 0} 
是 六 维 Brown 运动, 证明: 方程 满足 初始 条 件 X(to) = X, 的 均 方 解 为 X(t) = exp{AGt 一 10)) 
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Xo + exp{A(1 一 5)}(f(s)ds 十 G(s)dB(s)), 并 求 X(1) 的 数学 期 望 。 


13. 设 lto 微分 方程 为 4X(1) 二 X(2) (f(D)dt 十 g(t)dB(z)),t>>0, 其 中 /和 g 是 不 依赖 于 
名 的 连续 函数 ,证 明 方程 满足 初始 条 件 X(0) 一 X。 的 均 方 解 为 


XCD = Xexp 人 (7 -2)e+f ecoaae} 
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Lebesgue 可 积 函数 等 距 一 equidistant~ 2.4.4 
Lebesgue integrable function 2.1.1 。 图 像 graph 2.2.4 
Lebesgue 可 测 函 数 微分 differential 2.4.2 
Lebesgue measurable function 一 中 值 公式 ”一 mean value formula 2.4.2 
[六 F-~ F-~ 2.4.2 
连续 可 微 continuously differentiable 2.4.2 G-~ G-~ 2.4.2 
连续 谱 continuous spectrum 2.2.7 ”线性 泛 函 linear functional a 
连通 分 支 connected component 2.5.1 有 界 一 bounded~ 2.2.2,2.2.4 
列 紧 集 sequentially compact set 2.1.5 压缩 映射 原理 principle OE compress mapping 
Newton-Leibniz 公式 有 
Newton-Leibniz formula 。 2.4.3 一 致 收敛 uniformly convergent 2.1.4 
Parseval 公式 。 Parseval formula 2.3.3 一 连续 一 contineous 到 卫衣 
谱 spectrum 2.2.7,2.3.4 一 有 界 性 。 uniform boundness 2.2.4 
谱 点 spectral point 2.2.7 有 界 集 bounded set Rl 
谱 半 径 spectral radius 2.2.7,2.3.4 有限 e- 网 limited e ~ net 2.1.5 
全 连续 场 completely continuous field 2.5.2 映射 mapping [ ， 
全 有 界 completely bounded 2.1.5 闭 ~ closed~ 2.5.2 
剩余 谱 residual spectrum 2.2.7 开 ~ open~ 2.2.4 
疏 朗 集 nowhere dense set 2.2.4 同 胚 一 homeomorphic mapping 2.4.5 
算 子 operator 连续 一 continuous~ 2.1.3,2.5.2 
闭 ~ closed~ 便 等 ~ identity~ 2.5.2 
常 一 constant~ 余 集 remainder set 2.1.2 
共 纯 ~ dual~ 2. 2.5,2.3 预 解 式 resolvent 27 
自 共 轩 一 self-dual~ 原 像 inverse image 2.1.3 
便 等 ~ identity~ 正 交 补 orthogonal supplement 入 
逆 ~ inverse~ 正 交 向 量 orthogonal vector 2.3.2 
全 连续 一 completely continuous 一 正则 值 ( 集 ) 。 regular value (set) 2.2.7 
2.2.6,2.4.1 值 域 range 2.2.2 
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指数 公式 index formula 2.5.1 ”Zorn 引 理 Zorn lemma 2.3.3 
逐 点 有 界 bound ness in point by point 2.2.4 
逐 点 收 全 性。 convergence in point by point 
2.2.4 
第 三 章 
闭 形式 closed form 3.2.4 一 上 的 积分 “integral on a 一 3.3.2 
边界 boundary 3.3.3 ”Morse 函数 Morse function 3.4.2 
标准 形 normal form 3.4.2 Morse 引 理 。 Morse lemma 和 到 
带 边区 域 domain with boundary 3.3.3 内 积 interior product 3.2.6 
单 参 数 变换 群 ”one-parameter transformation 道 映射 定理 inverse mapping theorem 3.1.2 
group 3.2.7 Poincaré 引 理 Poincaré lemma 3.2.4 
单位 分 解 partition of unity 3.3.2 一 的 逆 命题 ”converse of 一 3.2.4 
对 偶 微 分 dual differential 3.2.5 ”恰当 形式 exact form 3.2.4 
方向 微分 算 子 directional differential operator 嵌入 embedding 区 窗 半 
3.1.3 ” 切 从 tangent bundle i 
Grassmann 代数 (外 代数 ) 切 等 价 tangent equivalence 和 下 各 
Grassmann algebra (exterior algebra) ”3.2.1 切 空间 tangent space 3.1.3 
Hamilton 系统 Hamiltonian system 3.2.10  ” 切 向 量 tangent vector 3.1.3 
Hamilton 向 量 场 Hamiltonian vector field 3.2.10 ”浸没 submersion 3.1.2 
Hodge 星 算 子 “Hodge star operator 3.2.8 温和 人 immersion 3.1.2 
横 截 transverse 3.4.3 ”Sard 定理 Sard's theorem 3.4.1 
一 稠密 性 定理 ”一 density theorem 3.4.3 Stokes 定 理 。 Stokes theorem 3.3.3 
一 开 性 定理 ”一 openness theorem 3.4.3 ”体形 式 (体积 元 ) volume form (volume element) 
一 同 伦 定理 ”一 homotopy theorem 3.4.3 3.3.1 
Hesse 知 阵 Hessian matrix 3.4.2 图 chart 3.1.1 
Lie 代数 Lie algebra 3.2.7 ”图 集 atlas [1 
Lie 导数 Lie derivative 3.2.7 外 积 ( 栅 积 ) exterior product (wedge product) 
Lie 括号 Lie bracker 3.2.7 3.2.1 
临界 点 critical point 微分 结构 differential structure 3.1.1 
临界 值 critical value 微分 同 胚 differential homeomorphism 3.1.2 
流 flow 微分 形式 ii 3.2.2 
流 形 manifold 维 数 dimension Ll 
光滑 一 smooth~ 向 量 场 vector field 3.1.3 
积 一 product~ 相 容 compatible 3.1.1 
解析 一 analytic~ 辛 流 形 sympletic manifold 3.2.10 
开 子 ~ open sub~ 辛 形式 sympletic form 3. 2. 10 
可 定向 ~ orientable~ 映射 map 
嵌 人 子 ~ embedded sub 一 登 置 一 overlap 一 3.1.1 
黎 曼 一 Riemannian~ 可 微 ~ differential~ 3.1.2 
拓扑 ~ topological~ 光滑 一 smooth~ 1 
微分 ~ differential~ 拉 回 一 pull-back~ 3.1.4 
正则 子 ~ regular sub 一 推 前 ~ Ppush-forward~ 3.2.5 
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切 ~ tangent~ 
辛 (正则 ) 一 ”sympleticCcanonicalD) 一 
余 切 从 cotangent bundle 
余 切 空间 cotangent space 
余 切 向 量 cotangent vector 
余 微分 codifferential 
正则 点 regular point 
单位 分 解 partition of unity 
发 展 方程 evolution equation 
广义 函数 (分 布 ) 
generalized function (distribution) 
缓 增 ~ slowly increasing~ 
迹 定理 trace theorem 
基本 函数 空间 elementary function space 
极 值 原理 maximum principle 
强 一 strong~ 
级 一 weak 一 
解 
六 着 generalized~ 
基本 ~ fundamental~ 
经 典 ( 古 典 ) 一 classical 一 
弱 一 weak 一 
卷 积 convolution 
偏 微分 方程 。 partial differential equation 
半 线 性 semi-linear ~ 
非 线性 ~ nonlinear~ 
混合 型 ~ 一 of mixed type 
拟 线性 一 quasirlinear 一 
抛物 型 一 ~of parabolic type 
双 曲 型 ~ 一 of hyperbolic type 
椭圆 型 一 一 of ellipxic type 
线性 ~ linear~ 
偏 微 分 算 子 。 partial differential operator 
线性 ~ linear~ 
媒 入 映射 imbedding map 
则 维 一 一 into the same dimension 
低 维 一 一 into the lower dimension 
嵌入 定 理 imbedding theorem 
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1.4 


3.2.10 


fe 


天 


3.1.4 
3.1.4 
3. 
3 
3 


1.4 
.2.9 


4. 1 


正则 方程 canonical equations 
正则 坐标 canonical coordinates 
正则 值 regular value 
秩 rank 

一 定理 一 theorem 
指标 index 
支 集 support 
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2.2 
6.2 
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时 
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Se 一 一 


弱 收 全 
适 定 问题 
Dirichlet 问题 “Dirichlet problem 
广义 Dirichlet 问题 
generalized Dirichlet problem 
调和 函数 


weak convergence 


well-posedness problem 


harmonic function 


椭圆 型 算 子 “elliptic operator 
严格 一 strictly~ 
一 致 ~ uniformly~ 
支 集 support set 
Cu 半 群 Co semi-group 
Cauchy-Riemann 方程 组 


Cauchy-Riemann equations 

Fourier 变换 
逆 ~ 

Galaerkin 方法 Galerkin's method 
Hille-Yosida 定理 。 Hille-Yosida theorm 
Laplace 算 子 
Newtonian 位 势 Newtonian potential 
Schauder 估计 Schauder estimate 


Fourier transformation 


Inverse~ 


Laplacian operator 


Schwartz 类 Schwartz class 
Sobolev 空间 。 Sobolev space 
局 部 ~ local~ 
实 指数 ~ 一 with real index number 
Parseval 等 式 Parseval's equality 
孤立 波 解 solitary solution 
孤立 子 soliton 
Backlund 变换 ”Backlund transformation 
交换 子 commutator 
Lax 对 Lax pair 
反 散 射 方 法 。 inverse scattering method 
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2.3 
2.3 
5.2 
5.1 
1.1 
4.2 
4.2 
2.2 
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2.3 
6.1 
6.1 
6.2 
6.4 
6.4 
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尺度 scale 5.1.3 连续 小 波 变换 continuous wavelet transform 
尺度 函数 scaling function 5.3.1 
重建 公式 reconstruction formula Lip 指数 Lip index 
5.1.2,5.1.3 Mallat 算法 Mallat algorithm 
测 不 准 原理 。 uncertainty principle 5.1.2 Meyer 小 波 Meyer wavelet 
窗口 Fourier 变换 window Fourier transform 5.1.2 频率 frequency 
窗口 Fourier 框 架 winow Fourier frame 5.2.2 ”频率 局 部 化 frequency-locallization 
窗口 函数 window function 5.1.2 Riesz 基 Riesz basis 
带 有 限 函 数 。 bandlimited function 5.3.1 Sobolev 空间 Sobolev space 
对 偶 框 架 dual frame 5.2.1 双 尺度 差分 方程 
Daubechies 小 波 。 Daubechies wavelet 5.3.2 two scales difference equation 
多 尺度 分 析 ( 多 分 辨 率 通 近 ) 双 正 交 尺度 函数 
multiresolution analysis biorthogonal scaling function 
(multiresolution approximation) 双 正 交 小 波 。 biorthogonal wavelet 
5.3.1 时间 一 尺度 原子 “time-scale atom 
二 元 树 binary tree 5.5.3 时 间 一 频率 原子 time-frequency atom 
分 解 算法 decomposition algorithm 。 5.3.3 无条件 基 unconditional basis 
Haar 函数 Haar function 5.3.1 相 空 间 phase space 
Haar 小 波 Haar wavelet 5.3.2  ” 相 容 性 条 件 。 consistency condition 
花费 函数 cost function 5.5.3 消失 矩 vanishing moment 
基本 小 波 basic wavelet 5.1.3 小 波 包 wavelet packet 
近似 K -变换 approximate K - L transform 5.5.4 ”小 波 分 解 wavelet decomposition 
局 部 正 ( 余 ) 弦 莫 local sine(cosine) basis ”5.5.2 ”小波 框架 wavelet {rame 
K-L 变 换 。 K-L transform 5.5.4 钟 函 数 bell function 
快速 小 波 变 换 fast wavelet transorm 5.3.3 正 交 小 波 orthogonal wavelet 
第 六 章 

可 测 空间 measurable space 6.2.1 functions 
Borel 空间 Borel space 6.2.1 有 限 维 概率 密度 族 
广义 Borel 空 间 generalized Borel space 6.2.1 family of finite dimensional probability 
概率 空间 probability space 6.2.1 density 
可 测 函 数 measurable function 6.2.1 ”Kolmogorov 存在 定理 
随机 变量 random variable 6.2.1 Kolmogorov existence theorem 
o 一 代数 o—algebra 可 名流 均值 函数 mean function 
随机 过 程 stochastic process 6.2.1 二 阶 矩 过 程 。 two-order moment process 
适应 的 随机 过 程 adapted stochastic process 6.2.1 方差 函数 variance function 
样本 函数 sample function 6.2.1 。 协 方差 函数 。 covariance function 
样本 轨道 sample orbit 6.2.1,6.2.5 相关 函数 related function 
样本 曲线 sample curve 6. 2.1 Schwarz 不 等 式 Schwarz inequality 
有 限 维 分 布 函数 族 互 协 方差 函数 ”mutual covariance function 

family of finite dimensional distribution 互相 关 函 数 。 mutual related function 
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5.1.3 
5.1.4 
5.3.3 
5.3.2 
5,1.1 
5.1.1 

5.4 
5. 3.4 


5.3.1 


5.4 

5.4 
5.1.3 
5.1.2 
5.3.4 
5.1.1 
5.5.2 
5.1.4 
5.5.1 
5.3,3 
5.2.3 
5.5.2 

5.3 


6.2.1 


6.2.1 
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有 限 维特 征 函 数 族 Cauchy convergence criterion 6.3.2 
family of finite dimensional characteristic 依 概率 收敛 。。 converge in probability 6.3.2 
function 6.2. 依 分 布 收敛 converge in distribution 6.3.2 

正 态 过 程 normal process 6. 2. 2,6. 2. 均 方 收 伍 converge in mean square 6.3.2 

Gauss 过 程 。 Gaussian process 6.2.2,6.2. 均 方 极限 limit in mean square 6.3.2 

Brown 运 动 。 Brown motion i Tchebychev 不 等 式 ， 

Markov 过程 。 Markov process 6. 2.3,6. 6. Tehebychev inequality 6.3.2 

Markov 性 Markov property 6. 2. 均 方 连续 mean square continuation 6.3.3 

参数 空间 parameter space 6.2. 均 方 导数 mean square derivate 6.3.4 

状态 空间 state space 6.2. 均 方 可 微 differentiable in mean square 6. 3.4 

转移 概率 分 布 函数 广义 二 阶 导数 generalized two-order derivate 
transition probability distribution function 6.3.4 

6.2.3 。 均 方 积分 mean square integral 6.3,.5 

转换 概率 密度 transition probability density 均 方 可 积 integrable in mean square 。 6.3.5 

6.2.3,6.6.2 Tto 随机 积分 。 Ito stochastic integral 6.4 

C-K 方 程 Chapman - Kolmogorov equation Strat 随机 积分 Stratonovich stochastic integral 6.4 
6.2.3 Ito 随机 积分 方程 Ito stochastic integral equation 

扩散 过 程 diffusion process 6. 2.4,6.6.2 6.5,6.6 

偏 移 系数 drift coefficient 6. 2.4,6.6.2 Ito 随机 微分 方程 

扩散 系数 diffusion coefficient 6. 2.4,6.6.2 Tto stochastic differential equation 6.5,6.6 

Fokker - Planck 方程 随机 微分 stochastic differential 6.5 
Fokker - Planck equation 6.2.4,6.6.2 Ito 微分 公式 [Ito differential formula 6.5 

Kolmogorov 方程 均 方 解 mean square solution 6.6 
Kolmogorov equation 6.2.4,6.6. 正 态 白 碾 声 。 normal white noise 6.6 

独立 增 量 independent increments Langevin 方程 ”Langevin equation 6.6.2,6.6.3 

停 时 stopping time 种 群 增长 模型 “population growth model 

职 martingale 6.1.1,6.7 

L: 空间 Le space 白 品 声 white noise 6.1.1,6.7 

零 概 集 zero probability set Chandler 摆动 ”Chandler motion 6.7 

Banach 空间 。 Banach space 遍历 性 ergodic property 6.7 

几乎 必然 收 化 ”converge almost surely 平稳 分 布 stationary distribution 6.7 


Cauchy 收敛 准 则 平稳 过 程 stationary process 6.7 


